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Vorwort. 


Die vorliegende, als erste Abteilung meiner Vorlesungen über Funk- 
tionenlehre erscheinende Darstellung der „Grundlagen der Theorie der 
analytischen Funktionen" unterscheidet sich von allen mir bisher bekannt 
gewordenen wesentlich insofern, als sie, grundsätzlich aufgebkut auf der 
Weierstraß^chen Definition einer analytischen Funktion als eines Systems 
ineinander greifender Potmereihen, nichtsdestoweniger von vombefein 
eine organische Verschmelzung mit der Cauchy-Rie^nannsehen ^ lediglich 
auf der Voraussetzung der IHfferenzierharlceit beruhenden Theorie an- 
strebt. Dieses Ziel wird erreicht durch Anwendung einer gelegentlich 
schon von Cauchy benutzten und vom Verfasser vervoUkommneten, 
übrigens auch dem Weier straßBch&n Gedankenkreise keineswegs fern- 
liegenden^) Mittelwertmethode, welche es ermöglicht, unmittelbar an die 
Einführung des Weier straßB(t\iexi FunktionsbegriflFes den Nachweis zu 
knüpfen, daß die (7<i,MCÄyschen j,monogcnen^\ d. h. im komplexen Sinne 
ditferenzierbaren Funktionen (von Biemann schlechthin und ausschließ- 
lich als FunJctionen einer komplexen Veränderlichen bezeichnet) keine 
anderen sind, als die in Potenzroihen entwickelbaren, im Weicrstraßschen 
Sinne ^janalytischen'^. Werden auf diese Weise die beiden definitionsge- 
mäß gänzlich verschieden erscheinenden Funktionsbegriffe von vornherein 
auf eine gemeinsame Basis gestellt, so gewinnt man gegenüber der üb- 
lichen, von vornherein die komplexe Integration in Anspruch nehmenden 
Behandlungsweise der Cauchyschen Theorie den nicht zu unterschätzen- 
den Vorteil, daß grundlegende Erkenntnisse, die dort als sensationelle Er- 
gebnisse eines geheimnisvollen, gleichsam Wunder wirkenden Mechanis- 
mus erscheinen, hier ihre natürliche Erklärung durch Zurückführung auf 
die bescheidenere Wirksamkeit der vier Spezies finden. Damit soll jenes 
glänzende analytische Hilfsmittel keineswegs ein für allemal ausgeschaltet 
werden, vielmehr wird hier nur die Ansicht verfochten, daß der Aufbau 
der ganzen Theorie durch den Verzicht auf dessen vorzeitige Anwendung 
wesentlich an Durchsichtigkeit gewinnt. 

1) Vgl. den Schluß der Anmerkung zu § 37, S 606. 
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Von den sieben Kapiteln, in welche diese Abteilung zerßUlt^ be- 
handelt das erste die unentbehrlichen der allgemeinen Theorie der reeUm 
Funktionen und der Mengenlehre angehörigen Hilfsmittel nebst Begrün- 
dung gewisser geometrischer Gesichtspunkte bzw. Ausdrucksweisen, ein- 
sohließlich des cTbr^anschen Eur^ensatzes. Den Schluß bildet die Er- 
örterung der überraschenden Möglichkeiten von Funktionscharakteren, 
welche von arithmetischen Ausdrücken verhältnismäßig einfacher Art 
dargestellt werden, und die Begründung des Bedürfnisses, aus dieser un- 
begrenzten Mannigfaltigkeit einen mit besonderen Eigenschaften ausge- 
statteten Typus als denjenigen der „analytischen^^ Funktionen auszu- 
sondem. Dabei erweisen sich schließlich die Potenzrethen als diejenige 
Ausdrucksform, welche möglicherweise für den gedachten Zweck in Be- 
tracht kommt, vorausgesetzt, daß man eine bei beschränkter Konvergenz 
auftretende Schwierigkeit durch Ausdehnung des Bereiches der Veränder- 
lichen auf das komplexe Zahlengebiet beseitigt. 

Für diese beabsichtigte Erweiterung werden im zweiten Kapitel die 
nötigen Vorbereitungen getroffen durch Einführung der geometrischen 
Darstellung der komplexen Zahlen und der vier Spezies in komplexen 
Zahlen, sowie durch Betrachtung der neuen für den Verlauf von Funk- 
tionen einer komplexen Veränderlichen erwachsenden Möglichkeiten, ins- 
besondere des Prinzips der konformen Abbildung. Als weitere Vorbe- 
reitung für die allgemeine Theorie der analytischen Funktionen bringt 
das dritte Kapitel die wichtigsten Sätze über deren einfachste Gattung^ 
die ganzen und gebrochenen rationalen Funktionen, das vierte eine aus- 
führliche Theorie der Potenzreihen, An eine eingehende Untersuchung 
über gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen und -reihen schließt 
sich die Erörterung der allgemeinen Konvergenzeigenschaften von Potenz- 
reihen (auch solcher mit negativen Exponenten), sodann die Darstellung 
ihrer Koeffizienten und Summen durch Mittelwerte. 

Die Einführung dieser letzteren, welche für entscheidende Entwick- 
lungen des folgenden Kapitels sich als grundlegend erweist, nimmt für 
die dabei benutzten Wurzeln der Gleichung re*" =*= 1 keineswegs deren 
transzendente Darstellungsform, ja nicht einmal die Kenntnis des Satzes 
von der Wurzelexistenz einer algebraischen Gleichung, vielmehr nur die- 
jenige der elementaren Tatsache in Anspruch, daß die Quadratwurzeln 
aus komplexen Zahlen sich durch solche aus reellen positiven Zahlen 
darstellen lassen. Im übrigen sind diese Mittelwerte gedanklich weit ein- 
fachere arithmetische Konstruktionen, als die komplexen Integrale und 
stehen zu der erzeugenden Funktion in einem weit durchsichtigeren, ich 
möchte sagen, sprechenderen Verhältnis, als jene. Hat man z. B. für 
\x\ < R: f{x) — -f a^x + + • • •, so besteht für jedes nicht nega- 



Vorwort. 


VII 


tive r < jR die Beziehung: 

(1) a, - 


WO 8K/’(er) jenen „Mittelwert“ von f{x) auf dom Kreise \x\ =*r bedeutet.') 
Sie beruht auf der als selbstverständlich anzusprechenden Tatsache , dafi 
der Mittelwert der Konstanten wieder sein mufi, und auf der durch 
das elementare Hilfsmittel der Summation einer endlichen geometrischen 
Progression zu erwerbenden Erkenntnis, daß der Mittelwert jeder ganz- 
zahligen Potenz x* (für 1 / > 0, übrigens auch für 1 / < 0) verschwindet 
(s. S. 274, Gl. (21)). Wegen — /*(0) enthält die mit so primitiven Mitteln 
gewonnene Gleichung (1) eine bedeutungsvolle Aussage über den Vei*' 
lauf der Funktion f(x): die Ausbreitung ihrer Werte erfolgt in so sym- 
metrischer Weise, daß der im Nullpunkt vorhandene Wert immer wieder 
als Mittelwert (Durchschnittswert) der verschiedenen auf irgendeinem 
Kreise \x\^r auftretendeu Funktions werte erhalten bleibt. 

Wird statt der MittdwerÜdldung die Integration über irgendeinen 
der Kreise \x\^r ange^endet, so kommt zunächst nur das Resultat 


0 


ff{x)dx^Q zum Vorschein, da hier (anders wie der Mittelwert 3)l(cr)‘) 


das Integral fx^ dx auch für v 0 verschwindet. Als Ersatz für die 


0 


„Selbstverständlichkeit“ 9R(er)'’ » 1 muß man daher den unter allen In- 


tegralen von der Form jx^'^dx einzig existierenden, durch die transsen- 
0 

dente Substitution x =* re^' oder die Eigenschaften der wiendlich viel- 

detUigen Funktion Lg x zu ermittelnden Äiisnahmefail J x~^dx ===- 2n:i 

0 

heranziehen und erhält auf diese Weise an Stelle der Formeln (1) die 
folgende: 

( 2 ) 


IniJ X 


0 


Die schöne Einfachheit der Herleitung und des Baues der Formel (1) ist 
damit verschwunden, ihr charakteristischer, auf die Natur der Funktion 
f(x) bezüglicher Inhalt bis zur Unkenntlichkeit verdunkelt. 

Nach dieser Abschweifung, welche dazu dienen sollte, an einem vor- 
läufigen Beispiele die Vorzüge kenntlich zu machen, welche nach meinem 
Dafürhalten die Mittelwertmethode für den Auf hau der Funktionentheorie 
vor derjenigen der komplexen Integration besitzt, erwähne ich von dem 


1) Näheres darüber s. S. 272. 
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Inhalte des vierten Kapitels noch die nach Gauchy^ Weierstraß und Vüah 
benannten Doppelreihensätze, die Einführung der Derivierten bzw. DifiFe- 
rentialquotienten einer Potenzreihe und der aus einer Potenzreihe „ab- 
geleiteten'* Reihen. 

Damit sind alle Grundlagen geschaffen für die im fünften Kapitel 
erfolgende Einführung des Begriffes der im Weier straß^(^Qii Sinne mo- 
nogenen analytischen Funktion einer komplexen Veränderlichen, des re- 
gulären Verhaltens einer solchen Funktion und ihrer singulären Stellen. 
Einen prinzipiell besonders wichtigen Bestandteil dieses Kapitels bildet 
der Satz von der Konstanz des Mittelwertes einer in einem Kreisringe 
bzw Kreise regulären Funktion, aus welchem der Zaterm/sche bzw. Camlty- 
Tayiorsche über die Entwickelbarkeit einer solchen Funktion in eine Reihe 
nach positiven und negativen bzw. lediglich positiven ganzen Potenzen 
unmittelbar hervorgeht. Da andererseits der aus wenigen ganz elemen- 
taren Ungleichungen bestehende Beweis jenes Satzes (s. S. 382/3) offen- 
sichtlich seine Gültigkeit behält, wenn die Voraussetzung des regulären 
Verhaltens durch diejenige der „gleichmäßigen" Differenzierbarkeit ersetzt 
wird, so ist damit der Anschluß an den Catichy-Riemani%BQ\ien Ausgangs- 
punkt im wesentlichen erreicht und wird schließlich durch den Nachweis 
der Äquivalenz von „gleichmäßiger" und „stetiger" Differenzierbarkeit 
zur Vollendung gebracht 

Die beiden letzten Kapitel geben Anwendungen der vorangehenden 
allgemeinen Betrachtungen auf die Theorie der sogenannten elementaren 
Transzendenten und enthalten in dieser Hinsicht wohl alles wesentliche, 
was man sonst in den Lehrbüchern der algebraischen Analysis findet, mit 
dem Unterschiede, daß hier zielsichere allgemeine Methoden an die Stelle 
der dort zumeist benutzten verschiedenartigen Kunstgriffe treten. Ins- 
besondere behandelt das sechste die eindeutigen Transzendenten dieser 
Kategorie, also die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funk- 
tionen, das siebente zunächst die Umkehrung eiuer beliebigen Potenzreihe 
und daran anschließend die Umkehrungsfunktionen der ebengenannten, 
also in erster Linie den Logarithmus, sodann die zyklometrischen Funk- 
tionen nebst der allgemeinen Potenz. 

Die gesamte Darstellung ist so gehalten, daß wohl jeder einiger- 
maßen begabte Mathematikstudierende des dritten oder vierten Semesters 
im Stande sein dürfte, ihr mit Verständnis zu folgen (etwa einige wenige 
Paragraphen ausgenommen, deren vollständiges Verständnis späterer Lek- 

1) Die von Cauchy in seinen späteren Arbeiten zwar behauptete, aber nienoials 
bewiesene überflüssigkeit der Voraussetzung eines stetigen Differentialquotienten 
hat erst durch den zweiten (roursa^schen Beweis des Cauc^schen Integralsatzes 
(1900; ihre Bestätigung gefunden (Vgl die Anmerkung zu § 63, S. 611/2) 
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türe Vorbehalten bleiben möge). Zur Orientierung über die erforderlichen 
Vorkenntnisse sei noch bemerkt, daß die verhältnismäßig zahlreichen 
Hinweise auf Band I dieser Vorlesungen sich zumeist auf recht elemen- 
tare Dinge beziehen, über die man sich auch durch andere Lehrbücher 
leicht unterrichten kann, und daß keineswegs ein auch nur annähernd 
vollständiges Studium des ersten Bandes als Vorbedingung für das Ver- 
ständnis des vorliegenden anzusehen ist. Bezüglich solcher Gegenstände, 
die in Band I überhaupt nicht behandelt sind, sei nur erwähnt, daß hier 
an zwei Stellen m ziemlich beiläufiger Art von der Auflösung eines 
Systems linearer Gleichungen durch Determinanten Gebrauch gemacht 
wird. Was schließlich von geometrischen Vorkenntnissen vorausgesetzt 
wird, beschränkt sich auf die ersten Anfangsgründe der elementaren und 
der analytischen Geometrie. 

Den Schluß dieser Abteilung bildet ein Anhang, der aus Literatur- 
nachweisen, Anmerkungen und Ergänzungen nebst einem ausführlichen 
alphabetischen Sachregister besteht. 

Während diese Abteilung wohl als ein in sich geschlossenes Lehr- 
buch zur Einführung in die Theorie der analytischen Funktionen gelten 
kann, wird die zweite einen mehr monographischen Charakter tragen und 
sich im wesentlichen mit der Theorie der eindeutigen analytischen Funk- 
tionen beschäftigen 

Bei der Korrektur haben mich die Herren Kollegen Hartoys und 
Perrofi, sowie Herr Dr, von Pi doll y letzterer auch durch die Vorarbeiten 
zum Sachregister, in liebenswürdigster Weise unterstützt und mir durch 
ihre kritischen Bemerkungen mannigfache Anregungen gegeben. Es ge- 
reicht mir zur besonderen Freude, ihnen an dieser Stelle meinen aufrich- 
tigen Dank aussprechen zu können. 

München, im Juni 1925. 
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Abschnitt 1. 


Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. 

Kapitel 1. 

Reelle Veränderliche und Funktionen. 

§ 1 Oberer und unterer Limes, obere und untere Grenze einer 
unendlichen Menge reeller Zahlen. — Häufungszahlen, abgeleitete 

Menge. 

1. In den Vorlesungen über Zahlmlehre^) wurde bereits die Existenjs 
nicht aheählharer Zahlenmengen festgestellt (I^, § 25, Nr. 7, S. 159), doch 
erstreckten sich die dort angestellten Untersuchungen im übrigen fast 
ausschließlicli auf ahzählhare Zahlenmengen Da andererseits die Funk- 
tionenlehre ira wesentlichen von den Eigenschaften nicht abzahlbarer Zahlen- 
mengen handelt, so erscheint es vor allem erforderlich, gewisse auf die 
Grundbegrilfe Limes und Grenze sich beziehende* Existenzbeweise, die 
a. a. 0. mit bestimmter Absicht (vgl. I^, § 35, S. 210, Fußn. 1) auf ah- 
zählbare Zahlenmengen beschränkt wurden, auf beliebige unendliche Zahlen- 
mengen auszu dehnen. 

2. Es werde mit [x] eine unendliche Menge reeller Zahlen, mit x' 
jedes einzelne Element dieser Menge bezeichnet. Dabei soll, sofern nicht 
ausdrücklich das Gegenteil bemerkt wird, zugelassen werden, daß mehrere, 
sogar unendlich viele Elemente dieselbe Zahl verstellen^) (^wie dies auch 
bereits in der Zahlenlehre I^, § 36, Nr. 5, S. 220 und insbesondere bei 
den als Zahlenfolgen bezeichneten abzahlbaren Mengen angenommen 
wurde). 


1) Die drei AbteiluDgen dieaes ersten Bandes des vorliegenden Buches werden 
im folgenden als I, — I, zitiert. 

2) Entgegen der sonst in der „Mengen! ehre zumeist üblichen Terminologie, 
nach der man unter einer „Menge" eine Vereinigung verschiedener Elemente zu 
verstehen pflegt. 

Pringsheini, Vorlesungen II, 1. 
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Eine solche Menge { x } soll heschränlU heißen, wenn es eine positive 
Zahl R (und folglich deren unendlich viele) gibt, derart, daß für jedes x 
der Menge: \ x\<i It; oder, was offenbar auf dasselbe hinausläuft, wenn 
es Zahlenpaare A, B gibt, derart, daß durchweg: A<ixf dB, Besitzt 
die Menge nur die Eigenschaft, daß: x dB bzw. x'>A^ so heißt sie 
nach oben bzw. ncLdi unten beschränkt. Eine schlechthin beschränkte Menge 
ist als gleichzeitig nach oben und ncLch unten beschränkt — vice versa. 

Satz 1. Jede beschränkte Menge [x') besitzt zwei (eventudl auch zu- 
sammenfallende) Hauptlimites, einen oberen L und einen unteren l, 
in Zeichen: 

lim [x] «= i, lim [x') = Z, 

d. h. es existieren zwei (nicht notwendig zu den Zahlen xf gehörige und unter 
Umständen ziisamrnenfaUende) Zahlen L, l von solcher Beschaffenheit, daß 
bei bdiebig Meinem d > 0 die Beziehungen bestehen: 


( 1 ) 


L-8£x'^L-\-d 

x>L-\-d 


für unendlich viele (möglicherweise gleiche) x, 
höchstens für eine endliche Anzahl; 


( 2 ) 


-Sdx£l + S 

X dl-- S 


für unendlich viele (möglicherweise gleiche) x, 
höchstens für eine endliche Anzahl. 


Fallen L und l zusammen, so wird der gemeinsame Wert schlechthin 
als Limes der Menge [x'}, also: lim [x'}, bezeichnet. 

Beweis. Da alle x zwischen endlichen Schranken liegen, so gibt 
es insbesondere zwei ganze Zahlen A, B, derart, daß durchweg: 

Adx dB. 

Bildet man sodann aus dem Zahlenintervall [A, J?] die Teilintervalle: 
[A,A + \], [A + l,A^2], ..., [B^1,B],^) 

so muß mindestens ein solches vorhanden sein, das unendlich viele (mög> 
lieber weise dieselbe Zahl vorstellende) enthält. Wir bezeichnen das letzte 
(eventuell das einzige) derartige Intervall mit: 

[a, a + 11 


und bilden daraus durch Halbierung die Teilintervalle: 




1) Durch die Schreibweise [a, 6] bezeichnen wir allemal ein Zahleninterpall, 
d h. die Menge aller reellen Zahlen von a bis h etnschlteßltch der Grenzen a und 
h. Sollen diese letzteren oder eine derselben als ausgeschlossen gelten, so wird 
dies allemal ausdrücklich erwähnt werden 
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Eins dieser beiden, welches mit 

[a 4* ® ^ «1 =*= 0 oder = 1 ) 


bezeichnet werden möge, ist dann wieder das letzte, welches unendlich 
viele X enthält. Durch weitere Halbierung ergeben sich daraus die Teil- 
intervalle: 



a + ^ + 


r • . 1 1 «1 . 1 + 1"] 

+ 2 + 2 «’ ® + 2 + 2 * J 


und es sei: 

[ff + + IJ, o + ^ (wo «2 = 0 oder = 1) 


wiederum das letzte, welches unendlich viele x enthält. Durch malige 
Wiederholung dieses Verfahrens ergibt sich ein letztes unendlich viele x 
enthaltendes Intervall von der Form: 


wo: 

( 3 ) 




« + ,' + ^ + 


, «V 

Io»; 


und jedes der Zeichen « 2 ? • • ; bestimmte der beiden Zahlen 

0 und 1 vorstellt.*) Es gelten dann für jedes noch so große v die Be- 
ziehungen: 

^ -f qV für unendltch viele x, 

X > s, + höchstens für eine endliche Anzahl 

Setzt man jetzt: 

(5) hm s. = L, 

v-^oo 


( 4 ) 


SO läßt sich zeigen, daß die so definierte Zahl L in der Tat den oben 
unter (1) aufgestellten Behauptungen genügt Man hat zunächst für 
jedes v: 





1) Eb ist also s, im Falle a ^ 0 Bchlecbthm ein dyadisohcr Bruch (eventuell 
die NuU\ im Falle a < 0 die Summe einer negativen ganzen Zahl und eines posi- 
tiven echten dyadtschen Bruches (eventuell der Null) 

Selbstverständlich konnte man statt des Halbierungsprozesses auch eine jedes- 
malige Zerlegung in eine beliebige feste Anzahl b von Teilintervallen (z B. b — 10) 
vornehmen, was dann auf einen Systembruch mit der Basis b an Stelle des dya- 
dischen führen würde. 

2) Das zweite Gleichhettsv^cichen tritt dann und nur dann in Kraft, wenn von 
einem bestimmten v ab durchweg- a,, — 1, also der durch unbegrenzte Vergröße- 
rung von V entstehende unendliche d^adische Biuch die Periode 1 hat 
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Wird sodann d > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so läßt sich ein n so 
fixieren, daß: d ^ för ^ ^ w und daher: 

i + d ^ -Zy + -y ^ Sy + gv , 

zusammen gefaßt: 

(ß) L-8£s^<s, + ^^L + d. 

Folglich bestehen nach (4) die Beziehungen: 

i — d^a;'<2y + d für unendlich viele x\ 

x'> L -{■ 8 höchstens für eine endliche Anzahl, 

und es ergibt sich: 

L == lim { X ) 

im Sinne der Behauptung (1). Im übrigen ist leicht ersichtlich, daß es 
nur eine den Forderungen (1) genügende Zahl L gibt, da die gegenteilige 
Annahme auf einen Widerspruch führt 

In analoger Weise findet sich der untere Limes l als Summe einer 
ganzen Zahl und eines unendlichen dyadischen Bruches, wenn man bei 
dem beschriebenen Verfahren jedesmal das erste ^ unendlich viele x' ent- 
haltende Intervall für die weitere Fortsetzung des Teilungsprozesses her- 
aushebt. (Oder auch, indem man mit Rücksicht auf die leicht ersieht- 
liehe Beziehung: lim {rc'} = — lim \ —'X) das zuvor gewonnene Resultat 
auf die Zahlenmenge { — x] anwendet.) 

Kommt bei dem beschriebenen Aus wähl verfahren jedesmal nur ein 
einziges^ also gleichzeitig erstes und letztes Intervall zum Vorschein, so 
fallen offenbar lim { x } und Um \x] in einen einzigen lim { x } zusammen. 

3. Satz 2. Jede beschränkte Menge {a:'}, die nicht aus einer einzigen 
beständig sich wiederholenden ZaJd besteht ^ besitzt eine bestimmte obere 
Grenze G und untere Grenze g, in Zeichen: 

%[x']^G, ®\x]^g, 

d, h es existieren zwei (allemal verschiedene) Zahlen G und g von solcher 
Beschaff enheity daß: 

(7) 9 x', 

und daß entweden 

(8 a) mindestens ein x ^ G (G reales Maximum) 

(8 b) bzw. „ „ x' ^ g {g reales Minimum) 

oder bei beliebig kleinem d > 0 für untndlich viele x eine Beziehung von 
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der Form besteht: 

(9 a) 6r — d < 6r (6f ideales Maximum) 

(9 b) hzw. g dx <g + Ö (g ideales Minimum) ^) 

Im letzteren Falle fallt G mit dem oberen bziv. g mit dem unteren Limes 
von {x} zusammen. Dies findet auch in dem durch GL (8a) bzii\ (8b) 
gekennzeichneten Falle statt, nenn gleichzeitig auch die Ungleichung (9a) 
bzw. (9 b) besteht}) 

In dem zunächst ausgeschlossenen Falle, daß die Menge | x } aus einer 
einzigen beständig sich wiederholenden Zahl a besieht, hat man offenbar zu 
setzen: 

(9c) G ^ g ^ a. 

Beweis. Gibt es unter den Zahlen x eine (bzw mehrere einander 
gleiche) größte x ^ G, so gilt selbstverständlich für alle anderen x die 
Ungleichung: 

a:'< G, 

Andererseits existiert nach Satz 1 in jedem Falle ein oberer Limes 
L, und es gelten die Beziehungen: 

L--ödxdL + ö für unendlich viele x , 

x'> L \ 8 höchstens für eine endliche Anzahl. 

Gibt es nun aber unter den Zahlen x keine größte (bzw. keine größ/e/0, 
80 läßt sich zeigen, daß dann überhaupt kein x '>L existieren kann. 
Denn wäre ein solches, etwa L vorhanden, so hätte man nach An- 
nahme eines positiven d -- L: 

Ä'j ^ L 8 

Da aber höchstens iöx eine endliche Anzahl von Zahlen x eine Beziehung 
von der Form x'>L + 8 bestehen könnte, so gäbe es unter diesen tune 
größte, was der Voraussetzung widerspricht Da aus dem gleichen Grunde 
auch die Möglichkeit x^L in dem vorliegenden Falle ausgeschlossen 
ist, so treten an die Stelle der Ungleichungen (10) die folgenden: 
j xdL für alle X, 

\L — 8 dx' d L für unendlich viele x, 
und man findet somit: @{x'} = Z als ideales Maximum. 

1) Wegen dieser Bezeichnung vgl I, , § 35. Nr l, S 209 

2) Beispiel. Besteht die Zahlenmenge {x } aus allen raUonalen Zahlen 
des Intervalls fO, Ij, so ist 1 gleichzeitig reales Maximum und obere) Limes: eben- 
so 0 reales Minimum und unterer Limes Besteht dagegen die Menge { x } aus 
allen irrationalen Zahlen des nämlichen Intervalls [0, 1], so gibt es weder ein 
reales Maximum noch reales Minimum Vielmehr ist alsdann 1 zugleich oberer 
Limes und idetdes Maximum, 0 unterer Limes und ideales Minimum 
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Kommt dagegen L unter den Zahlen x vor, während Imn x > Ly so 
ist der obere Limes zugleich reales Maximum. 

Analog läßt sich der entsprechende Beweis für die untere Grenze 
führen (oder auch kürzer durch Anwendung des eben gefundenen Resul- 
tats auf die Zahlenmenge { — x'] und Benützung der leicht ersichtlichen 
Beziehung ®[x'] = — @{— x']). 

4. Ist die Menge { x } nur nach unten beschränkt, also nach oben un- 
beschränkt, so müssen, wie groß man auch eine positive Zahl JR annehmen 
möge, immer Zahlen x' R vorhanden sein. Wir sagen alsdann, der 
obere Limes der Menge [x'} sei positiv unendlich und, da in diesem Falle 
kein größtes x* existiert, in Übereinstimmung mit der zuvor geschaffenen 
Terminologie, auch die obere Grenze der Menge { x ) sei positiv unendlich, 
in Zeichen: 

(12) lim { rc' } =» + oo, @ { ä:' } *= + cx>. 

Findet man sodann, wie in Nr. 2 beim Beweise von Satz I bei einer 
ganzzahligen unteren Schranke A beginnend ein erstes Intervall (a, a + 1)? 
welches unendlich viele x enthält, so resultiert auf Grund des zuvor be- 
schriebenen Teilungs- und Auswahlverfahrens eine bestimmte Zahl l als 
unterer Limes, so daß also zu den Beziehungen (12) die folgende hinzutritt: 

(13) ljm{x']=-l 

Dieser untere Limes kann dann auch zugleich untere Grenze sein. Wenn 
nicht, so muß die Menge { x* } ein reales Minimum besitzen.^) Dieser Fall 
tritt insbesondere auch dann ein, wenn jedes noch so große mit einer 
unteren Schranke der Menge { x } beginnende Intervall nur eine endliche 
Anzahl von Zahlen x' enthält. Alsdann existiert also kein endlicher unterer 
Limes, vielmehr rückt in diesem Falle der untere Limes gleichzeitig mit 
dem oberen ins Unendliche, so daß also die beiden Hauptlimites in den einen 
lim { x' } — -f cx) zusammenfallen. 

Analoge Beziehungen ergeben sich für den Fall einer nur nach oben 
beschränkten Menge {x'], d. h man hat in diesem Falle: 

(14) lim {o:'} — oo, @ {:r'} =» — oo (negativ unendlich), 

während die obere Grenze dann allemal endlich ist, der obere Limes ent- 
weder endlich ausfallen oder nach — oo heruntersinken kann (so däß dann 
also: lim {x } « — c»). 

Ist schließlich die Menge {x"] nach beiden Seiten unbeschränkt, so 
folgt: 

(15) lim {x]^{ä{x]-=- + <y^, lim @ ja;'} = — oo. 

1) Dasselbe muß dann offenbar unterhalb l liegen. 
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5. Bezeichnet man analog wie bei abzahlbaren Mengen (vgl. § 36^ 
Nr. 5, S. 220) als HäufungszaM der Menge [x'] jede Zahl a von der Be- 
schaffenheit, daß unendlich viele x' der Bedingung genügen: \a — x\ < «^), 
und zwar gleichgültig, ob a der Menge [x'} angehört oder nicht, so er- 
kennt man zunächst, daß der obere und untere Limes (bzw. der Limes 
schlechthin) einer beschränkten Menge unter diesen Begriff fallen, so daß 
durch deren Existenz bereits diejenige mindestens einer (endlichen) Häur 
fungszahl für jede beschränkte unendliche Menge erwiesen ist.^) Die Menge 
[x] kann dann noch beliebig viele andere Häufungszahlen haben, es 
kann sogar Zahl des Intervalls [@(a:'), eine Häufungszahl sein. 

Dies zeigte sich schon bei abzählbaren Mengen (vgl. 1^, § 35, Nr 6, 
S. 221/3), gilt also a fortiori für nickt abzählbare Mengen (Beispiel: 
Die Menge aller irrationalen oder auch nur aller transzendenten Zahlen 
des Intervalls [0, 1]: vgl. I^, § 25, Nr. 5 — 8, S. 157/160). 

Ist die Menge höchstens einseitig beschränkt , also: lim {a;'} «= + cx) 
bzw. Ijm {x'\ ^ — oo oder auch: lim {a:'} « + oo bzw. — — - c», so sagt 
man nach Analogie der für den Fall endlicher Hauptlimites bestehenden 
Ausdruckweise, die Menge {x} habe die Häufungszahl + oo bzw. — oo. 

Die Menge der Häufungszahlen einelb unendlichen Zahlenmenge { x } 
heißt deren abgdeitete Menge oder Ableitung. Die Menge { x } selbst heißt 
äbgesMossen^ wenn ihre Äbleitmig in ihr enthalten ist, wenn also jede 
ihrer Häufungszahlen zu den Zahlen x gehört. Die Menge heißt in sich 
dichte wenn jede der Zahlen x' eine Häufungszahl ist; perfekt y wenn sie 
zugleich abgeschlossen ist, also alle ihre Häufungszahlen enthält und da- 
her mit ihrer Ableitung identisch ist. (Beispiel: Die Menge aller Irra- 
tionalzahlen des Intervalls [0, 1] ist in sich dicht, aber nicht abgeschlossen, 
also nicht perfekt. Sie gewinnt diese Eigenschaft erst, wenn man sie zur 
Menge aller Zahlen des Intervalls [0, 1] ergänzt.) Die Menge heißt in einem 
Intervall [a, b] überall dicht, wenn zwischen irgend zwei Zahlen dieses Inter> 
valls sich allemal Zahlen der Menge befinden. Dagegen heißt eine der Menge 
angehörige Zahl x^' isoliert, wenn in einem gewissen Intervall {x^'— ö, Xq+ d) 

1) Danach gilt also a insbesondere dann als HäufungszaM, wenn unendlich 
viele x^a sind. 

2) Man kann auch umgekehrt, wie hier geschehen, den Begriff der Hdufungs- 
zahl zum Ausgangspunkte nehmen und zunächst, falls man sich nicht auf den für 
ahzählbare Mengen bereits geführten, also für nicht abzahlbare Mengen a fortiori 
gültigen Existenzbeweis (s. Ij , a a 0.) stützen will, die Existenz mindestens einer 
endlichen Häufungszahl für jede beschränkte unendliche Menge in ähnlicher Art, 
wie diejenige des oberen Limes beweisen. Der obere (bzw. untere) Limes erscheint 
in diesem Zusammenhänge als obere (bzw. untere) Grenze der Häufungszahlen, die 
dann allemal selbst eine Häufungszahl, also ein reales Maximum (bzw. Minimum) 
für die Menge der Häufungszahlen sein muß. 



g AbscliDitt I. Kap. 1/ Reelle Veränderliche und Funktionen Nr. 1. 

Tceine weitere Zahl ar'liegt. Die Menge selbst heißt isoliertj wenn sie ausschließ- 
lich aus isolierten Zahlen besteht. (Beispiel: Die Menge Y? • • •> ^ > • • • 

isoliert, da zwischen — ?— r und — , ebenso zwischen und — also im 

V X V ^ V V — 1 

Intervall — d, ^ + dj, falls 8 < , Tceine weitere Zahl der Menge 

liegt.) 

§ 2. Streckenmessung. 

1. Während wir es für zweckmäßig hielten, die Zahlenlehre zur Fern- 
haltung unzulänglich fundierter geometrischer Suggestionen zunächst 
ohne jede Bezugnahme auf Geometrie zu begründen und auszubauen, so 
erweist es sich für den Aufbau und das Verständnis der Funktionenlehre 
als außerordentlich förderlich, unter Beibehaltung der arithmetischen 
Grundlage aller Beweise die geometrische Anschauung und insbesondere 
eine daran anknüpfende durch Kürze und Übersichtlichkeit sich auszeich- 
nende Ausdruchstceise nach Bedarf auszunützen. 

Wir nehmen die geometrischen Grundbegriffe Punkt, Gerade und 
Ebene als etwas Gegebenes an: fUs IdealvorsieUungeny die der räumlichen 
Anschauung entnommen und durch Axiome fest umschrieben sind. Die 
Möglichkeit, arithmetische Beziehungen in geometrische zu übersetzen und 
umgekehrt, beruht dann in letzter Linie auf der Streckenmessung , d. h. 
auf der Verwendung der positiven reellen Zahlen als Maßzahlen von 
„Strecken^^, Dabei gehen wir von folgenden Definitionen aus: 

A. Unter einer Strecke verstehen wir ein begrenztes Stück einer ge- 
raden Linie. Nennt man A und B die Endpunkte der Strecke, so soll 
diese selbst mit AB bezeichnet werden. 

B. Zwei Strecken AB und A'F heißen einander gleich, wenn sie kon- 
gruent sind, d. h. durch Aufeinanderlegen zur Deckung gebracht werden 
können Wir schreiben in diesem Falle: 

AÜ^Älr, 

Von zwei ungleichen Strecken AB, A'J3'*heißt die erstere die Ideinere, 
wenn sie einer Teilstrecke der anderen gleich ist; die letztere heißt dann 
die größere. In Zeichen: 

AB < ÄE' oder auch: J'B' > AB. 

C. Unter der Summe zweier Strecken AB und AH verstehen wir 
diejenige Strecke, welche durch V^erlängerung der einen Strecke um eine 
der anderen gleiche entsteht. Aus dieser Definition läßt sich rekursorisch 
diejenige für die Summe beliebig vider Strecken herleiten. Dabei erscheint 



Nr. 2. 


§ 2. StreckenmesBung. 


9 


es schon für die Summe zweier Strecken wesentlich nachzuweisen^ daß 
das Endresultat von der Anordnung der einzelnen „Summanden" unab- 
hängige die fragliche Operation also kommutativ ist. Dies kann in der 
Weise geschehen, daß man zunächst die Richtigkeit der Beziehung: 

der Anschauung entnimmt (indem man die eine der beiden etwa hori- 
zontal zu denkenden Streckensummen um einen Winkel von 180® dreht 
und mit der anderen zur Deckung bringt), sodann analog wie bei der 
Addition der natürlichen Zahlen (vgl. Ij, § 3, Nr. 6, S. 22/4) durch voll- 
ständige Induktion das betreffende Ergebnis auf eine beliebige Anzahl 
von Summanden überträgt. Ein anderer Weg wird sich weiter unten 
noch ergeben (s. Nr. 6 am Ende). 

2. Um Strecken messen und auf Grund der Messung miteinander ver- 
gleichen zu können, bedarf es zunächst der Festsetzung einer Maßeinheit. 
Um die Anschauung zu fixieren, denken wir uns einen von irgendeinem 
Anfangspunkte 0 (dem „NuUpunkt") horizontal sich unbegrenzt nach 
rechts erstreckenden Halbstrahl und wählen eine Teilstrecke ® = OJK 
als Einheitsstrecke beliebig aus. Ihr ordnen wir also die Maßzahl 1 zn 
und gehen sodann darauf aus, jeder Strecke eine bestimmte positive Zahl 
als Maßzahl auf Grund der folgenden zwei Festsetzungen zuzuordnen. 

1. Gleichen Strecken kommt dieselbe Maßzahl zu. 

II. Die Maßzahl einer Streckensumme soll gleich sein der Summe der 
Maßzahlen für die summierten Strecken. 

Es wird sich zeigen, daß auf Grund dieser Festsetzungen jeder Strecke 
eine und nur eine positive Zahl als Maßzahl zukommt. 

Zunächst folgt, sofern die obigen Forderungen überhaupt erfüllbar 
sind, aus II: 

III. Der größeren zweier Strecken kommt auch die größere Maßzahl 
zu, der kleineren die kleinere^ und umgekehrt gehört zu der größe- 
ren Maßzahl auch die größere Strecke, zu der kleineren die kleinere, 
schließlich also zu gleichen Maßzahlen auch gleiche Strecken. 

Wird jetzt nach Annahme einer natürlichen Zahl m auf jener Ge- 
raden vom Punkte 0 anfangend die Einheitsstrecke @ mmal abgetragen, 
BO entsteht eine etwa mit OM zu bezeichnende Strecke, welcher auf 
Grund der Festsetzung II die Maßzahl m ziizuordnen ist, was wir durch 
die Schreibweise ausdrücken wollen: 

I 1 2 m 

(1) 01/ = ® + ® + ••• + e = we.‘) 

1) Dabei ist als eine „benannte Zahl“, mcht etwa als ein „Produkt“ der 
beiden „Faktoren“ m und ® anzubehen 
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Zerlegt man andererseits die Einheitsstrecke @ in eine beliebige An- 
zahl — etwa n — gleicher Teilstrecken (was bekanntlich mit Hilfe einer 
einfachen geometrischen Konstruktion ausführbar ist), so müssen die nach 
I einander ghith zu setzenden Maßeahlen dieser Teilstrecken nach II die 
Summe 1 liefern, so daß also jeder einzelnen dieser Maßzahlen der Wert 
beizulegeii ist und demgemäß jede der betreffenden Teilstrecken mit 

@ bezeichnet werden mag.') 

Faßt man sodann m solche Teilstrecken zu einer einzigen Strecke 

OA zusammen, so kommt dieser wiederum nach II die Summe der m 
gleichen Maßzahlen , also die Zahl ^ als Maßzahl zu, in Zeichen: 

(2) OÄ = @ wo: 1 / = — eine rationale Zahl. 

Man erkennt leicht, daß diese Maßzahl in Wahrheit lediglich von der 
rationalen Zahl i/, nicht aber von den einzelnen zur Darstellung benützten 
ganzen Zahlen m und n abhängt. Denn nimmt man etwa m und n als 
relativ prim an und ersetzt v — durch: v =« — (wo q eine natürliche 

Zahl), so würde nach dem Gesagten die Maßzahl ^ zu derjenigen Strecke 
gehören, welche entsteht, wenn man die Einheitsstrecke in nq gleiche 
Teilstrecken zerlegt und mq solche Teilstrecken zu einer einzigen Strecke 
vereinigt. Diese letztere muß aber der zuvor gewonnenen gleich sein. 
Denn, faßt man zunächst q jener Teilstrecken zusammen, so resultiert 
eine Strecke mit der Maßzahl ^ ^ , also — , so daß durch weitere Zu- 

sammenfassung von 7n Strecken dieser Art wieder eine Strecke mit der Maß- 
zahl also nach III eine der oben genannten gleiche zum Vorschein kommt 
Da die zuvor mit m, n bezeichneten natürlichen Zahlen ganz beliebig 
gewählt werden können, so gibt es zu jeder positiven rationalen Zahl v 
auch eine Sireche mit der Maßzahl v (bzw. deren unendlich viele mit 
jener einen kongruente), die wir, wie bereits oben in Gl. (2) geschehen, 
mit bezeichnen. 

Hat man nun zwei solche rationale Strecken, etwa: 

(3) 04-”®, 

' / n ^ n 

und bringt sie auf die Form: 

(4) = 

1) Vgl die vorige Fußnote 
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SO zeigt sich, daß OÄ und OA' als gemeinsame Vielfache der Strecke 
@ darstellbar sind. Sie besitzen also mindestens^) das gemeinsame 

Maß - ^ @ und heißen deshalb kommensurabel. 

' nn 

Rationale Strecken sind also mit der Einheitsstrecke und unter sich 
kommensurabel. 

Definiert man ferner im Anschluß an Gl. (4) das Verhältnis der 
Strecken 0-4, OÄ durch die Beziehung: 

0-4 : 0-4' = mn : m'n 

m ni 
n ' yi 

so folgt: Rationale Strecken verhalten sich wie ihre Maßzählen. 

Des weiteren ergibt sich aus (4): 

(nn) OA =» (nn) OÄ = 

und daher 

(6) ÖA + 0~A - @ ®, 

^ nn \n n ) ^ 

d. h. die Maßzähl der Summe zweier rationaler Strecken ist (in Überein- 
stimmung mit der Forderung II) gleich der Summe ihrer Maßzahlen. 

3. Es gibt aber auch Strecken^ denen nachweislich keine rationale 
Maßzahl zukommt. Das einfachste, schon Euklid bekannte Beispiel einer 
solchen Strecke gewinnt man in folgender Weise. Es sei ABC ein bei 
A rechtwinkliges gleichschenkliges Dreieck mit den Katheten AB=s ^ 0« ®. 
Wird von A aus eine Senkrechte AD auf die Hypotenuse gefäUt, so ent- 
stehen zwei dem ursprünglichen ähnliche Dreiecke und man findet daher 
unter der Annahme, daß BC, also auch BD eine rationale Maßzahl be- 
sitzt*): 

t — f , — I I — ^ I 1 

AB.BD^BC-.AB. 

1) Dieses „mindestens*' soll ausdrücken, daß es eventuell ein größeres ge- 
meinsames Maß geben kann, wenn nämlich n und n einen gemeinsamen Teiler 
besitzen, in welchem Falle dann nn durch das kleinste gemeinsame Multiplum 
von n und n ersetzt werden kann. 

2) Wir vermeiden absichtlich den scheinbar etwas näher liegenden Weg über 
den Pythagorähehen Lehrsatz : 

Quadrat über C ~ Zweifaches des Quadrats über AB^ 

da die Anwendung dieser Aussage auf den vorliegenden Zweck einen Exkurs über 
Flächenmessung erfordern, also in Wahrheit einen Umweg bedeuten würde. 


( 5 ) 
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Bezeichnet man die eine mit x. also die andere mit f , so würde aus der 
obigen Proportion mit Benützung der Beziehung (5) folgen: 

1: 2 =a;:l, 

also: 

C7) 

eine Gleichung, welche durch kein rationales x befriedigt wird.^) 

Die Strecke BG (also die Diagonale des Quadrats mit der Seite @) 
besitzt somit keine rationale Maßzahl. Da sodann auf Grund der Fest- 
setzung II auch kein aliquoter Teil und kein ganzes Vielfaches von BC 
eine rationale Maßzahl haben kann, so zeigt sich, daß schon die Existenz 
jener einen äußerst speziellen nicht-rationalen Strecke diejenige unendlich 
vieler gleichgearteter nach sich zieht, darunter insbesondere solche, die 
sich untereinander beliebig wenig unterscheiden. 

Es liegt offenbar nahe, der fraglichen Strecke im Anschluß an die 
Beziehung (7) die irrationale Maßzahl ]/2 beizulegen Es soll nun ge- 
zeigt werden, in welcher Weise dies vollkommen zu rechtfertigen bzw. 
entsprechend zu verallgemeinern ist 

4. Es bedeute jetzt OP eine Teilstrecke der in Nr. 2 unseren Be- 
trachtungen zugrunde gelegten Geraden, die beliebig weit über die Ein- 
heitsstrecke hinausragt. Dann besagt zunächst das sogenannte Archime- 
dische Axiom, daß man von 0 beginnend durch Aneinanderreihung einer 
hinlänglichen Anzahl von Einheitsstrecken schließlich dazu gelangen muß, 
die Strecke OP zu erreichen bzw. zu übertreflfen. Schließt man den 
ersteren, eine Beziehung von der Form OP == ergebenden Fall als 
bereits erledigt von der weiteren Betrachtung aus, so muß eine Strecke 
OJf*= m@ existieren, derart daß: 

(8) m ® < OP < (m + 1) 6. 

1) Vgl. Ij, § 21, Nr. 1 (S 121). Oder auch nach dem Vorgänge von Euklid 
folgendermaßen* Angenommen, man hätte 



wo p und q als relativ prim vorausgesetzt werden können, so würde aus Gl. (7) 
folgen : 

p*^2q\ 

sodaß p jedenfalls gerade sein müßte, etwa p^2t und daher, 
d. h q gleichfalls gerade^ was der Voraussetzung widerspricht. 
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! 1 

Die Maßzahl von OP setzt sich dann auf Grund der Festsetzung II zu- 
sammen aus der natürlichen Zahl m und der noch zu bestimmenden Maß- 
zahl der Strecke MP bzw. einer damit Tcongruenten Strecke OA < OE, 
Es besteht dann zunächst die Möglichkeit, daß für irgendein bestimmtes 
ganzzahliges n: 


OÄ^ 


n 




wo auch eine (positive) ganze Zahl bedeutet. Wird auch dieser PaU 
als bereits erledigt ausgeschlossen, so muß zu jedem ganzzahligen 
eine ganze Zahl < v existieren^) derart, daß: 


(9) 


a. 




und daher, wenn die der Strecke OÄ zuzuordnende Maßzahl vorläufig 
mit X bezeichnet wird: 

(lOa) (V = 2,3,4,...). 


Da sodann für jedes p =» 1, 2, 3, . . . auch; 

(lOb) 

p V -f- p 

SO ergibt sich, wenn man die äußeren Glieder dieser beiden doppelten 
Ungleichungen kreuzweise kombiniert: 

+ also: ^ 

V V-\-Q ^ V + e V V + e 


“’'±? ^ 




also: + 

V 4" e ^ 


und somit (für jedes p = 1, 2, 3, . . .) schließlich: 


(11) 


+ e I 


d. h. die Zahlenfolge ist eine konvergente, besitzt also einen bestimm- 
ten (positiven) Grenzwert, etwa: 

(12) lim — == a. 

' r-^oo V 


1) Für eine Anzahl von Anfangswerten v kann ~ 0 sein , doch muß von 
einer gewissen Stelle ab jedenfalls ausfallen, da zwischen den Punkten 0 

und A die Endpunkte unendlich vieler rationaler Strecken liegen Aus analogem 

Grunde muß von einer gewissen Stelle ab <C 1 ausfallen, während für eine 


gewisse Anzahl von Anfangswerten 




1 sein kann. 
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Es gibt also eine und nur eine bestimmte Zahl rc = «, welche für jedes 
1 / > 2 der doppelten Ungleichung (10a) genügt. Diese Zahl muß eine 

irrationale sein. Wäre sie nämlich rational, etwa a = , so müßte ja 

bei dem zugrunde liegenden Verfahren für r = n an Stelle der Unglei- 
chung (10a), nämlich: 


n ^ 


die Gleichung: 


X « 


in 

n 


und somit an SteDe Ton (9) die folgende: 


11 

erscheinen, was der Voraussetzung widerspricht. 

Diese einzige der unbegrenzten Folge der Ungleichungen (10a) ge- 
nügende, irrationale Zahl a ordnen wir der Strecke OA als MaßzcM 
zu, bezeichnen sie demgemäß als irrationale Strecken und schreiben analog 
wie in (1) und (2): 


(13) 


Oä = a@. 


Die Vergleichung der Ungleichungen (9) und (lOa) zeigt, daß durch 
diese Festsetzung der oben mit I bezeichneten Forderung genügt wird 

Ta n , _L 

5. Es verdient bemerkt zu werden, daß zwar die Intervalle ’ - — , 

L V ^ V J' 

welche sämtlich die Zahl rr == a im Innern enthalten, mit wachsendem v 
beständig kleiner ^nämlich gleich werden, daß aber keineswegs das 


ra. 


V 


fällt, vielmehr 


+ 1 4 - 1 ^ ”1 

— in das Innere von | 
v+l v + \ J Iv 

stets auf der einen oder anderen Seite darüber hinausragt', mit anderen 
Worten, daß keineswegs die Folge eine monoton zunehmende, die Folge 
monoton abnehmende ist. Es läßt sich nämlich zeigen, daß 
zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab das Intervall ^ 

nur einen einzigen Bruch mit dem Nenner v l und zwar den Bruch 
im Innern enthält. Man 'hat zunächst wegen <1: 

V + 1 ^ V 

«■(■+.■) 

i; + l 

andererseits, da zum mindesten von einer gewissen Stelle ab auch 


a, 

V 


\ av + 1 
^ v + 1 ^ V ’ 
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tty 1 
V 


t li) = "„fi ^ «jL±i 

V+l V 1 


so daß also, wenn man noch den Bruch ^ in die Betrachtung auf- 
nimmt, die folgende Reihenfolge besteht: 


(14) 


ÄV fl|< dy -j- 1 dv “j~ 1 ö»' -j- 2 


Man hat daher zu setzen: 

dagegen: 


dx> — 1 

«.+ 1 = 0 ., wenn x < , 
o.+i - «. + 1, wenn x > • 


In jedem Falle aber muß, wie oben behauptet wurde, das Intervall 

r ®r + l ^v4-l + ^"1 

auf der einen oder anderen Seite über das Intervall 

Iv+l^ v+1 J 


\^P , " hinausragen. 

Es lassen sich aber leicht auch monotone Folgen rationaler Zahlen 

(wO’ ( welche auf der einen Seite beständig jerw- 

nehmendy auf der anderen beständig abnehmend dem zuvor mit a: =* a be- 

Fa d ”j“ 1~] 

zeichneten Grenzwerte zustreben, so daß also die Intervalle — , — 

^ viv J 


eine Folge ineinander geschachtelter Intervalle von unbegrenzt abnehmen- 
der Ausdehnung bilden. Es geschieht dies am einfachsten mit Hilfe von 
Systembrüchen einer beliebigen Basis h'^2. Läßt man auch hier wieder 
den Fall einer rationalen Maßzahl a als belanglos beiseite*), so ergibt sich 
zunächst ein unbegrenztes üngleichungssystem von der Form: 


(15) + 2,3, ...), 

wenn gesetzt wird: 

(15a) «.=|- + ;v + --- + l: 

(unter Cj, „Ziffern" des 6-Systems, d. h. Zahlen des Intervalls 

[0, 6 — 1] verstanden), und daraus folgt, wenn die unbekannte Maßzahl 


1) Vgl. S 13, Fußn. 8) 

2) Man erhält in diesem Falle einen endlichen Systembruch nur dann, wenn 
d als reduzierter Bruch im Nenner keine anderen Primfaktoren enthält, als b. 
Andernfalls resultiert ein zwar unendlicher, aber periodischer Systembruch. (Vgl 
I,, § 17, S. 98 ff..) 
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von OA vorläufig wieder mit x bezeichnet wird: 

(16) + 
anders geschrieben: 

(17) + \ wo: < 7 ^ - + ■ • • + c^. 

Die Vergleichung der Ungleichung (17) mit der zuvor zur Bestimmung 

von X benutzten Ungleichung (10 a) zeigt, daß die Folgen 

lediglich aus den zuvor betrachteten ^ fi'^i^Ciusgeholrne s'md^) 

(nämlich für die Spezialwerte i; ~ 6^), und daraus wird evident, daß sie 
bei ganz beliebiger Wahl der Basis b immer wieder denselben (irratio- 
nalen) Grenzwert: 

(18) lim ^ — lim — == a 
liefern müssen. 

6. Bezeichnet man mit . . ,, OA^^y . . . die Strecken mit 

den rationalen Maßzahlen Sy, Sj, . . ., 5^, . . so bringt die Beziehung: 

OA = a@, wo a = lini^(| + g + • + 

zum Ausdruck, daß auch die Maßzahl der irrationalen Strecke OA ange- 
sehen werden kann als yjSummef^ (im erweiterten Sinne von „Grenzwert 

1) Diese Schlußfolgerung scheint zu versagen, wenn man den im Text aus- 
geschlossenen Fall in Betracht zieht, daß x sich als rational, und zwar nicht als 
endlicher, sondern als unendlicher periodischer Sjstembruch ergeben würde, wah- 
rend andererseits bei dem zuvor eingeschlagenen Verfahren das System der Un- 
gleichungen (10 a) mit einer Gleichung von der Form 

n 

ahhrechen müßte Dasselbe läßt sich aber auch in diesem Falle in der Form eines 
unbegrenzt fortsetzbaren Systems anschreiben, nämlich: 

(V- 1,2,3, .) 

V V 

mit dem Zusatze, daß das Gleichhettszeicheu dann und nur dann gilt, wenn 
v = kn (Ä;=l,2, 3, . ), und daß: = Die geradeso wie Irüher konver- 
gente Folge enthält dann unendlich oft die Zahl ^ ^nämlich hat 

also auch den Grenzwert Zugleich aber wird, genau wie im Text: ^ 

für v = h‘\ BO daß die Folge wieder als eine aus der Folge heraus- 

gehobene erscheint. 
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der Summe^‘) der Maßzahlen für die unendliche Folge der Teilstrecken 

I — I — I I 1 

0-^1, A^Ag, ... 

Da man ferner der irrationalen Strecke OA vermittels der Folge 
wachsender rationaler Strecken OA^y OA ^, . . ., 0A^^y . . . beliebig nähe 
kommen kann, so kann man auch setzen: 

(19) '0l *=lim bX, 

wenn man dem Zeichen lim die analoge Bedeutung beilegt, wie innerhalb 
der Zahlenlehre, d. h. wenn man den Inhalt der Schreibweise (19) durch 
die Aussage erklärt, daß der Unterschied von OA und 0-4^, durch hin- 
längliche Vergrößerung von /i bdiebig Mein gemacht werden kann. Daraus 
folgt dann, daß man mit solchen Grenzwerten nach denselben Regeln 
rechnen kann, wie mit Grenzwerten von Zahlenfolgen. 

Ist nun OA' eine zweite irrationale Strecke mit der Maßzahl 
ä = lim Sf^i und legt man den Bezeichnungen OÄ^^ (ft = 1, 2, 3, . .) die 

/i ->00 

entsprechende Bedeutung bei, wie zuvor den OA^^, so hat man analog: 

(20) ÖA' = hm OÄ' 
und daher 

(21) O 'a + ~0Ä' = hm OA^ + hm 0A[, = hm {OAi + ÖA',) , 

also, wenn man jetzt die Maßzahl der Streclensumme OA + OA' mit S 
bezeichnet: 

(22) S® = lini(5«® + s;@) 

== lim {Sf, + Sf,) 6 (s. Nr. 2 am Ende) 

=*= (a + a') @ , 

d. h. schließlich: 

(23) S = a -j- a , 

in Worten; Auch die Maßsahl der Summe zweier irrationaler Strecken ist 
gleich der Summe der Maßzahlen der beiden Einzelstrecken, 

Das analoge Resultat hätte sich, wie leicht ersichtlich, auch ergeben, 
wenn man für OA' eine rationale Strecke genommen hätte. Und da die 
angewandte Schlußweise sich ohne weiteres auf eine beliebige Anzahl 
von Strecken übei tragen läßt, so gilt allgemein: 

Die Maßzahl für die Summe beliebig vieler Strecken (gleich' 
gültig ob rational oder irrational) ist gleich der Summe der Maß- 
zahlen für die Einzelstrecken, 
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Aus der K(mmuUiiivität der Maßzahlensumme ergibt sieb dann allgemein 
diejenige der Streckensumme. 

Zugleich folgt schließlich^ daß durch die Festsetzung (13) auch die 
Forderungen 11 und III befriedigt werden. 


§ 3. Umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den reellen Zahlen 
und den Punkten einer Geraden. — Can tor-Dedekindsches Axiom 
(Stetigkeitsaxiom). -- Lineare Punktmengen. — Dedekindscher 
Schnitt und Irrationalzahltheorie. 

1. Auf einer nach beiden Seiten unbegrenzten, etwa horizontal zu 
denkenden Geraden werde ein beliebiger Punkt als „NtdlpunJä^^ fixiert. Er 
werde mit der Ziffer 0 und ein anderer etwa rechts daron beliebig aus- 
gewählter Punkt mit 1 bezeichnet: auf diese Weise werde dem ersten 
dieser Punkte die Zahl 0, dem ßweiten die Zahl 1 ,yeugeordnet^‘. Wird 

dann die Strecke 0 1 zur Maßeinheiisstrecke (£ gemacht und ist a die 
Maßeahi irgendeiner vom Anfangspunkte 0 aus nach rechts yerlaufenden 
Strecke, so werde dem Endpunkte die Zahl a eugeardnety er selbst ge- 
wissermaßen mit der Zahl a helegt und demgemäß auch mit a bezeichnet. 

Wird sodann gesetzt: 

(1) a' ^ — a 

und vom Nullpunkte aus nach links eine der Strecke Öa gleiche Strecke 
abgetragen, so soll deren Endpunkt mit a bezeichnet und ihm auf diese 
Weise die Zahl a^ d. h. nach Gl. (1) die negative Zahl (— a\ zt^geordnel 
werden. Da jeder beliebige rechts vom Nullpunkte gelegene Punict der 
Geraden die Rolle des zuvor mit a bezeichneten, jeder links gelegene die 
Rolle des mit a' bezeichneten übernehmen kann, so läßt sich auf diese 
Weise jedem bdiebiqen Punkte der Geraden eine und nur eine bestimmte 
reelle Zahl zuordnen, wobei dann verschiedenen Punkten stets auch ver- 
schiedene Zahlen entsprechen und zwar dem mehr rechts gelegenen von 
zwei Punkten die (algebraisch) größere Zahl. Die Belegung der links vom 
Nullpunkte gelegenen Punkte mit den negativen Zahlen bildet das genaue 
Spiegelbild der mit den entsprechenden positiven Zahlen belegten Punkte 
rechts vom Nullpunkt. 

Unter dem Abstand oder der Entfernung irgend zweier (nicht not- 
wendig auf unserer Geraden 'gelegenen) Punkte A und B verstehen wir 

die Maßzahl der sie verbindenden Strecke AB. Wir wollen diese Zahl 
von jetzt ab mit AB bezeichnen, behalten uns indessen vor, geradeso, 
wie wir für Punkt und zugeordnete Zahl denselben Buchstaben verwen- 
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den, nach Bedarf auch die nach der Maßeinheit gemessene Strecke gleich- 
falls mit AB zvL bezeichnen.^) 

Hiernach ist insbesondere: 

Oa » a » |a|, Oa *= |a'|, 

also, wenn 6 einen ganz beliebigen (d. h. rechts oder links von 0 ge- 
legenen) Punkt der Geraden bezeichnet, in jedem Falle: 

(2) Ö6 = |6,. 

Liegen zwei Punkte h und c auf dersdhen Seite des Nullpunktes, haben 
also die Zahlen h und c gleiches Vorzeichen und ist h der dem Null- 
punkte näher gelegene Punkt, also |&| <C |c|, so hat man: 

6c == Oc — Ofe, 

somit nach Gl. (2): 

6c = |cj — |6| 

=*• |c — 6| (da 6, c gleiches Vorzeichen haben). 

Liegen dagegen 6 und c auf verschiedenen Seiten des Nullpunktes, etwa 
6 auf der linken^ so daß also die Zahl 6 < 0, c > 0, so findet man: 

6c»60 + Oc— |6| + c 

= c — 6 (wegen 6<0) 

= \c-h\, 

SO daß sich schließlich für den Abstand der Punkte 6 und c in jedem 
Palle ergibt: 

(3) 6c |c — 6| (oder auch: |6 — c|). 

2. Aus dem Umstande, daß nunmehr jedem Punkte der Geraden eine 
bestimmte Zahl zugeordnet werden konnte, erwächst sofort die Frage, 
ob auch umgekehrt jeder beliebig angenommenen Zahl a ein bestimmter 
Punkt der Geraden entspricht. Daß dies in gewissem Umfange wirklich der 

Fall ist, zeigt sich zunächst, wenn a eine rationale Zahl, etwa ist, da 
ja in diesem Falle die Strecke und somit auch der Punkt a — ? kan- 
struierbar ist. Etwas Ähnliches gilt z, B. auch, wenn a eine Irrational- 
zahl von der Form ist. Denn setzt man vorläufig: — Xy also: 

1) Wir gebrauchen demgemäß den Ausdruck Strecke in der doppelten Be- 
deutung eines bestimmten Geradenstücks sowie der Maßeahl dieses Geradenstflcks. 
Welche dieser beiden Bedeutungen dem Worte beizulegen ist, geht aus dem Zu- 
sammenhänge stets deutlich heivor. 

2 * 



20 


Abschnitt 1. Kap. I. Beeile Veränderliche und Funktionen. 


Nr. 2. 


X* ^ • m, so findet man: 

n ^ 


SO daB also die Strecke o;®, 


d. h. ^ ^ @ als geometrisches Mittel zwi- 


schen ^ @ und m(S vermittels einer bekannten geometrischen Konstruk- 
tion hergesteUt werden kann, der Punkt j/— auf unserer Geraden also 
wieder konstruierbar ist. 


Etwas Analoges gilt zwar auch noch für alle solchen (algebraischen) 
Zahlen, die sich in letzter Linie auf Quadratwurzeln zurückführen lassen, 
aber nicht mehr für eine leliebige (algebraische oder transzendente) Ir- 

rattonalmhl ^z. B. c, Wird nämlich unter a eine solche „belie- 
bige'' Irrationalzahl verstanden, so steht nur so viel fest, daß sie sich in beliebig 
enge rationale Grenzen {a^<a<b^, für v=0, 1, 2, . .., statt: Im (6y—ay)=*0) 

einschließen läßt Den Zahlenpaaren (a^, entsprechen dann Punkte- 
paare (a^fb^), welche den präsumtiven „Punkt^^ a beliebig eng umschließen 
müßten, vorausgesetzt, daß ein solcher überhaupt existiert. Aber gerade 
die Existenz eines solchen Punktes kann nicht als etwas a priori fest- 
stehendes angesehen, vielmehr, wie wohl zuerst Georg Cantor hervor- 
gehoben hat, nur durch eine besondere Festsetzung, ein neu einzuführen- 
des Axiom, erzwungen werden, dem man nach dem Vorgänge von Richard 
Pedekind die folgende Form geben kann: 

a) Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von der 
Art, daß jeder Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkt 
der zweiten Klasse liegt, so existiert ein und nur ein Punkt, 
welcher diese Einteilung aller Punkte in zwei Klassen, diese Zer- 
schneidung der Geraden in zwei Stücke hervorbringt. 

Die vermittels dieser Festsetzung scharf und faßlich charakterisierte 
vollkommene „Lückenlosigkeif^ der als Punktreihe aufgefaßten geraden 
Linie wird als deren Stetigkeit, jene Festsetzung infolgedessen auch als 
Stetigkeitsaxiom bezeichnet. Man kann diesem letzteren auch die folgende 
für gewisse Beweisformen etwas vorteilhaftere Fassung geben, in welcher es 
neuerdings als Axiom der Intervailschachteiung bezeichnet zu werden pflegt: 

b) Hai man eine unbegrenzte Folge von Strecken: A.^B^, 

A^B^, . . ., . . . von der Beschaffenheit, daß eine jede, cdh 

gesehen von der ersten, der vorangehenden eds Teilstrecke angehört, 
und daß die Längen A^B^ für i/ — ► oo der Null zustreben, so 
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gibt es einen und nur einen Punkt, der allen diesen Strecken 
angehört}) 

3. Bei der Formulierung a) des fraglichen Axioms wird möglichster 
AUgemeinheit zuliebe von irgendwelchen metrischen Beziehungen^ d. h. 
von der Möglichkeit^ Punkte einer Geraden irgendwie auf Grund einer 
Messung zu charakterisieren, kein Gebrauch gemacht.*) Läßt man diesen 
Gesichtspunkt fallen, so genügt es zur Erreichung des von uns in Aus- 
sicht genommenen Zweckes, jeder beliebigen einen bestimmten Punkt 
als geometrisches Abbild zu sichern, wenn man die oben unter a) oder 
b) aufgestellten Forderungen lediglich für die Einteilung aller (begriff- 
lich ja von vornherein auf der Einführung einer Messung beruhenden) 
rationalen Punkte bzw. für die von rationalen Punkten begrenzten Strecken 
in Anspruch nimmt, also die Fassung a) dahin abändert, daß man sagt: 
„Zerfallen alle rationalen Punkte der Geraden in zwei Klassen usf.‘^ und 
analog in b) unter ausschließlich rationale Punkte versteht. In 

der Tat läßt sich zeigen, daß auch bei dieser Herabminderung der obigen 
Forderungen jeder beliebigen Irrationalzahl ein bestimmter Punkt ent- 
spricht. 

Ist nämlich a eine ganz beliebige (positive oder negative) Irrationah 
zahl, so läßt sich ganz analog, wie dies in § 2, Nr. 4 durch geführt wurde, 
ein unbegrenztes System von Ungleichungen der folgenden Form her- 
stellen : 


( 4 ) 


-^<a 


V + ^ 

V 


(»- = 1,2,3,...), 


WO die a^ eindeutig bestimmte ganze Zahlen bedeuten (die nur jetzt nicht 
mehr, wie a. a. 0. Ungl. (10a), dem Intervall 0 ^ < v anzugehören 

brauchen). Durch die dem Ungleichungssystem (4) genügende Irrational- 
zahl a werden dann offenbar alle möglichen rationalen Zahlen (wo: 

m ^ 0, M > 0) in zwei getrennte Klassen zerlegt, derart, daß jede Zahl 

der einen Klasse kleiner ist als jede Zahl der anderen, da ja entweder 

— ^ ~ oder - ^ sein muß. Andererseits zerfallen auch alle ratio- 

n — n n — n 

nalen Punkte auf diese Weise in zwei Klassen, derart, daß jeder Punkt 
der einen Klasse links von jedem Punkt der anderen liegt, und es gibt 
daher auf Grund des modifizierten Stetigkeitsaxioms a) einen bestimmten 
Punkt a, welcher diese Zerschneidung hervorbringt, der dann als das geo- 
metrische Abbild der (als Maßzahl der Strecke Öa) mit a bezeichneten 
Zahl anzusehen ist. 

1) Man pflegt dies auch so auszusprechen : Die ineinandergeschachteltcn Inter- 
valle A^By konvergieren gegen einen bestimmten Punkt {„GrenspunkV^ 

2) Bei der Fassung b) wird bereits der Begriff der Lange benutzt. 
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Zu dem gleichen Ergebnis gelangt man, wenn man im Hinblick auf 
die modifizierte Fassung b) des Stetigkeitsaxioms von der Darstellung 
der Zahl a durch einen unendlichen Systembruch Im ausgeht. An die 

Stelle des Uugleichungssystems (4) tritt dann ein solches yon der Form: 

(5) s.<a<s. + ^ (v-1,2,3,..,), 

und der Folge der Zahlenintervalle entspricht alsdann eine 

Folge ineinanderliegender Strecken (Punktintervalle) von der beständig 
abnehmenden Länge mit einem bestimmten allen Strecken gemein- 
samen Punkt {yjGrenzpunkt^^') als Büdpunkt der Zahl a, 

4. Nach dem Gesagten besteht jetzt eine umkehrbar eindeutige Be- 
ziehung zwischen der Menge der reellen Zahlen und den Punkten einer 
(nach beiden Seiten unbegrenzten) Geraden, die wir hiernach als Zahlen- 
linie bezeichnen. Und zwar zeigt sich, daß die Menge der reellen Zahlen 
auf Grund unserer Definitionen diejenige Art von Stetigkeit (= Lückert 
losigkeit) besitzt, wie sie der Geraden durch das Axiom a) zugeteilt wurde. 
Wir bezeichnen daher die Menge der reellen Zahlen gleichfalls als stetig, 
auch als (reelles) Zahlenkontinuum, 

Infolge der vollkommenen Korrespondenz zwischen den redlen Zahlen 
und den Punkten einer Geraden werden wir, analog wie wir bereits in 
Nr. 1 dieses Paragraphen Punkte und zugeordnete Zahlen mit dem näm- 
lichen Buchstaben bezeichnet haben, die Bezeichnungen Zahl und Punkt, 
Zahlenmefige und Punktmenge (im folgenden zunächst ausschließlich im 
Sinne von redle Zahlenmenge bzw. lineare Punktmenge, d. h. Punktmenge 
auf einer Geraden) als äquivalent gebrauchen, derart, daß jede Aussage 
über Beziehungen zwischen Punkten ohne weiteres als eine solche über 
entsprechende ^aAZenbeziehungen gedeutet werden kann und umgekehrt. 

Hiernach bedarf es keiner weiteren Erläuterung, was darunter zu 
verstehen ist, wenn wir im Abschluß an die in § 1 gegebene Termino- 
logie von Häufungspunkten und der abgeleiteten Menge oder Ableitung 
einer (liBtaren) Punktmenge sprechen, und wenn wir die letztere als be- 
schränkt, abgeschlossen, in sich dicht, perfekt, in einem Intervall üb^all dicht 
oder isoliert bezeichnen. Und wenn wir in Zukunft zur Erzielung größerer 
Anschaulichkeit, meist auch größerer Kürze uns häufig geometrischer Aus- 
drucksweise bedienen werden, so handelt es sich dabei nur um eine äußer- 
liche Form, durch welche die arithmetische Zuverlässigkeit der in Frage 
kommenden Schlußfolgerungen keine Einbuße erleidet. Ein einfaches 
Beispiel möge zunächst den Inhalt dieser Bemerkung verdeutlichen. 
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5. Angenommen, es solle bewiesen werden, daB jede heschränkte tm- 
endliche ZoMenmenge [x'] mindestens eine bestimmte Häufungsmhl be- 
sitzt, so stebt es Yon Yomherein frei, diese Behauptung so auszusprechen, 
daß jeder beschränkten unendlichen Punktmenge [x'] mindestens ein (im 
Endlichen gelegener) Häufungspunkt zukomme, was dann folgendermaßen 
bewiesen werden kann. 

Infolge der Beschränktheit der Punktmenge gibt es einen Punkt a 
und redits dayon einen Punkt b, derart, daß alle x im Innern der Strecke 
(des Punktinteryalls) ab liegen. Durch Halbierung zerfallt dieselbe in 
zwei Teilstrecken, Ton denen mindestens eine unendlich viele x enthalten 
muß. Mit dieser eifien oder, wenn beide Teilstrecken unendlich viele of 
enthalten sollten, etwa mit der erekn der beiden verfahren wir ebenso usf. 
Jede bei Fortsetzung dieses Verfahrens zur weiteren Behandlung heraus- 
gehobene Teilstrecke bildet einen Bestandteil (nämlich die Hälfte) der 
unmittelbar vorangehenden, es entsteht also auf diese Weise eine unbe- 
grenzt fortsetzbare Folge ineinander geschachtelter Intervalle von unbe- 
grenzt abnehmender Länge, die auf Grund des Stetigkeitsaxioms gegen 
einen bestimmten Punkt h konvergieren: dieser ist dann der fragliche 
Häufungspunkt j die Zahl h also die entsprechende Häufungseahl, Denn 
wird eine Strecke d bdid>ig klein angenommen, so müssen in das Inter- 
vall (% — d, A -f- d) zum mindesten alle diejenigen gegen den Punkt h 
konvergierenden Teilstrecken hineinfallen, welche bereits den Eleinheits- 
grad d erreicht haben und die andererseits unendlich viele x enthalten. 

Dieser Beweis ist nun trotz seiner geometrischen Fassung und der 
hieraus erwachsenen Notwendigkeit, sich auf das Stetigkeitsaxiom zu 
stützen, für die Existenz der Häufungssahl h vollständig bindend. Denn 
das dabei benützte geometrische Stetigkeitsaxiom scheidet sofort aus, wenn 
man das beschriebene Einschließungsverfahren folgendermaßen 

in die Sprache der Arithmetik übersetzt. 

Jeder Punkt bzw. jede Zahl des IntervaUs [a, b] läßt sich in die 
Form setzen: a -f- (6 — a) wo: 0 ^ ^ 1. Die bei dem obigen Hal- 

bierungsverfahren sukzessive ausgewählten Intervalle haben daher die 
Form: 

[a + (J-.)(|+^). «+(S_.)(| + 5li-i)]„f, 

WO C|, . je eine bestimmte der beiden Zahlen 0 und 1 vorstellen, 

allgemein: 

[o + (6-o)s,, a + (6-o)(s, + p)], 
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wo (analog wie bei dem Beweise in § 1, Nr. 2, S. 1/3) einen unbegrenzt 
fortsetzbaren dyadischen Bruch bedeutet. An die Stelle des axiomatisch 
eingeführten Punktes h tritt dann die in unserem Zahlenyorrat auf ßrund 
gegebener Definitionen sicher vorhandene Zahl: 

A *= a + (6 — a) • lim . 

‘»'->00 

Es bedarf hiernach weiterhin keiner besonderen Rechtfertigung, wenn 
wir uns auch in Zukunft nach Bedarf einer analogen geometrischen Ein- 
kleidung der Beweisführung bedienen werden. 

6. Wir haben im ersten Bande dieser Vorlesungen (Ij, § 23, 24) die 
Irrationalzahlen nach der Jfi^ay-Cawforschen Methode vermittels kon- 
vergenter Zahlenfolgen (mit besonderer Bevorzugung der als unendliche 
Systembrüche bezeichneten Gattung) definiert. Bei der hier durchge- 
führten Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Korrespondenz zwischen 
den Punkten einer Geraden und den reellen Zahlen zeigte sich zunächst, 
daß es auf Grund des Prinzips der Streckenmessung möglich ist, jedem 
Punkte der Geraden eine bestimmte Zahl zuzuordnen, während die um- 
gekehrte Aufgabe eine an den Punkt »^orrat einer Graden zu stellende For- 
derung erheischte, welche mit Hilfe des Stettgkeüsaxioms befriedigt wurde. 

Dedekind hat nun bei der Einführung der Irrationalzahlen genau 
den umgekehrten Weg eingeschlagen, indem er das bei seiner Fassung 
des Stetigkeitsaxioms zugrunde liegende Prinzip, die Punkte einer Gerade 
in zwei aneinander stoßende Klassen zu zerlegen, seines geometrischen 
Charakters entkleidete und zur Definition der Irrationalzahlen benützte. 
Es wird dabei ausgegangen von der Menge rationalen Zahlen und einer 
Zerlegung derselben in zwei Klassen, die mit { a } und { h } bezeichnet wer- 
den mögen und die dadurch charakterisiert sind, daß jede Zahl der ersten 
Klasse kleiner sein soll, als jede Zahl der zweiten Klasse, daß also durch- 
weg a<ib. Eine solche Einteilung wird nach Dedekinds Vorgänge als 
Schnitt bezeichnet und mag durch das Symbol (a | b) dargestellt werden. 
Letzteres soll dann gleichzeitig zur Bezeichnung derjenigen Zahl dienen, 
welche in einem sogleich näher zu erklärendem Sinne diesen Schnitt er- 
zeugt. Es kann nämlich zunächst der Fall eintreten, daß die Klasse {a} 
ein reales Maximum ä (eine letzte Zahl! oder die Klasse {6} ein reales 
Minimum b (eine erste Zahl) besitzt. Ein gleichzeitiges Eintreten beider 
Eventualitäten ist offenbar unmöglich. Denn da auf Grund der Forderung 
a <Z b auch ä < 6 sein müßte, sö würden zwischen ä und b noch unend- 
lich viele rationale Zahlen liegen, die dann keiner der beiden Klassen an- 
gehörten Im übrigen sind die beiden genannten Möglichkeiten insofern 
prinzipiell kaum verschieden, als man die eine ohne weiteres auch in die 
andere überführen kann. Hat z. B. die Klasse { a } das reale Maximum a, 
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BO würde durch die Loslösung von ä und Zuteilung zur Klasse { 6 } die Zahl 
ä nunmehr als reales Minimum h von {6} erscheinen — vice versa. Wir 
wollen dann sagen, der Schnitt (aji) werde durch die Zahl ä bzw. (die 
mit ihr identische) 6 erzeugt und bezeichnen ä bzw. h als die zu der vor- 
liegenden Klasseneinteilung zugehörige Schnittzahl j also mit Benützung 
der oben angekündigten Schreibweise: 

(a I 6) =* ä bzw. (a | fc) == h. 

Da offenbar jede rationale Zahl dazu dienen kann^ einen Schnitt hervor- 
zubringen, so steht es frei, jede beliebige rationale Zahl als Schnittzahl 
aufzufassen, die Menge der rationalen Zahlen unter den Begriff Schnitt- 
zahlen zu subsumieren Nun gibt es aber auch (unendlich viele) Schnitte, 
denen keine rationale Schnittzahl entspricht. Versteht man z. B. unter der 
Klasse {a} alle diejenigen rationalen Zahlen, welche der Forderung a*<2 
genügen, unter { h } diejenigen, für welche > 2, so ist (a h) ein Schnitt 
in dem oben definierten Sinne. Denn aus a® < 2 < folgt mit Sicher- 
heit, daß a <h. Andererseits muß jede rationale Zahl x einer der beiden 
Bedingungen a;* < 2 oder a;* > 2 genügen, also entweder der Klasse { a } 
oder der Klasse {6} angehören. Dagegen gibt es keine rationale Zahl x, 
für welche a;* == 2 ist, also keine rationale Schnittzahl (a | fc) Wir schaffen 
alsdann in diesem und jedem analogen Falle eine neue Schnittzahl , also 
„Irrationalzahl*^ (a | ft), deren Definition darin besteht, daß sie die Tren- 
nung der rationalen Zahlen in die beiden genau umschriebenen Klassen 
{a} und {6} hervorbringt. Damit diese Definition in dem vorliegenden 
Zusammenhänge wirklich brauchbar ist, muß gezeigt werden, daß auf 
Grund derselben jeder Schnittzahl (a | V) in deren Gesamtmenge (welche 
ja, wie oben bemerkt, auch die Menge der rationalen Zahlen enthält) ein 
bestimmter Platz zukommt; daß die Menge der Schnittzahlen ein Konti- 
nuum bildet {stetig == lückenlos ist), d. h. daß auch zu jedem Schnitte, 
welcher die Menge aller Schnittzahlen in zwei Klassen zerlegt, stets eine 
ihn erzeugende Schnittzahl existiert; und daß die vier Spezies (bis auf die 
Division durch Null) eindeutig und ohne Widerspruch gegen die im Ge- 
biete der rationalen Zahlen geltenden Kegeln im Gebiete der Schnittzahlen 
ausführbar sind. Wir glauben indessen davon absehen zu dürfen, auf die 
fraglichen Beweise an dieser Stelle des weiteren einzugehen, da wir ja die 
Lehre von den Irrationalzahlen a. a. 0. auf einem anderen (wohl etwas um- 
ständlicheren, aber nach unserem Dafürhalten für den Anfänger leichter 
zugänglichen) überdies zu dem gleichen Ziele führenden Wege in aus- 
reichender Weise begründet haben, andererseits aber ausführliche Dar- 
stellungen der Dedekindseken Theorie um so zahlreicher zur Verfügung 
stehen, als diese letztere von der Mehrzahl der modernen Lehrbücher ent- 
schieden bevorzugt zu werden pflegt. 
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§ 4. Reelle Yeränderliche. — Funktionen einer reellen Tertnder- 
licben und deren geometrische Darstellung. — Obere und untere 
Grenze^ Schwankung einer Funktion. 

1. Unter einer redlen Veränderlichen {Variablen) veretehen wir ein 
Zeichen (gewöhnlich einen der letzten Buchstaben des Alphabets, z. B. 
welches dazu bestimmt ist, jedes beliebige Element einer vorgeschrUbenen 
Menge verschiedener redler Zahlen (linearen Punktmenge) Yorzustellen. 
Die Menge selbst bezeichnet man als den Bereich der Yeränderlichen, 
jedes einzelne Element als einen der Werte, deren die Veränderliche fähig 
ist, oder als eine Stdle (einen Punkt) ihres Bereiches. Die als Bereich 
Torgeschriebene Zahlenmenge kann, allgemein zu reden, endlich oder tm- 
endlichy dabei entweder abzaMbar oder nicht abzählbar sein: für das fol- 
gende kommt im wesentlichen nur der letztere FaU in Betracht. Es 
gelten dann fQr solche Bereiche ohne weiteres die in § 1 gegebenen De- 
finitionen und Existenzbeweise. Ferner soll im Anschluß an die in Nr. 4 
des vorigen Paragraphen als Stetigkeit der Menge der reellen Zahlen be- 
zeichnete Eigenschaft der Bereich einer reellen Veränderlichen stetig 
heißen, wenn er aus allen Zahlen eines Intervalls X] besteht. 

Unter der Umgang einer im Innern des Intervalls X] gelegenen 
Stelle a verstehen wir ein Intervall [a — d, a + d] (eventuell auch mit 
Ausschluß der Grenzen), wo d > 0 beliebig klein angenommen werden 
kann, jedenfalls klein genug, daß a -S^x^,a + S£X. 

Wir sagen ferner, die Veränderliche x konvergiere gegen einen ge- 
wissen Wert a, in Zeichen: 

x—^a, 

wenn man x sukzessive die Zahlenwerte einer beliebigen, dem vorgeschrie- 
benen Bereiche [x] angehörigen Zahlenfolge x^ mit dem Ghrenzwerte 
lim x^^a beilegt, den Wert a selbst ausgeschlossen. 

2. Ist y eine zweite reelle Veränderliche von der Beschaffenheit, daß 
jedem x eines gewissen Bereiches [x] eine eindeutig bestimmte Zahl y 
zugeordnet ist, so heißt y eine in jenem Bereiche (dem „Definitionsbereichd^ 
eindeutige oder einwertige Funktion von x, in Zeichen etwa: 

(wobei es indessen freisteht, für den Buchstaben f nach Bedarf irgend- 
einen anderen zu wählen, z. B. y — F{^\ y 9{^)i V ^ 9>{^) usf.). 

Gehören zu jedem x mehrere (d. h. zwei bis unendlich viele) Werte y, 
so heißt y eine mehrdeutige oder mehrwertige Funktion von x. 

Die Veränderliche x heißt in diesem Zusammenhänge die unabhängige^ 
während die Funktion y auch als abhängige Veränderliche bezeichnet wird. 
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Über die Art und Weise, wie die fragliche Zucyrdnung hergestellt 
wird, besteht bei dieser allgemeimten („DincWe^schen“) Definition einer 
Funktion keine bestimmte Vorschrift. Sieht man jedoch von dem für 
unsere Zwecke bedeutungslosen Falle ab, daß der Bereich [x] nur aus 
einer endlichen Zahlenmenge besteht, also jene Zuordnung vollständig 
mit Hilfe einer Tabelle bewältigt werden könnte, so kann dieselbe nur 
durch eine Bechenvorschrift bzw. durch Angaben oder Forderungen er- 
folgen, die in letzter Linie in eine Bechenvorschrift überzuführen sind. 

Die nächstliegende, ich möchte sagen handlichste Form einer sol- 
chen Rechen Vorschrift besteht in einem begrenzten rationalen, d. h, nur 
die Anwendung der vier Spezies erfordernden Ausdruck (vgl. I^, § 22, 
Nr 8, S. 133), welcher außer der Veränderlichen x noch eine Anzahl 
bestimmt vorgeschriebener Zahlen {„Konstanten^*) enthalten kann (z. B. 

y — a;**, y •=* aa; -f- 6, y — oder dem Grenzwerte einer solchen „ra- 
tionalen Funktion**^) {z, B. y =* Im (l + vgl.Ij,§33,Nr.3,S.202 — 

n 

y = lim ^ . Arithmetische Ausdrücke dieser letzteren Gattung 

0 

spielen in der Funktionenlehre eine geradezu dominierende Rolle, und 
man darf es als eine Hauptaufgabe der Funktionenlehre {„Analysis**) be- 
zeichnen, für Funktionen, die in anderer Weise definiert sind, Rechen- 
vorschriften der gedachten Art (z. B. in Form von unendlichen Reihen, 
Produkten oder Kettenbrücken) herzustellen. Dieser Fall tritt z. B. stets 
ein, wenn die Funktion y nicht „explizite* durch eine unmittelbar auf x 
anzuwendende Rechenvorschrift, vielmehr nur „implizite^* durch eine zwi- 
schen X und y bestehende Gleichung definiert ist.*) Er tritt ferner ein, 
wenn der zwischen x und y bestehende Zusammenhang zunächst durch 
irgendwelche nicht -arithmetischen, etwa geometrischen oder mechanischen 
Beziehungen erklärt ist. Dies gilt z. B. für die trigonometrischen Funk- 
tionen, wie sie in der elementaren Trigonometrie lediglich als durch 

1) Näheres hierüber siehe in § 13 

2) Einfachstes Beispiel: y*==a; für «>0. Diese Gleichung definiert die 
swetweriige Funktion Vx^ nämlich y'x\ und — IVx]. Dabei ist aber |]/Sj nur 
ein Zeichen für die eine Lösung der Gleichung y*~a;, "keine Beehenvorsehnft zur 
wirklichen Herstellung dieser Lösung. In der Zahlenlehre wird zwar gezeigt, daß 
hinter diesem Zeichen für jedes x'^0 eine bestimmte Zahl steckt (vgl. I, , § 29, 
Nr. 1, S 172), und die elementare Algebra lehrt eine Art Probiermethode, die 
Theorie der Eettenbrüche eine wirksamere Methode nm diese Zahl zu numerisch ge- 
gebenem X näherungsweise zu berechnen. Eine Bechenvorschrift vollkommenster 
Art in Gestalt einer expliziten Darstellungsform der Funktion fi^bt aber erst 
die Fonktionenlehre (mit Hilfe der sogenannten binomischen Reihe) an. 
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Streckenverhälinisse definiert erscheinen und die in Wahrheit erst dann 
zu „FunTctionenf^ im Sinne der Funktionenlehre werden, wenn es dieser 
gelungen ist, jene geometrische Definition durch geeignete Rechenvorschriften 
zu ersetzen.^) 

Im übrigen lassen sich auch gänzlich anders geartete, relativ ein- 
fache Rechenvorschriften hersteilen, die geeignet sind, eine Funktion für 
alle Stellen einer unendlichen Punktmenge vollständig zu definieren. 
Man denke sich z. B. jede Zahl x des Intervalls [0, 1] als dyadischen 
Bruch dargestellt und nach Art eines Dezimalbruches mit Hilfe der 
Ziffern 0 und 1 angeschriehen; sodann ordne man jedem x diejenige Zahl 
y zu, welche entsteht, wenn man den dyadischen Bruch von x als Dezi- 
malbruch liest. Oder man schreibe jedes x als Dezimalhruch und ordne 
ihm als y denjenigen Dezimalbruch zu, welcher entsteht, wenn man v<yr 
jeder Dezimalstelle eine bestimmte Ziffer, z. B. 0, einschaltet. Oder man 
ordne jedem als n-stelligen Dezimalbruch darstellbaren x den Wert y— 
jedem unendlichen den Wert y =* 0 zu usf. 

Ein klassisch gewordenes, dem letzten verwandtes Beispiel, das von 
Dirichlet herrührt, besteht darin, daß man setzt: y ^ a für aUe rationalen 
X, y ^b für alle irrationalen^ unter a und b zwei beliebige voneinander 
verschiedene Zahlen verstanden (die man auch durch zwei beliebige Funk- 
tionen ilf{x) ersetzen könnte). 

Man kann zur Definition einer Funktion auch Rechen Vorschriften 
verwenden, die aus einer abzahlbaren Menge von Einzelvorschriften be- 
stehen. Man setze z. B.: 


y^x 

für: 


X 

y=2 

für: 


X 

y=n 

für: 


y = 0 

für: 

X = 0, 


1) Solche RechenvorBchriften liefert vermittelB recht gesuchter Kunstgriffe 
die sogenannte algebraische Analysis, auf mehr methodischer Grundlage die Diffe- 
rentialrechnung Da es sich hier darum handelt, die Funktionenlehre von Grund 
aus systematisch aufzubauen, so erscheint die Berufung auf diese Ergebnisse für 
uns ausgeschlossen, und da dies in noch erhöhtem Maße von den lediglich der 
geometrischen Anschauung entnommenen Ergebnissen der elementaren Trigono- 
metrie gilt, BO müssen wir auf den Gebrauch der trigonometrischen Funktionen 
so lange verzichten, bis sie als natürliches Glied unserer Entwicklungen zum Vor- 
schein kommen werden (s § 62) 
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so daß wiederum y für jede Stelle des Intervalls [0, 1] als eindeutige 
Funktion von x definiert ist. 

3. Im Anschluß an die Darstellung der reellen Zahlen durch die 
Punlcte einer Geraden läßt sich die Menge der Zahlenpaare (a;, y), deren 
Verbindung durch eine Funktion y =* f{x) herbeigeführt wird, durch eine 
Punktmenge darsteUen, welche in einer Ebene passend verteilt ist. 

Zunächst lassen sich nämlich nach einer Methode, welche die 6rund> 
läge der ^flnalytischen^^ Geometrie {y^Koordinatengeometrie^^) bildet, allen 
möglichen reellen Zahlenpaaren (x, y) die Punkte einer Ebene umkehrbar 
eindeutig zuordnen. Obschon die Anfangsgründe der genannten Disziplin 
weiterhin als bekannt vorausgesetzt werden, so mag doch, um über die 
Bedeutung der einzuführenden Grundbegriffe und Beziehungen keinerlei 
Unklarheit bestehen zu lassen, auf die fragliche Anschauungsweise hier 
kurz eingegangen werden. 

Durch einen beliebig gewählten Anfangs- oder Nullpunkt 0 einer 
Ebene (der ,yKo<yrdinatenebend‘) werden zwei sich rechtwinklig schneidende 
GeradCy die yyKoordinatenachsen^^ gezogen. Die Punkte der eineny etwa 
horizontal anzunehmenden und als a;-Achse zu bezeichnenden, dienen auf 
Grund der im vorigen Paragraphen erörterten Methode als Abbilder der 
reellen Zahlen x (wobei also die Punkte rechts von 0 den Zahlen a* > 0 
entsprechen), die Punkte der anderen y also nunmehr vertikalen und als 
y-Achse zu bezeichnenden, dienen in analoger Weise als Abbilder der 
Zahlen y, und zwar mag, um auch hier eine Festsetzung zu treffen, der 
vom Nullpunkte aus nach oben gerichtete Teil den Zahlen y > 0 ent- 
sprechen. 

Wird jetzt ein reelles Zahlenpaar {x^y y^) beliebig angenommen und 
durch den Punkt x^ eine VertikaUy durch den Punkt y^ eine JE[(yrizontale 
gezogen, so schneiden sich diese beiden in einem bestimmten Punkte Po, 
welcher als Büdpunkt des Zahlenpaares {x^y y^ angesehen und schlecht- 
hin als der Punkt {x^y y^) bezeichnet wird.^) Die Zahlen x^, y^ heißen 
dann die Koordinaten des Punktes, x^ insbesondere seine AbseissCy y^ seine 
Ordinate}) Hiernach gehört zu jedem Zahlenpaar {Xy y) ein und nur ein 
bestimmter Punkt P der Koordinatenebene. Es entspricht aber auch um- 
gekehrt jedem Punkte P ein bestimmtes Zahlenpaar , nämlich das aus 
denjenigen zwei Zahlen x und y bestehende, welche den senkrechten Pro- 
jektionen des Punktes P auf die a?-,und y-Achse zugeordnet sind. 

1) Die Punkte der Achse sind also in diesem Zusammenhänge mit (o;, 0), 
diejenigen der y- Achse mit (0, y) zu bezeichnen 

2) Dementsprechend wird die a:-Achse als Ahszissenachae, die y-Achse als Or- 
dinatenachse bezeichnet. 
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Hat man irgend zwei Pankte Pj = (a;#, y^) und P, = (ar, , y^, so be- 
sitzen die Projektionen ihrer Yerbindungslinie PoPi auf die Achsen nach 
§ 3, Nr. 1, Gl. (3) (S. 19) die Längen |a:j — a:o{, |y, — yol> findet 

daher für die Länge dieser Verbindungslinie, also den Abskmd der beiden 
Punkte, die Formel: 

4. Ist y = f{x) eine für irgendeinen Bereich [x] definierte Funktion, 
so entspricht nunmehr jedem durch die Beziehung y — f{x) charakteri' 
sierten Zahlenpaare {x, y) ein bestimmter Funkt der Eoordinateneheney 
und zwar liegt^ wenn f{x) eine eindeutige Funktion ist, auf der durch 
irgendeinen Abszissenpunkt x des Definitionsbereiches gezogenen Yerti' 
kalen nur ein solcher Punkt {x, y), im Falle einer mehrdeutigen Funktion 
f{x) eine entsprechende Anzahl. Die auf diese Weise für die Gesamtheit 
der Abszissen x zum Vorschein kommende Punktmenge {x, y) gibt als eine 
Art graphischer Tabelle einen Überblick darüber, wie die Werte von y 
sich gleichzeitig mit denen von x ändern, in welchem Maße sie z. B. mit 
zunehmendem x steigen oder fallen, sie kann daher zweckmäßig als ein 
geometrisches Büd der Funktion y — f{x) angesehen werden. Von beson- 
derem Interesse ist dabei der Fall, daß y als Funktion von x diejenige 
Eigenschaft besitzt, die als Stetigkeit der Funktion bezeichnet wird, die 
hier vorläufig^) dadurch charakterisiert werden mag, daß beliebig wenig 
voneinander verschiedene y zu hinlänglich nahe gelegenen Werten rr (d. h. 
also Punkten der Abszissenachse) gehören. 

Gleichzeitig mit den Abszissen x werden dann auch die zugehörigen 
Punkte {x, y) sich unbegrenzt nähern und bei stetiger Variation von x 
sich lückenlos^) aneinanderschließen. Als geometrisches Bild der Funktion 
y « f{x) erscheint dann ein gewisser Linienzug, eine „Kurvd**), die von 
jeder durch einen Abszissenpunkt x des Definitionsbereichs gehenden 
Vertikalen einmal oder mehrmals getroffen wird, je nachdem f(x) für das 
betreffende x einen oder mehrere reelle Werte besitzt. Die Beziehung 
y f(x) heißt alsdann die Gleichung dieser Kurve. {Einfachste Beispiele: 
V)y^ax + b{‘-oo<x<i + oo): Gleichung einer Geraden, welche die 

Abszissenachse im Punkte x ^ — —.die Ordinatenachse im Punkte y=-& 

^ 

schneidet. — 2) y — Va* — o;* (a > 0, |ici ^ Gleichung eines Kreises 

um den Nullpunkt mit dem Radius a). 

• 

1) Auefübrlichereg darüber s § 6, 7 

2) Vgl § 7 , Nr. 6. 

3) Die Bezeicbnung „Kurve** wird bier in einem Sinne gebraucht, der von 
dem (freilich kaum exakt fesiBtebenden) Begriffe einer „geometrisch anschaulichen** 
Kurve recht weit entfernt sein kann 
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5. Die Funktions werte y, die einem gewissen Bereiche {o?} entspre- 
chen^ bilden einen zweiten Bereich [y]^ der sich indessen von dem ersteren 
dadurch unterscheidet, daß er dieselbe Zahl beliebig (d. h. auch unendlicK) 
oft enthalten kann. Auf Grund der schon mit Einbeziehung dieses Falles 
entsprechend gefaßten Ergebnisse Yon § 1 hat die Menge [y] eine obere 
Qrenee &(y) und eine untere Grenze ®{y), und zwar sind ®(y), ®(y) 
entweder bestimmte Zahleny etwa: 

(la) @(y)-G=, 

in welchem Falle f{x) für den Bereich [x] als beschränkt bezeichnet wird, 
oder es ist: 

(l b) (ä}(y) = + oo bzw. @(y) =« — c» 

Die niemals negative Differenz 2) = @(y) — @(y) wird als Schwankung 
der Funktion im Bereiche [x] bezeichnet. Dabei ist im Falle (la): 

(2a) B^G^gy 

d. h. D eine im allgemeinen positive Zahl {Null nur dann, wenn f{x) im 
Bereiche [x] konstant). Dagegen schreibt man: 

(2b) D^ + cyOy 

wenn mindestens einer der durch die Gleichungen (Ib) charakterisierten 
Fälle eintritt. 

6. Ein wichtiger, auf das Auftreten der oberen und unteren Grenze 
einer eindeutigen Punktion sich beziehender Satz ist der folgende: 

Ist [x] ein beschränkter Bereich ^ y ^f{x) eine daselbst ein- 
deutig definierte Funktion mit der oberen Grenze @(y), der 
unteren Grenze @(y), so gibt es eine bzw. eine erste (dem Be- 
reiche [x] angehörige oder als Häufungsstelle auftretende) Stelle 
A bzw. a, m deren Umgebung f{x) die obere Grenze @(y) bzw. 
die untere Grenze ®(y) besitzt (gleichgültig y ob diese Grenzen 
endlich oder unendlich auslallen). 

Beweis. Da der Bereich {a:} beschränkt ist, so gibt es Zahlen 
und X, derart, daß für jedes x: 

Xq^x ^X. 

Halbiert man das Intervall [x^, X], so muß mindestens in einem der beiden 
Teilintervalle f{x) die obere Grenze ®{y) besitzen. Mit diesem einen 
oder, wenn in beiden Teilintervallen die obere Grenze ®{y) herrschen 
sollte, mit dem ersten der beiden verfahre man in gleicher Weise und 
denke sich dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt. Auf diese Weise ent- 
steht eine unbegrenzte Folge von Intervallen, deren jedes einen Bestand- 
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teil (nämlich die Hälfte) des unmittelbar vorhergehenden bildet und jedes- 
mal als das erste die obere Grenze ®(y) aufweist. Da die Länge der Inter- 
valle, nämlich (J)*'(X — {y = 1, 2, 3, . . .), mit wachsendem v unbegrenzt 
abnimmt, so konvergieren diese gegen einen bestimmten Punkt A, von dem 
behauptet wird, daß er die ausgesprochene Eigenschaft besitzt. Denn, 
wird d > 0 beliebig Mein angenommen, so muß mm mindestm jedes der 
schließlich gegen die Stelle A konvergierenden Intervalle in die Um- 
gebung d, ^ -f dj hineinfallen, sobald ( 2 )*'(^ ^o) < ^ geworden 

ist, woraus hervorgeht, daß f{x') im Intervall — d, -4 -f d] jedenfalls 
die obere Grenze @(y) besitzt. Andererseits ist aber auch A die erste 
(bzw. einzige^ Stelle dieser Art. Denn gäbe es ein A' <i A (also geo- 
metrisch gesprochen linTcs von A) mit der gleichen Eigenschaft, so würde, 
wenn d < ’ (^ ~ A') angenommen wird, das Intervall \Ä — d, A d] 
die obere Grenze @(y) aufweisen und dabei weiter links liegen, als das 
Intervall [^ — d, JL + d], was unmöglich ist, da das letztere bei hinläng- 
licher Fortsetzung des beschriebenen Verfahrens schließlich ja jedes erste 
Intervall von der fraglichen BeschafiFenheit in sich aufnimmt. 

Die Stelle A kann dem Bereiche {a;} aiigehören, und zwar ist das 
offenbar sicher der FaU, wenn derselbe aus allen Zahlen des Intervalls 
[Xq^ X] besteht oder wenn A eine isolierte Stelle mit dem realen Maxi- 
mum /*(w4) ist. Abgesehen von diesem letzten Falle ist A stets eine Häu- 
fungsstelle von Stellen x. 

Der Beweis der entsprechenden Behauptung für die untere Grenze 
kann analog geführt w^erden oder kürzer, indem man das soeben gefun- 
dene Ergebnis auf die Funktion ( — f{x)) a'nwendet und beachtet, daß: 

7. Es sei ausdrücklich hervorgehoben, daß der vorstehende Satz 
keinerlei Aussage über den Wert von f{x) an der Stelle x = A bzw. x^a 
enthält. Insbesondere braucht, wenn etwa; G bzw. ®{y)=g, keines- 

wegs f{A) = G bzw. f(a) = ^ zu sein. 

Beispiele: 1) Es bestehe der Bereich {a;} aus allen Zahlen des 
Intervalls [— 1, -f- 1] und es werde gesetzt: 

y = ** ^ (1 *“ > 

n-^ao 

also: 

A± 1) *= 0 > dagegen: f{x) ^ x für ! a: | < 1 . 

Danach ist durchweg \f(x)' < 1, dagegen @(y) 1, ®(y) =*= — 1. In 

der linken Nachbarschaft von a; = 1 herrscht die obere Grenze 1, während 
/*(!) “ 0 ist, in der rechten von a: — — 1 die untere Grenze — 1, während 
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2) Für den nämlichen Bereich [— 1, + 1] sei: 

Dann ist für 

— 1 < 0 : lim (1 + a?)" =■= 0 

x = 0 : . . . . = 1 

0<a;^+l: = + oo 

und daher: 

Für - 1 ^ X < 0 : = - 1, also: f{x) (1 - x*) 

X = 0 : = 0 fi0)=0 

0 < X ^ 1 : . . . • . . = + 1 /-(x) = (1 - X*). 

Man hat also durchweg |/'(:r)j < 1, doch kommt f(x) in der rechten Nach- 

barschaft von a? — 0 dem Werte + 1, in der linken dem Werte — 1 be- 
liebig nahe, so daß also ®(y) == + 1, ®(y) =* — 1. Beide Grenzen herr- 
schen in der Umgebung der Stelle fl? = 0, während f{0) = 0 ist. 

8. Man beachte auch, daß eine für jede einzelne Stelle eines Bereiches 
{a:} endliche Funktion noch nicht beschränkt (nach älterer Ausdrucks- 
weise: im Bereiche endlich) zu sein braucht, wie das folgende Beispiel 
verdeutlichen soll. Es sei: 


und daher: 


f(x) = lim - lim — -- 

' n -> 00 1 -f- »I X* n<>oo j . 1 

n 

/"(O) — 0, dagegen: f{x) = für x + 0. 


Es nimmt also j/’(a;)! in der Nähe von a: ** 0 bdiebig große Werte an, 
f{x) ist also in jedem die Stelle a? « 0 enthaltenden Intervall an jeder 
einzelnen Stelle endlich^ ohne aber beschränkt zu sein. 

Hingegen gilt die folgende Aussage: 

Ist f{x) in der Umgebung jeder einzelnen Stelle eines be- 
schränkten abgeschlossenen Bereiches {a;} beschränkt, so ist f{x) 
im gesamten Bereiche beschränkt 
Denn, wäre das letztere nicht der Fall, so müßte eine zu {a;} ge- 
hörige Stelle A von der Beschaffenheit existieren, daß \f(x)\ in der Um- 
gebung die obere Grenze + <x> hätte, was der Voraussetzung widerspricht 


Pringiheim, Vorlesungen II, 1. 


3 
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§ 5 Grenzwerte reeller Fnnktionen einer reellen TerSnderlichen. — 
Monotone Funktionen. — Uanptlimites. 

1. Es sei y'=f{x') eindeutig definiert für irgendeinen Bereich {x). 
Ist dann a eine (nicht notwendig dem Bereiche {x] angehSrige) Hau- 
fungssldle einer gewissen zu { x } gehörigen Menge ron Zahlen x '>- a, 
also deren imterer Limes, h irgendeine bestimmte Zahl, so soll die folgende 
Definition gelten: 

f(x) hat für x->a (d. h. wenn x sich wnibegrenet der Stdie 
a nähert) den rechtsseitigen (rechten, vorwärts genommenen) Chrent- 
wert b, küreer: ({x) hat für x—ra + O den Grenzwert b, in 
Zeichen: 

(1) lim f{x) — b oder auch: f(a + 0) — ft, 

wenn m jedem (beliebig Meinen) b> 0 ein d >0 gehört, derart, 
daß: 

(2) \f(x) — b\<B für: a<x<a + d^), 

wenn also f(^x) dem Werte b beliebig nahe kommt für solche dem 
Bereiche { x } angehörige x, welche der Stelle a auf der reckten Seite 
hinlänglich nahe liegen. 

Man kann dieser Definition auch eine andere Form geben ^ vermöge 
deren der betreffende Grenzwert der Funktion f{x) auf den Grenzwert 
gewisser Zahlenfolgen zurückgefübrt wird. 

Da a der untere Limes der in Betracht kommenden Zahlen x ist, so 
lassen sich aus der Menge dieser Zahlen x (unendlich viele) monoton ab- 
nehmende Zahlenfolgen mit dem Grrenewert a herausheben. Ist (x,^) irgend- 
eine dieser Folgen, so hat man wegen x^> a und x^ a: 

ö < < « + d etwa für v^n, 

und daher nach Ungl. (2): 

\f(x^)’-b\<B für v^n, 

also schliefilich: 

(la) lim /•(*,)-&, 

in Worten: 

Ist im Sinne der oben gegebenen Definition: lim f(x) — b, so 

besteht die Beeidung (la) für jede dem Bereiche [x] angehörige 
monoton abnehmende nach a konvergierende Zahlenfolge (x^). 


1) Dabei ist also der Wert x » a ausdrücklich auszuBchliefieu , mit andern 
Worten, über f(ä) wird durch die Beziehung (1) keinerlei Aussage gemacht. 
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Es gilt aber auch das umgeJcehrie, Denn, angenommen es bestehe 
Gl. (la) für jede der mit (x^) bezeicbneten Zahlenfolgen, ohne daß Gl. (1) 
bzw. Ungl. (2) erfüllt wäre. Dann müßte es, tvie klein auch d > 0 an- 
genommen wird, Zahlen x' und zwar deren oflTenbar unendlich viele^) 
geben, derart, daß: 

a<x' d und zugleich: \f{x) — b\'^ 

wo B eine (möglicherweise sehr kleine, aber iestimmte) positive Zahl be- 
deutet. Aus der Menge dieser Zahlen x ließen sich aber monoton ab- 
nehmend gegen a konvergierende Folgen {x^) herausheben, derart, daß: 

was der Voraussetzung (la) widerspricht. Somit zieht diese letztere auch 
allemal die Existenz der Beziehung (1) nach sich, so daß man dieses Er- 
gebnis mit dem unmittelbar vorangehenden folgendermaßen zusammen- 
fassen kann: 

Für die Existenz der Beziehung: 

(1) lim f{x) «= h 

x->-a + 0 

ist notwendig und hinreichend^ daß für jede dem Bereiche {x} an- 
gehörige^ monoton abnehmend nach a konvergierende Folge (x„) die 
Beziehung besteht: 

(la) lim/-(®,) = 6. 

2. Zur Ergänzung der in Nr. 1 gegebenen Definition dient die fol- 
gende: 

Wir sageUj es bestehe die Beziehung: 

(3) lim f[x) = /■(a -f 0) — -f cx) oder = — oo, 

x->a + 0 

wenn im Definitionsbereiche {x} zu jedem noch so großen JS > 0 
ein d > 0 gekört y derart , daß: 

(4) f{x) > B oder < — B für: 0 < x — a < d. 

Ist die Beziehung (3) erfüllt, so hat man, analog wie bei dem in 
Nr. 1 behandelten Falle, für jede der (unendlich vielen) dem Bereiche 
{x} angehörigen Folgen (xj mit dem Grenzwert a: 

(3a) lim f(xj) = + oo oder — — c». 

Andererseits ist aber auch die Existenz je einer dieser letzteren Bezie- 

1) Andernfalls gäbe es ja unter den Zahlen x' eine klexnstey und es ließe sich 
daher S soweit verkleinern^ daß das Intervall a < x a + d keine der Zahlen x' 
mehr enthalten würde. 
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hangen für jede solche monotone Folge {x^ hinreichend für das Bestehen 
der entsprechenden Beziehung (3). Wäre dies nämlich nicht der Fall, so 
müßte es wiederum, wie Idein auch d > 0 angenommen wird, (unendlich 
viele) Zahlen x des Bereiches [x] geben, derart, daß: 

^ ^ ^ a<x <a + 

wo ff eine möglicherweise sehr groß zu denkende, aber feste positive Zahl 
bedeutet. Dann ließen sich aber aus der Menge der Zahlen x' monoton ab- 
nehmend gegen a konvergierende Folgen {x^) herausheben, derart, daß: 

^ ^ ^ — J?' für jedes v, 

was der Voraussetzung (3a) widerspricht. Hiernach ergibt sich: 

Für die Existenz der Beziehung: 

(3) Hm f{x) = -f- cx) oder — cx) 

ar->a + 0 

ist notwendig und hinreichend, daß für jede dem Bereiche [x] an- 
gehörige monoton abnehmend nach a konvergierende Folge {x^ die 
Beziehung besteht: 

(3 a) lim f{x^ — + cx> oder — cx). 

3. Ist a eine Häufungszahl von Zahlen x <Ca, die dem Definitions- 
bereiche von f(x) angehören, so gelten für den „linksseitigen^^ (linken, 
rückwärts genommenen) Grenzwert /*(» — 0) zunächst die folgenden ana- 
logen Definitionen: 

Wir sagen, es bestehe die Beziehung: 

(4) lim /■(«)= /'(a - 0) = V ‘), 

wenn zu jedem (hdUdng Meinen) c > 0 ein 4 > 0 g^ört, derart, 
daß: 

(5) \f{^) — 6"! < « för: o — d < 05 < a; 
und, es hesteihe die Beziehung: 

(6) lim f{x) s f{a — 0) — -f- oo oder =• — oo, 

X -►a — 0 

wenn zu jedem (hdidng großen) B>0 ein d >0 gehört, derart 
daß: 

(7) f(x) > B oder <. — B für: a — S<x<.a 
Zugleich findet man analog wie oben: 

1) Im Falle a-=0 schreibt man — 0 statt 0 — 0, also: 

lim /■(*) = f { — 0) — V. 

*-►-0 
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Für die Existenz der Beeiehuty (4) hew. (6) ist notwendig 
und hinreichend, daß für jede dem Bereiche { x } ar^ehörige, mo- 
noton Bunehmend nach a konvergierende Folge (xj die Beziehtmg 
besteht: 

(4a) ymf{x^) = h 

hzw. eine der "beiden folgenden: 


(6 a) lim f{x^ =* + c» oder — — oo. 


4. Bezüglich der Beschaffenheit von f{x) an der Stdle x ^ a, welche 
durch die vorstehenden Aussagen in keiner Weise präjudiziert wird, be- 
stehen, falls f(a -f 0) und f(a — 0) voneinander verschieden sind, die 
folgenden vier Möglichkeiten: 

1) Die Stelle a braucht (wie am Anfang von Nr. 1 ausdrücklich 
hervorgehoben wurde) nicht zu dem mit [x] bezeichneten Bereiche zu 
gehören, d. h. f{a) braucht gar nicht definiert zu sein. 

2) Es ist: f{a) = f{a -f 0). 

3) Es ist: f\a) f{a — 0). 

4) f{a) ist sowohl von f{a + 0) als von f(a — 0) verschieden. 

Jede dieser vier Möglichkeiten wird durch eins der folgenden Bei- 


spiele belegt. 

1) fix) - X ■ ,lta - » • iim • 


Man hat für 0 ^ a: < 1 : f{x) — — ar, also : f(l — 0) — — 1, 
a: > 1 : f{x) — x* f{l + 0) — 1, 

f(l) = 1 • y d. h. ni<dU definiert. 


2) fix) — X • lim 
« «0 


na;’* — 1 
n*" -|- 1 


— X ■ lim 

n->oo 


1 — n~*a!~ 
1 -|- n~^x~ 


H 

n 


Für O^a; 

<1 

: f{x) 

Xy also: 

fO-- 

-0) 


1, 


x> 

1 

: f(x) - X 


/■(i + o) 

-1, 







/•(!) = 

- 1 

“Al + 0). 

S)fix) 

— x • 

lim 

— n 

— >. X 

• lim - — 

nx 





n -►« 

■*’‘ + n 

»->»1 -f 

na;“’" 




Für 0 ^x 

<1 



Xy also: 

m- 

-0) 

— 

1, 


x> 

1 

: f{x) - X 


m + o) 

-1, 







Al)’ 

— 

1 - 

Al- 

■*) f{x) 

— X • 

lim 

— 1 

• lim - — 

fl ->801 -f 

a;~" 
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Für 0 ^ a: < 1 : f[x) =• — «, also: f{\ — 0) = — 1, 
x>l :f(x)^x f{l + 0) 1, 

m-o+f{i±o\- 

Wenn die beiden Grenzwerte f(a ± 0) unendlich sind, so kann f{a) 
eine bestimmte Zalü sein, wie das Beispiel in Nr. 8 des vorigen Para- 
graphen zeigt, nämlich: 


f{x) = lim 

' ^ n->«l -f na;* 


- für a; + 0, 

0 „ a: =* 0. 


Man hat also: 

/•(-0) = -<x), /•(+0)-H-oo, r(0)=-0. 

Andernfalls besteht nur die Möglichkeit, daß f{x) für x ^ a nicht definiert 
ist. Man pflegt in diesem Falle dem Zeichen f{a) den „uneigentlichen^^ 
Wert oo {ohne Vorzeichen) beizulegen und zwar unabhängig davon, ob 
f{a — 0) und f{a + 0) mit entgegengesetztem oder mit gleichem Vor- 
zeichen behaftet sind. 

Man schreibt daher, wenn: 

/■(«-0) = -c», /•(a + 0)=- + (X) 

oder auch 

/■(^) =“ (i i ä)* » - 0) - /-(a + 0) = + oo, 


in beiden Fällen: 


5. Bisher wurden (abgesehen von dem letzten Beispiel, bei welchem 
/*(a -f 0) =* f{a — 0) «= + cx)) nur solche Beispiele in Betracht gezogen, 
bei denen f{a + 0) und f{a — 0) voneinander verschieden ausfielen. Nun 
ist ja, wie weiter unten noch des näheren ausgeführt wird, schon die 
Existenz von f{a + 0) oder f{a — 0) im Grunde genommen als ein Sonder- 
fall zu betrachten. In der Funktionenlehre nimmt aber gerade der noch 
speziellere Fall, daß beide Grenzwerte nicht nur (im engeren Sinne) exi- 
stieren^ sondern miteinander (übrigens sogar noch mit /*(a)) Zusammenfällen^ 
eine so hervorragende Stellung ein, daß er trotz seiner außerordentlichen 
Besonderheit in ausgedehnten und zumal den fruchtbarsten Gebieten dieser 
Disziplin geradezu die Rolle des y,allge7neinen^^ Falles spielt. 

Ist nun: 

lim f{x) == lim f{x) 

x->a + 0 x-^a — 0 


(und zwar gleichgültig, ob endlich oder mit bestimmtem Vorzeichen un- 
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enäUcK), so faßt man diese beiden Bezeichnungen in die eine zusammen: 

— lim f(x) 

x->a + 0 

== lim f{xy), 

x-^a — 0 

d. h. man definiert als Grenzwert von f{x) für rr — ► a (ohne den Zusatz + 0) 
den gemeinsamen Wert des rechts- und linksseitigen Grenzwertes. Durch 
Zusammenfassung der in Nr. 1 — 3 gemachten Aussagen ergibt sich also: 

Wir sagen, f(x) habe für x~^a den Grenzwert h bzw. + oo 
oder — oo, in Zeichen: 

(9) lim f{x) *=* 6, bzw lim f{x) =« + oo oder = — oo, 

X ct X ->■ a 

wenn zu jedem (beliebig kleinen) £ > 0 bzw. zu jedem (beliebig 
großen) J? > 0 eiw d > 0 gehört, derart, daß: 

ao') ( ~ /’(*)> < — B 

1 für: 0 < |a! — o! < d. 

Hierfür ist notwendig und hinreichend, daß für jede dem Defini- 
tionsbereiche [x] angehörige, mmioton^) gegen a konvergierende 
Folge {x^ die Beziehung besteht: 

(9 a) lim f(x^ — b, bzw. lim f(x^ =« + 00 oder = 00 . 

Auch hier ist, wie aus (10) unzweideutig hervorgeht, über f{a) selbst 
keinerlei Aussage gemacht. Zwar kann f{a) mit lim zusammenfallen und 

X -> a 

dieser Fall, der eine ganz besondere prinzipielle Wichtigkeit besitzt, wird 
uns in den folgenden beiden Paragraphen noch ausführlich beschäftigen. 
Andererseits kann aber f(a) auch von lim f{x) verschieden ausfallen®) oder 

X -► a 

braucht überhaupt nicht definiert zu sein.^) 


lim f{x) 


1) Unrichtig wäre es dagegen, nach Analogie von (8) ohm weiteres zu schreiben: 



==Aa + 0) 


da ja das Zeichen f(ä) schon seine eigene Bedeutung hat, die auch beim Zu- 
sammenfällen von f{a -|- 0) und f{a — 0) ein davon verschiedenes Ergebnis liefern 
kann (vgl. die Beispiele am Ende von Nr. 5) 

2) D. h. jede monoton zu- oder auch a&nehmende Folge 

S) Beispiel: f(x)^{l — x*) lim — - , also: 

' ^ / V / \ n-^00nx*-|» 1 

/•(x) 1 — X* für X =4= 0, 

lim /-(x)«- 1, 
x-^O 

dagegen AO) = o. 

(Vgl. hierzu § 6, Nr. 2, Beispiel 4.) ^ 

— ^ /I \x* 

4) Beispiel: /“(x) =— c -«f*, also: lim /’^x) = lim ( -) *= 0, während /*(0) nic/ii 

x->0 x-> \ 

definiert ist. (Vgl. § 6, Nr. 2, Beispiel 5.) 



40 


Abschnitt 1. Kap 1. Reelle Veränderliche und Funktionen. Nr. 6. 7. 


6. Ist fix) eindeutig definiert für einen Bereich [x], der nach oben 
unbeschränkt ist, so bestehen die folgenden, den zuvor gegebenen analoge 
Definitionen : 

Wir sagen, f{x) habe fiir rc — ► + oo den Grenzwert b bzw. 
+ oo oder — cx>, in Zeichen: 

(11) lim fix) = 6, bzw. lim fix) «= + cx) oder = — oo, 

or-^ + ao x-> + 00 

wenn zu jedem (beliebig kleinen) £ > 0 bzw. (beliebig großen) JB> 0 
ein ^ > 0 gehört, derart, daß: 

1 — ^ fi^) > ^ < — B 

\ für: X > A}) 

Hierfür ist notwendig und hinreichend, daß für jede dem Bereiche 
{ X } angehörige, monoton ins Unendliche wachsende Folge (x^ die 
Beziehung besteht: 

(11a) lim fixj) =“= b, bzw. lim Hr.,) = + eso oder =* — oo. 
Das analoge gilt für den Grenzwert lim fix). 

Beispiele: 

lim (l + 4)*= lim (l + t)*- c (s. Ii, § 33, GL (12, 13), S. 200). 

ar->-|-ao\ X/ x-+-~oo\ Xf 

lim + ^ = + cx), lim — — cx) (n eine natürliche Zahl). 

*-► + 00 *-► — 00 

lim ** = + c» (8. Ii, § 38, Gl. (la), S. 239), lim - = 0. 

lim a;-”* =* 0 (w eine natürliche Zahl). 

*-► +00 

7. Die Feststellung, daß jeder Grenzwert einer Funktion fix) auf 
Grenzwerte von Zahlenfolgen fix^ zurückgeführt weiden kann, setzt uns 
in den Stand, gewisse in der „Zahlenlehre“ für Grenzwerte der letzteren 
Art hergeleitete Ergebnisse unmittelbar auf Grenzwerte der vorliegenden 


1) Man kann diesen Fall durch Substitution einer neuen Veränderlichen x' 
an Stelle von x^ nämlich; 


1 


auf den in Nr. 1 behandelten eines rechtsseitigen Grenzwertes für x 
führen. Da 


so hat man: 


:a + 


► a + 0 für x— ► + (X), 


a zürück- 


lim f{x) == lim f 
*-► + 00 ar^'+a + O 



und daher: 
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Art zu übertragen.^) Dies gilt insbesondere von dem auch als Funda- 
mentalsatz der Analysis bezeichneten yydllgemeinen Konvergenzprineip^* (s. 
Ii, § 28, S. 167), dem man nunmehr die folgende Fassung geben kann: 

Für die Existenz eines endlichen Grenzwertes: lim f{x) ist 

T ->a -f 0 

notwendig und hinreichend, daß hei hdiehig klein vorgeschriehenem 
4 > 0 und passend gewähltem d > 0 die Beziehung besteht: 

(13) fix) - fix") < e falls: a < (*1) < a + d 

(unter x\ x' Zahlen verstanden, die dem Deftnitionshereiche (:/ } 
angeliören). 

Die Notwendigkeit der obigen Bedingung folgt unmittelbar aus der 
in Nr. 1 als Definition der Beziehung: lim f{x) == h angegebenen ünglei- 

r“>a+ 0 

chung (2). Schreibt man daselbst * statt «, so batte man insbesondere: 
\f{x:) — < 2 falls: a < a;' < o -f d, 

|/■(a:") — d, < * „ a<x"<ia + d, 

woraus dann unmittelbar Ungl. (13) resultiert. 

Andererseits müssen die Glieder dem Bereiche {x \ angebörigen^ 
monoton abnehmend gegen a konvergierenden Folge (a:,) für hinlänglich 
große V in das Innere des Intervalls [o, o + d] hineinfallen, so daß also 
nach üngl. (13): 

~ A^.)l < « (etwa für V ^ n) 

und somit nach dem oben angeführten Eonvergenzsatze für Zahlenfolgen 
ein endlicher A®.) awar für alle möglichen Folgen (x^) der frag- 
lichen Art dersdbe Limes*), schließlich also damit übereinstimmend 

auch lim f(x) existiert. 

+0 

Der analoge Satz gilt für lim f{x) und lim f(x) mit dem Unter- 

schiede, daß an die Stelle des Intervalls [a, a + d] ein solches von der 
Form [a — d, a] bzw. [a — d, a + d] tritt, im letzteren Falle mit Aus- 
schluß von x^ a, 

1) Man könnte sie Belbstverständlich auch direkt aus den zur Definition der 
Grenzwertexidtenz dienenden Ungleichungen herleiten. 

2) Es können nicht etwa zwei verschiedene der mit (a:».) bezeichneten Folgen 
verschiedene Limites liefern, da aus zwei derartigen Folgen eine (gleichfalls monoton 
abnehmende') mit dircrgefitem f{x„) sich zusammensetzen ließe. 
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Auch die Kegeln für das Rechnen noiit Grenzwerten von Zahlenfolgen 
(b. Ii, § 28, Nr. 3, IV, S. 170) lassen sich in analoger Weise auf Grenz- 
werte von Funktionen übertragen. Danach hat man, wenn 
• • -7 fm(^) irgendeinen der Grenzübergänge x—^a±0,x-^a oder 
a; — ► ± ^ endlichen Zahlen 6^, 6,, . . ., 6^ liefern und i2(yi, y^) 

einen rationalen Ausdruck in y,, . . ., y^ bedeutet (a. a. 0 S. 170, Gl (15)) : 


(14) 


lim R(fi(x), ft(x), . . f„(x)) 


• • •> ^m) 

B(Iim fiix), lim/j(a:), . . lim^„(x)), 


unter „lim^^ irgendeinen bestimmten der oben bezeichneten Grenzübergänge 
verstanden und vorausgesetzt, daß jeder der in • • , b^) vor- 

kommenden Nenner von Null verschieden ist. 

Insbesondere ist also, falls die rechts stehenden Grenzwerte existieren : 


(15) 


lim (fiix) ± fj(x)) = lim f^(x) ± lim /■,(*) 
lim {fi(x) ■ f^{x)) =■ lim /i(x) • lim ^,(x) 


lim 


fl (^) 

/i W 


lim /; (X) 


(lim f^{x) + 0). 


8. Ist X ^ a oder a; = + cx) eine Häufungsstelle des Definitions- 
bereiches [x] der Funktion f(x), so braucht diese für a; — ► a ± 0 bzw. 
a; s« -I- oo keinen Grenzwert zu haben (wie für den Fall x = a bereits am 
Anfang von Nr. 5 hervorgehoben wurde). Dies tritt indessen stets ein, 
wenn f(x) in entsprechendem Umfange monoton verläuft. Und zwar 
sagen wir, f{x) verhalte sich in einem gewissen Bereiche [x\ monoton^ 
wenn für jedes dem Bereiche entnommene Wertepaar x <ix' entweder 
stets: f{x) ^ f{x') oder stets: f{x') ^ f{x"). 

Ist durchweg: f{x') < f(x')y so heißt f(x) beständig zundimend, da- 
gegen niemals abnehmend^\ wenn nur feststeht, daß beständig: f{x)^f{x') 
Entsprechendes gilt bezüglich der Bezeichnungen beständig abnehmend 
und niemals zunehmend. 

Angenommen, es sei zunächst f{x) monoton für einen Bereich [x] 
mit dem oberen Limes a xmd es bedeute {x^ eine dem Bereiche [x] un- 
gehörige, monoton zunehmend nach a konvergierende Folge, so ist auch 
die Folge (f{x^)) eine monotone, besitzt also einen Grenzwert (der endlich 


1) Einfaches Beispiel einer (nicht konstanten) niemals abnehmenden Funktion: 
J^(x), d h. die größte in a; > 0 enthaltene ganze Zahl, die sonst auch mit [ac] be- 
zeichnet wird (s I,, § 62, S. 366). Ist n^O eine ganze Zahl so ist: 

E{x)^n für: n<x<^n-\-l 
i^"(n + 1) — n + 1. 

Die Funktion E(x) bleibt also in jedem Intervall n < ar n -|- 1 honstant, nämlich 
-= n und geht bei a: =* n + 1 zun^mend in n -|- 1 über. 



Nr. 9 


§ 5. Monotone Funktionen einer reellen Veränderlichen. 


43 


oder mit bestimmtem Vorzeichen unendlich sein kann). Das gleiche gilt 
für eine Folge (/‘(a?/)), wenn (ar/) irgendeine andere Folge von derselben 
Art wie {x^ bedeutet. Dann müssen aber die beiden Grenzwerte lim f{x^) 

V -►oo 

und lim f{x^) -Zusammenfällen, genauer gesagt, dieselbe endliche Zahl vor- 

stellen oder gleichzeitig und mit demselben Vorzeichen unendlich ausfalleii. 
Denn, vereinigt man die beiden monotonen Folgen {x^, (xf) zu einer 
einzigen monoton nach a konvergierenden {xf'\ so besitzt auch die wieder- 
um monotmie Folge {f{xj')) einen Grenzwert, und es müssen sodann die 
Folgen und {f{xf')) als Teilfolgen von {f{x^')) densdben Grenzwert 

liefern. Der gemeinsame Grenzwert aller möglichen Folgen von der Form 
(/*(iPy)) ist dann identisch mit dem fraglichen lim f{x). 

Ist a der untere Limes eines Bereiches [x], in welchem f{x) sich 
monoton verhält, so ergibt sich in analoger Weise die Existenz von lim f(x) 

ar->a + 0 

Liegt die gleichzeitig für Zahlen x <a und a: > a als Häufungsstelle 
erscheinende Zahl a im Innern eines Bereiches {x), in welchem f{x) 
monoton ist, so existieren also die beiden Grenzwerte f{a — 0) und f[a -f 0). 
Diese müssen dann aber stets endlich ausfallen. Denn, da es auf Grund 
des Charakters der Stelle a Zahlen x <a und a;" > a im Bereiche { x } 
gibt, für welche f{x') und f{x') definiert sind, also bestimmte Zahlen 
vorstellen, so hat man infolge der vorausgesetzten Monotonie von f{x) 

entweder: f{x) ^ f{a — - 0) ^ f{a + 0) ^ 

oder: f{x') > f{a - 0) ^ f{a -f 0) ^ f{x^'), 

woraus die Endlichkeit von f{a — 0) und /'(a + 0) unmittelbar hervor- 
geht Dagegen können f{a — 0) und /’(a + 0) auch in dem vorliegenden 
Falle voneinander verschieden sein,^) 

In analoger Weise, wie die Existenz von limf{x), ergibt sich auch 

a + 0 

diejenige von lim f{x) oder lim f(x), falls f{x) in einem nach oben bzw. 

nach unten unbeschränkten Bereiche monoton verläuft. 

9. Es bleibt noch der eigentlich ,,allgemein&^ Fall zu erledigen, daß 
f{pf) für a: — ► a ± 0 oder x ± oo keinen Grenzwert besitzt. 

1) Beispiel: /*(a;) ** x + hm — n 

n->>oo^ + 1 

f{x)^x — 1 für: 0<X<1 
/■(x)==x-l-l für: x>l. 

Die Funktion ist für monoton zunehmend Dabei ist: 

Al — 0)-=0, Al + 0)=*2 

(übrigens: A^ ) 1 )• 
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Es sei zunächst y = f{x) eindeutig definiert für einen Bereich {a:} 
mit dem unterm Limes a. Wird d > 0 angenommen und x der Bedin- 
gung unterworfen : a < a; < a -|- d, so besitzen die entsprechenden Funk- 
tionswerte eine (endliche oder positiv unendliche) obere Grmee, die im 
allgemeinen von der Wahl der Zahl d abhängen wird und deshalb mit 
&(y, d) bezeichnet werden möge. Wird jetzt d verkleinert^ so kann d) 
niemals zunehmm, ®{yy d) verhält sich also bei abnehmendem d mono- 

ton, und es existiert infolgedessen der Grenzwert lim ®{y, d) (als endlich 

(f + 0 

oder positiv unendlich). Wir bezeichnen ihn als den rechtsseitigm (rechten^ 
vorwärts genommenen) oberm Limes von f{x) für x—>a und bedienen 
uns der Schreibweise: 

(16a) lim ®{y, d) = lim f{x) =« f(a + 0). 

cJ-> + 0 T->ü + 0 

Ebenso hat y für a < < a -f d eine (endliche oder negativ unendliche) 

untere Grenze ®{y, d), welche bei abnehmmdem d niemals abnehmen kann. 
Der infolgedessen allemal existierende lim @ {y, d) heißt der rechtsseitige 

(rechte, vorwärts genommene) untere Limes von f{x) für x—ra,in Zeichen: 
(16 b) lim @,(y) == Um f(x) — f(a + 0). 

d->+0 x->a + 0 

Die beiden Grenzwerte /*(« + 0) und f(a -f- 0) werden auch als rechts- 
seitige (rechte, vorwärts genommene) Hauptlimites von f{x) für x-> a 
zusammengefaßt. 

Wird angenommen, daß f{a -1- 0) und f{a 0) beide mdlich aus- 
fallen, etwa: 

(17) f{a + 0) - b, f{a + 0) = l, 

so läßt sich, da f(a + 0) für hinlänglich Meine d > 0 zum mindesten^) 
belid>ig nahe an ®{y,d), f{a -f Ö) beliebig nahe an ®{y,S) liegen muß, die 
Bedeutung dieser Zahlen auch folgendermaßen aussprechen: Wird £ > 0 
bdiebig klein angenommen, so hat man bei hinlänglich kleinem d > 0 für 
alle dem Definitionsbereiche von f{x) angehörigen x des Intervalls 
a < fl? < a 4- d: 

(18a) ft — £ < f{x) < 6 + £; 

andererseits gibt es in dem nämlichen Intervall stets (unendlich viele) 
Stellen fl?', x\ für welche: 

(18b) ft — £ < fix) <b + 6 , ft — £< fix") < 6 + £. 

Daraus folgt weiter, daß sich aus dem Bereiche {a?} monoton abnehmend 

^ Es köimte sogar von einem gewissen > 0 ab geradezu ® (y, d) — f{a 0 ) 

bzw. @(y, 6) * f(a Oj sein 



Nr. 10. § 5. Hanptlimites reeller Funktionen einer reellen Veränderlichen. 45 

nach a konvergierende Folgen (xj), (ar/) herausheben lassen, derart, daß: 

(19) Hm/«') = 6. 

Es ist leicht ersichtlich, wie diese Aussagen zu modifizieren sind, 
wenn — cx> an die Stelle von b bzw. -f- cx) an die Stelle von b tritt.*) 
Analoge Aussagen gelten auch für die linksseitigen (linken, rückwärts 
genommenen) Hauptlimites, den unteren: lim f{x) == f{a — 0) und den 

*->a — 0 

oberen: lim f{x) = f{a — Ö). 

x-^a — 0 

Werden die beiden Grenzübergänge a: — > a — 0 und a; — > a + 0 zu 
einem einzigen: x —> a zusammengefaßt (d. h. läßt man an die Stelle je 
einer der beiden Bedingungen: a — d < a: < a und: a <C x < a + ö die 
folgende treten: 0 < 'a; — aj < d), so definiert man als unteren bzw. oberen 
Limes von f(x) für x ^ a diejenige Zahl, die gleich ist der kleineren (im 
Gleichheitsfalle jeder) der beiden Zahlen f(a — 0) und f{a + 0) bzw. der 
größeren (eventuell jeder) der beiden Zahlen f{a — 0) und f{a -f- 0).*) 

10. Ist der Bereich x, für welchen y =. /“(a:) als eindeutige Funktion 
definiert ist, nach oben unbeschränkt und liegt nicht der in Nr. 6 behan- 
delte Fall vor, daß lim f(x) (als endlich oder mit bestimmtem Vorzeichen 

45 + *0 

unendlich) existiert, so läßt sich (ähnlich wie zuvor für a; —> a + 0) ein 
oberer und unterer Limes für a; — > cx) in folgender W^eise definieren. Wird 
eine positive Zahl A beliebig groß angenommen, so haben die Funktions- 
werte y für x> A eine im allgemeinen von A abhängige obere und untere 
Grenze: @(y, A) bzw. @(y, Ä), Da ®(y, A) mit wachsendem A niemals 
Munimmt, &(y, A) niemals abnimmt, so existieren die beiden Grenz- 
werte lim @(y, Ä) und lim @(y, A), welche alsdann als oberer und unterer 

Limes von f{x) für x — ► + oo bezeichnet werden, in Zeichen: 

(20) lim f{x) — lim @(y, .4), lim f{x) =■= lim @(y, A).’) 

45-V + OO ^-►4-00 .A-^ + oo 

Analoges gilt für x — oo. 

1) Der Fall, in welchem beide Hauptlimiteg in den einen — oo oder cx) zu- 
sammenfallen, wurde bereits in Nr 3 erledigt 

2) Unter diese Rubrik gehört auch der früher behandelte Fall, daß f{a — 0) 
und f{a + 0) beide existieren^ aber verschieden sind. Da in diesem Falle f{a — 0) 
an die Stelle Ton f{fl — 0) und f{a — 0) tritt, ebenso /*(a -j- ü) an die Stelle von 
f{ß 0) und f{a -f 0), so ist auf Grund der im Text gegebenen Definition lim fix) 

X 

gleich der kleineren, lim f{x) gleich der größeren der beiden Zahlen f{a — 0) und 

* -Va 

/*(a -f 0). 

8) Auch dieser Fall kann (vgl S 40, Fußn. 1) durch die Substitution 

X ■■ — auf den zuvor behandelten x — > a -f 0 zurückgeführt werden. 

X — a 
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§ 6. Stetige Funktionen: verschiedene Formen der Stetigkeits- 
bedingung. — Unstetigkeitsstellen. — Stetigkeit des absoluten 
Betrages einer stetigen Funktion. Stetigkeit von Funktionen^ 
die aus stetigen Funktionen zusammengesetzt sind. 

1. Der Bereich \x} sei jetzt in dem Sinne ein stetiger, daß er aUe 
Zahlen eines abgeschlossenen Intervalls X] umfaßt. Die Funktion 
f{x) sei für jede Stelle dieses Bereiches, allenfalls mit Ausnahme einer 
endlichen Anzahl^ als bestimmte Zahl definiert. Alsdann gilt die folgende 
Definition ^): 

Die FunHion f{x) heißt stetig für x a oder auch an der 
Stelle (im Punkte) a, wenn die folgenden zwei Bedingungen er- 
füllt sind: 

(I) f{a) ist eine bestimmte Zahl, 

(II) \\mf{x)^f{a), 

X -^OL 

anders geschrieben: f{a — 0) »» /‘(a) /“(a + 0). 

Besteht die Bedingung von der Form (II) nur für den linken oder 
rechten Grenzwert, ist also 

nur: f(a — 0) =* f(a) 

oder nur: f(a + 0) — f(a), 

so heißt f(x) nur nach links (oder rückwärts) hzw, nach rechts 
(oder vorwärts) stetig. 

Eine iür x ^ a schlechthin stetige Funktion ist also daselbst sowohl rück- 
wärts als vorwärts stetig. 

Auf Grund der in Nr. 5 des vorigen Paragraphen gegebenen Defini- 
tion von lim f{x) (s. a. a. 0. 61.(9), üngl. (10)) und mit Berücksichtigung 

x-^a 

des Umstandes, daß in dem vorliegenden Zusammenhänge der Wert 
nicht mehr ausgeschlossen zu werden braucht, läßt sich die Bedingung 
(II) durch die folgende ersetzen*): 


1) Eb hat keine beBondere Schwierigkeit, diese Definition auf den Fall aus- 
zudehnen, daß der Definitionsbereich von x kein stetiger ist. Das gleiche gilt auch 
mutatis mutandis von den meisten aus jener Definition resultierenden Folgerungen 
Da aber die fragliche Erweiterung des Stetigkeitsbegriffes nur für Untersuchungen 
in Betracht kommt, die völlig abseits von den hier vorliegenden Zielen liegen, so 
wollen wir zur Vermeidung der damit verknüpften Weitläufigkeiten davon absehen. 

2) Genau genommen ist in der Fassung der Bedingung (II a) auch die Be- 
dingung (1) schon enthalten, da deren Schreibweise nur einen Sinn hat, wenn f{a) 
eine bestimmte Zahl verstellt. 
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Zu jedetn £ > 0 muß ein S>0 existieren, derart, daß: 

(Ila) \fix) — f{a)\ < £ für: 0 ^\x - a' <d, 
anders geschrieben: 

(Ha') \f(a + «■d) — f(a) \ < s für: — 1< «• < 1 ; 

oder auch (vgl. a. a. O. Gl. (9a)) durch die folgende: 

Für jede monoton zu- oder abnehmende Zahlenfolge {xj) mit 
dem Grenzwert lim x^ = a muß die Beziehung bestehen: 

(Hb) - /■(lim a: 

Eine weitere Form der Stetigkeitsbedingnng ergibt sich in folgender 
Weise. Aus (Ha) folgt, wenn man s durch y ersetzt und d nötigenfalls 
entsprechend verkleinert: 

|/^(a:)-/-(o)|< *- 

\fix')-fia)\<± 

und daher: 

(II c) \f(x) — f(x') I < £, wenn: a — d^|®|^oH-d. 

Diese auf Grund ihrer Herleitung zunächst als notwendig erscheinende 
Stetigkeitsbedingung wird aber sofort auch als hinreichend erkannt, da 
es ja freisteht, x^a zu setzen, wodurch die Bedingung (Ua) wieder 
zum Vorschein kommt. Übrigens läßt sich die Bedingungsform (Hc) 
auch ganz direkt aus (II) herleiten, wenn man als notwendige und hin> 
reichende Bedingung für die Existenz eines endlichen Um f{x) das allge- 

»-►a 

meine Konvergenzprinzip (s. § 5, Nr. 7, S.41) in Anspruch nimmt. Ferner 
gestattet sie noch die folgende, für gewisse Zwecke wertvolle Umformung. 

Die Funktion f{x) ist für die bezeichnete Umgebung der Stelle a 
sicher beschränkt (da aus Ungl. (Ila) folgt: \f{x)\ < \ f{a)\ + s), sie besitzt 
daselbst eine bestimmte obere und untere Grenze bzw. g^. Es gibt 
dann ein solches f{x) bzw. f{x), welches dem bzw. g^ zum mindesten 
bdiebig nahe kommt, so daß also die Differenz f{x) — f{x') sich beliebig 
wenig von der „Schwankung'^ Gß-— g^> 0^) unterscheidet, man 

also mit Sicherheit setzen kann: 

Dann folgt aber aus Ungl. (II c) 

(Ud) D, < 2£, 


wenn: a — S ^ j* | ^ a + d, 


1) Der Fall D^ = 0 erledigt sich ohne weiteres 
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in Worten: Ist f{x) an der Stelle a stetig, so wird die Schwankung 
von fix) für ein hinlänglich Meines Intervall (a — d, a + dl beliebig Mein, 
Die Bedingung (II d), die hiernach zunächst als notwendig für die 
Stetigkeit von fix) an der Stelle a erscheint^ erweist sich aber (in Ver- 
bindung mit (I)) ohne weiteres auch als hinreichend. Denn aus (II d) folgt 
a fortiori, daß: 

\f(x) — fix') \<2e, wenn: o — + 


abgesehen von dem sachlich belanglosen Auftreten von 2^ an Stelle von 
B, übereinstimmend mit üngl. (II c). 

Unstetig heißt fix) für a: =- a, die Stelle a selbst eine Unstetigkeits- 
stelle (ein Unstetigkeits- oder Diskontinuitätspunkt), wenn mindestens eine 
der oben mit (I) und (II) bezeichneten (bzw. mit (II) gleichwertigen) Be- 
dingungen nicht erfüllt ist. Dies findet also insbesondere allemal statt, 
wenn fix) für x ^ a nicht definiert ist, wenn lim fix) uyiendlich ausfällt 
oder nicht existiert,^) 

2. Beispiele. 1) fix) *=• Man hat für jedes ganzzahlige n^2*): 

-f aa;"“* H + a**~*a: + 

a; — a ' ' 


Wird r>\a\, im übrigen beliebig groß fixiert und \x\<ir angenommen, 
so folgt: 

1^^ — a"| <'x — a\ nv^^\ 


also: 


ja:" — a’*| < E für: ja; — a < d =* * 

nv 


Somit ist a?” stetig für jedes endliche x ä. 

2) fi^) =» Iga: (ai > 0). Nach I^, § 34, üngl. (3) (S. 206) hat man 
für a: > a > 0: 

0 < lg® - Igo = Ig-J = lg(l + 
und für 0 < a; < a: 

0<lgo-lg®-lg^-lg(l + ?^)<“^*. 


Wird X nach unten so eingeschränkt, daß a; > ~ , so findet man m jedem 
der beiden Fälle: 

|ig»-ig«j < -ä i®-»i 


< € für: |a: — a| < d « ^ • 


1) Ein Beispiel dieser letzten Art s. S. 68, Fußn. 1). 

2) Für n » 0 und n — * 1 ist die Stetigkeit von vornherein evident. 
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§ 6. Stetige Funktionen: Unstetigkeitsstellen 
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3) fix) ^ X — Eix) (x^O), wo Eix) die in Fußu. 1), S. 42 an- 
gegebene Bedeutung hat. Die Funktion ist schlechthin stetig für alle 
nicht ganzzahligen x (dies gilt ins])esondere auch dann, wenn x einer 
ganzzahligen Stelle von links her beliebig nahe kommt). Für ganzzahlige 
X = a \st f{x) nur vonvärts stetig (rüchwärts unstetig), also schließlich 
ausnahmslos vorwärts stetig. Die „Kurve‘^ y fix) besteht aus periodisch 
sich wiederholenden geradlinigen Stücken, die bei jedem ganzzahligen 
Punkte a der Abszissenachse beginnend unter einem Winkel von 45® 
aufsteigen und bei x ^ a + \ wieder zu diesem Punkte der Abszissen- 
achse zurückspringen, um den gleichen Verlauf von neuem zu beginnen. 

4) Für die in Nr. 5 des vorigen Paragraphen (S 39, Fußn. 3) ange- 
führte Funktion: 


ergab sich: 


fix) = (1 - x^) • lim - 


lini /‘(j;) == 1, dagegen: /*(0) = 0 


Die Funktion ist also an der Stelle x unstetig. Sie wird aber da- 
selbst stetig, wenn man nur den einen Funktionswert /“(O) dahin ahändert, 
daß man /'(O) «== 1 setzt. Man bezeichnet Unstetigheiten dieser Art, d h. 
solche, bei denen zwar /*(a — Ü) == f{a 0), aber 4“ /‘(a), so daß die 
Unstetigkeit durch bloße Abänderung von /*(«) beseitigt werden kann, als 
hebbare, 

5) Die gleichfalls schon in Nr. 5 des vorigen Paragraphen S. 39, 
Fußn. 4) angeführte Funktion: 

1 

fix) - r*’ 

liefert ebenfalls für a; — ► + 0 den nämlichen Grenzwert: lim f{x) = 0, 

unterscheidet sich aber insofern von dem unmittelbar zuvor angeführten 
Beispiel, als hier /*(0) überhaupt nicht definiert ist. Man pflegt in einem 
solchen Falle, der ja im Gegensatz zu dem vorigen bezüglich der Defini- 
tion von fiO) von vornherein volle Freiheit läßt, ein für allemal fiO) 
durch den Wert lim zu definieren und auf diese Weise die Funktion 

an der betrefienden Stelle zu einer stetigen zu machen. Im Grunde ge- 
nommen handelt es sich auch hier um eine hebbare TJnstetigheit, die aber 
gewöhnlich von vornherein beseitigt und demgemäß gänzlich ignoriert 
zu werden pflegt. Hierher gehören namentlich die Fälle, in denen /*(a) 

eine der Formen ^ ^ , oo — oo u. a. annimmt, z B. 

f{x) = ^ Z 1 > Al) ^ 9 (®- § 37, Gl. (38), S. 236). 

Pringsheim, Vorlesungen II, 1. 4 
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fix) -=* — — , also: f(a) = c» — oo, 

lim f(x) — lim ^ — lim (r + a) — 2a, 

6) f(x) = — lim f(x) — 1, lim f(z) — 0, f(0) nicht definiert. 

. — x-> — 0 x-»> + 0 

1 + 

3. Gleichzeitig mit der Funktion f{x) ist auch deren absoluter Be- 
trag fix)\ für x » a stetig. Dies folgt unmittelbar aus der Ungleichung: 

(1) ll/’Wl-l/’C^Ml^l/W -/•(«)! 

oder auch aus der Beziehung: 

(2) lim \f{x ) I - i lim f(x)l - jf(a) j . 

Dagegen darf selbstverständlich aus der Stetigkeit von lf(x)' nicht um- 
gekehrt auf diejenige von f(x) geschlossen werden. Ist z. B. f(x) — x 
für alle rationalen^ dagegen f\x) — — a; für alle irrationalen x, so ist f(x) 
an Jeeiner von 0 verschiedenen Stelle^) stetig^ während f{x) =\x\ aus- 
nahmslos stetig ist. 

4. Die in Nr. 7 des vorigen Paragraphen angegebenen Regeln für 

das Reclmen mit Grenzwerten setzen uns iii den Stand, im Anschluß an 
die Stetigkeitsbedingung (II) aus der Stetigleit einer Anzahl von Funk- 
tionen /*, {x\ /*, (x), • • ; (x) für x=-a die entsprechende Stetigkeit einer 

aus diesen rational zusammengesetzten Funktion zu erschließen. Es sei 
etwa yj ein regionaler Ausdruck in yj, y,, . . y„ und: 

F{x) - /•*(«), . . /;(«)), 

also speziell: F{a)-„R ^ (o), . . f„ (a)) , 

mit dem Zusätze, daß die Rull nicht als Nenner rorkommt, also F(a) 
eine bestimmte Zahl yorstellt. Nach 61. (14) des vorigen Paragraphen 
(S. 42) ergibt sich sodann: 

(3) lim F(x)’„R (lim f^ix), lim (x), . . lim (x)) 

x->a 'x->a * x->a * ' ' x->a 

— ü(/i(a), f,(o), . ,/;(o)) 

d. h. F {x) ist an der Stelle a stetig. 


1) Eb verdient bemerkt zu werden, daß f{x) für aj==0 als stetig zu gelten 
hat, denn man hat neben: 

A 0)-0 

aucn: 


lim f(x) «s lim ( + ä) 0 . 

x-> + 0 x->0 


Es existiert also hier ein emsiger^ somit völlig isolierter Stetigkeitspunkt (was mit 
den „populären^* Stetigkeitsvorstellungen in völligem Widerspruch stehen dürfte). 
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Daraus folgt insbesondere, daß für x ^ a gleichzeitig mit 
f^ipc) auch die Summen und Produkte: 

fl (^) ± /i (^) ± ' • • ± /*« W 

fl ( (^) • • • f» («) 
und die reziproken Werte: 

m-m f.“« (“"«i /■.(»)+<)). 

also auch beliebige Qmtienten\o\id\XTLgen stetig sind. 

Hiernach ist jede ganze rationale Funktion: 

g{x) =- 6o + H 

für jedes endliche x stetig, ebenso jede gebrochene rationale Funktion: 

&0 + &1 a; + ♦ ■ -f a;“ 

mit Ausnahme derjenigen Stellen x, für welche der Nenner Null ist. 

5. Ein anderer häufig nützlicher Satz zur Feststellung der Stetigkeit 
einer aus stetigen Funktionen zusammengesetzten Funktion ist folgende: 

Ist y ^ q) (x) stetig für x ^ a und zwar: q) (a) = b, ist so- 
dann z f{y) stetig für y so ist f{<fp{x)) eine für rr ==* a 
stetige Funktion von x, so daß also: 

(4) hm f {q> (x)) ^f{q> (a)) . 

x-^a 

Beweis: Infolge der Stetigkeit von f{y) für y hat man nach 
(Ila') bei beliebig kleinem £ > 0 und passend gewähltem d'> 0: 

(5) f für: 

Andererseits muß infolge der Stetigkeit von q> {x) für x ^ a ein 
d > 0 sich so fixieren lassen, daß: 

(6) I 9 (a 4 -fid) — q> (a) | < d' für: — 1 < ^ < 1 . 

Hieraus folgt wegen g)(a) = 6: 

6 — d' < 9 (o 4 ^d) < 6 4 d'. 

Setzt man also für beliebige des Intervalls — 1 < 0* < 1 : 

(7) q>{a + d'd) =^b + ^'d', 

so gehört 0-' sicher dem Intervall: — 1 < 0‘'< 1 an. Alsdann läßt sich aber 
die Ungleichung (5) durch die folgende ersetzen: 

(®) + '^d)) — /’(g?(a))| < f für: — !<-&•< 1, 

welche in der Tat aussagt, daß f{q)ix)) eine für x = a stetige Funktion 

4 * 
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von Xj so daß also schließlich, vrie behauptet: 

lim f{fp (X)) - Im f{ip (fl, + «•d)) - f{^ (a)) . 

(Beispiel: Ist g{x) eine ganze rationale Funktion, so ist Iggipc) eine 
stetige Funktion für jedes der Bedingung g(x) > 0 genügende endliche x.) 

§ 7. Haupteigenschaften der in einem Interyall stetigen Funktionen: 
Existenz eines realen Maximums und Minimums, gleichmäßige 
Stetigkeit, Lfickenlosigkeit, Tollständige Bestimmtheit einer ste- 
tigen Funktion durch eine Teilmenge ihrer Werte. 

1. Es sei f(x) eindeutig definiert und stetig „im IntervalV^ [x^^ X] 
(d. h. schlechthin stetig für jeden Innenpunkt, für Xq vorwärts, für X rück- 
wärts stetig). Dann hat zwar f{x) für jedes einzelne x des Intervalls einen 
bestimmten endlichen Wert Daraus allein würde aber noch nicht folgen, 
daß f{x) im Intervall [x^, X] beschränkt ist (vgl § 4, Nr. 8, S. 33). Dies 
geht indessen auf Grund der a. a 0. gemachten Aussage aus dem Um- 
stande hervor, daß f{x), wie die Stetigkeitsbedingung (II a) des vorigen 
Paragraphen (S. 47) unmittelbar erkennen ließ, in der Umgehung^) jeder 
einzelnen Stelle beschränkt sein muß. 

Hiernach besitzt also zunächst eine im Intervall [x^, X] stetige 
Funktion f{x) daselbst eine endliche obere Grenze G und eine endliche 
untere Grenze g. Darüber hinaus gilt aber noch der folgende Satz: 

Es gibt stets eine bzw, eine erste Stelle A, für welche 
f{Ä) =« G, ebenso eine bzw. eine erste Stelle a, für welche 
f(a)^g. Eine im Intervall [Xq, X] stetige Funktion besitzt 
also daselbst mindestens ein reales Maximum und ein reales 
Minimum. 

Beweis. Nach dem Satze von § 4, Nr. 6 (S. 31) gibt es eine bzw. 
eine erste Stelle A von der Beschaffenheit, daß f{x) für eine beliebig 
kleine Umgebung von A die obere Grenze G besitzt. Infolge der Stetig- 
keit von f(x) hat man nach Annahme eines beliebig kleinen £ > 0 und 
passender Wahl von d > 0: 

(1) \fix)-aA)\<s für \x^A\<d.^) 


1) Dabei kommt als „Umgehung** für die Stelle nur die rechtsseitige, für 
die Stelle X nur die hnJcsseitige Nadhharschaft , also ein Intervall von der Form: 
«0 < a: < Äo + d bzw X — 6 <^x< X in Betracht. 

2) Im Falle A^Xq oder ^ » X ist die Bedingung | d? — A |< d im Sinne 
der vorigen Fußnote zu modifizieren. 
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Andererseits müssen unter den der Bedingung \ x — A\<id ge- 
nügenden Stellen x solche vorhanden sein, für welche: 

(2) |ö-/-(a:)|<c. 

Durch Kombination von Ungl. (1) und (2) ergibt sich daher: 

(3) \a-aA)\<2a. 

Da aber f{Ä) eine bestimmte Zahl vorstellt und es andererseits freisteht, 
£ unbegrenzt zu verkleinern, so muß geradezu sein: 

(4) \G-f{Ä)\^0, also: f^Ä) G , 

Die Funktion f{x) hat also an der Stelle a? =« -4 das reale Maximum G 
(und zwar eventuell das erste dieser Art). 

Ganz analog ergibt sich die Existenz eines (bzw. eines ersten) realen 
Minimums f(a) =*» g. 

2. Ist f(x) stetig für a: = a, so läßt sich (nach § 6, Nr. 1, Dngl. (II d) 
S. 47) jedem £ > 0 ein d > 0 so zuordnen, daß die Schwankung Yonf{x) 
im Intervall [a — d, a + dj kleiner als £ ausfällt. 

Nun sei f{x) stetig im Intervall X] (d. h. bezüglich der Stellen 
und X in dem Sinne, wie am Anfang von Nr. 1 festgesetzt wurde). 
Dann läßt sich zunächst analog nach Annahme eines € > 0 von aus ein 
Intervall \x^^ nach rechtSy von X aus ein Intervall [X, X'] nach links 
derart abgrenzen, daß in jedem derselben die Schwankung von f {x) kleiner 
als £ ausfällt. Für jede Stelle x des nunmehr aus lauter Jnwewpunkten Von 
[a;Q,XJ bestehenden Intervalls [x^yX'] existiert alsdann eine (zweiseitige) 

Umgebung \x — --y ^ J (also von der Länge d), für welche die 

Schwankung von f {x) unter £ herabsinkt. Dieses d, oder genauer gesagt, 
die jedesmalige obere Grenze d (von d), wird im allgemeinen gleichzeitig 
mit X veränderlich sein (wie ja insbesondere für x = Xq und x ^ X' un- 
mittelbar einleuchtet, je näher man Xq an x^y X' an X heranrücken läßt). 
Und es wäre denkbar y daß jenes d bei der Annäherung von x an irgend- 
welche /nnenpunkte x' unbegrenzt abnehmen könnte (ohne deshalb für 
x=»x' die untere Grenze 0 zu erreichen y was ja auf Grund der für f{p^) 
bestehenden Stetigkeitsvoraussetzung ausgeschlossen ist). Es ist nun für 
gewisse Schlußfolgerungen wichtig festzustellen, daß dieser Fall nicht ein- 
treten kann, daß vielmehr stets Intervallängen d vorhanden sind, die für 
jedes beliebig herausgegriffene Intervall von der Länge d die Sicherheit 
bieten, daß die Schwankung daselbst unter das vorgeschriebene £ herab- 
sinkt 

Wir schicken dem Beweise dieser Behauptung die folgenden Be- 
merkungen voraus. Ist 2) = 6r — die Schwankung von f {x) in irgend- 
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einem Intervall o;,] und wird dieses in zwei Teilintervalle zerlegt, so 
kann in keinem der Teilintervalle die obere Grenze von f{x') größer als 6r, 
die untere Grenze Meiner als g ausfallen. Somit ist die Schwankung in 
jedem der Teilintervalle höchstem gleich D. 

Werden umgekehrt zwei aufeinanderstoßende Intervalle [x^y 
x^y in denen die Schwankungen J), = öj — g^ und D, = G^— g^ 
auftreten, zu einem einzigen vereinigt und bezeichnet man sodann mit 
Xy x' zwei ganz beliebige Stellen des Oesamtintervalls, so hat man, falls 
beide Stellen x\ x' einem der beiden Teilintervalle angehören: 

(5a) I f{x) - f{x'') 1 ^ D, oder D, . 

Gehören sie dagegen verschiedenen Teilintervallen an, etwa x' dem ersten, 
x'^ dem zweiten, so kann man setzen: 

I /■(«') - f{^") I = I (/■(•»') — /■(«*)) + (/■(^t) — /‘(^")) I 
^ 1 /■(*') - Aa-,) I + I /■(X,) - fix") I , 

also, da jedem der beiden Teilintervalle angehört: 

(5b) \f{x)-f{x')\^D^ + I)„ 

eine Ungleichung, die in den durch Ungl. (5a) charakterisierten Fällen 
a fortiori erfüllt ist. Hiernach ergibt sich, daß die Schwankung von f{x) 
in dem zusammengesetzten Intervalle höchstens gleich sein kann, 

wenn die Schwankungen in den Teilintervallen mit Z), bezeichnet 
werden. 

3. Mit Benützung dieser Bemerkungen beweisen wir jetzt den fol- 
genden Satz: 

Ist f{x) stetig im Intervall [x^, X], so gehört zu jedem « > 0 
ein d> Oy derart daß für jedes beliebige aus [Xq, X] herausgegriffene 
Intervall von der Länge die Schwankung von f{x^ kleiner als 
€ ist. Man bezeichnet diese Eigenschaft damity daß man sagt, jede 
in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion sei darin 
gleichmäßig stetig. 

Beweis. Die Länge des Intervalls [x^y X] (also die Strecke 
XoX — X — j:q) werde mit A bezeichnet, während das Zeichen D generell 
für Schwankung gebraucht werden soll. NTach Vorgabe eines bestimmten 
« > 0 wird zunächst das Intervall [x^, X] durch Halbieren in zwei Teil- 
intervalle von der Länge \ A zerlegt. Jedes dieser letzteren wird wiederum 

halbiert, soweit es nicht bereits der Bedingung D< ^ genügt, und jeden- 
falls zunächst in dieser Weise solange fortgefahren, bis ein oder mehrere 
Teilintervalle auftreten, welche die obige Bedingung erfüllen: wegen der 
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SteHgieit von f(x) muB dieser Fall ja schließlich einmal eintreten^), zum 
erstmmtX etwa bei dem Halbierungsprozeß, also bei der Intenrall* 

länge Diejenigen Intervalle, in denen jetzt 2) < y, werden von 

der weiteren Unterteilung ausgeschlossen, die übrigen in analoger Weise 
weiter behandelt. Wir behaupten nun: man muß nach einer hegreneten 
Anzahl solcher Halbierungsprozesse zu einer Zerlegung in Teilintervalle 

gelangen, derart, daß in jedem die Bedingung D < ~ erfüllt ist. 

Denn angenommen, dies wäre nicht der Fall, so müßte wenigstens 
ein Teilintervall J?j'] mit einer Schwankung D ^ * und im übrigen 

von folgender Beschaffenheit existieren. Wird [x^ , wieder halbiert, 
so ist wenigstens in einer der beiden Hälften, möglicherweise in beiden, 

wieder weiterer Fortsetzung des Halbierungspro- 

zesses (wobei allemal diejenigen Teilintervalle, für welche das gewünschte 
Ziel D < y erreicht ist, von der weiteren Teilung ansgeschlosseu wer- 
den) bleibt immer wieder mindestens ein Teilintervall übrig, in welchem 
J9 ^ y • Es würde sich auf diese Weise mindestens eine unbegrenzte Folge 

ineinandergeschachtelter Intervalle [arj, x^]^ [x^, x^']y . . «?/], . . . 
von unbegrenzt abnehmenden Längen ergeben, derart, daß in jedem der- 
selben D ^ y bliebe, und diese Intervallfolge würde gegen einen be- 
stimmten Punkt x' konvergieren. Jede nocft so kleine Umgebung von x* 
würde aber alle Intervalle [x^, x^'] von einem hinlänglich großen v an in 
sich enthalten^ also eine Schwankung J9^y auf weisen, was der voraus- 
gesetzten Stetigkeit widerspricht. Somit war die gemachte Annahme un- 
müässig. 

Man gelangt also bei einer begrenzten Anwendung des angegebenen 
Verfahrens, etwa bei dem Halbieriingsprozeß zu einer Zerlegung des 
Intervalls [x^y X] in eine Anzahl von Teilintervallen verschiedener 

Länge: (j)"*A, . . ., (j)"A, derart, daß in jedem derselben -D < -| ist. 
Setzt man jetzt die kleinste Vorkommende Intervallänge (j)”^ « d und 

1) Da f{g^) an der Steile vorwärts stetig ist, so gibt es ein >> 0, derart, 

daß im Intervall -f d^] die Bedingung D < — erfüllt ist. Sie gilt somit 

z 

für das Intervall [äo, x^ -f (y)*"AJ, sobald (■j)’"A^do. Eine analoge Schlußweise 
gilt auch für die zweiseitige Nachbarschaft eines jeden bei dem Halbierungspro- 
sesse auftretenden Teilpunktes. 
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greift aus dem Intervall X] irgendein Teilintervall von der Länge 
^ d heraus, so fällt dasselbe entweder ganz in eins jener früheren Teil- 
intervalle, dann wird aber daselbst 2) < ~ • Oder es fällt in zwei he- 
nadhharte jener Teilintervalle, dann wird: 2) ^ ~ 

Man kann dieses Ergebnis auch so ausspreehen: Das Intervall [rr^, X] 
läßt sich in eine endliche Anzahl von Teilintervallen (nämlich solchen, 
die keiner anderen Bedingung zu genügen brauchen, als von einer Länge 
^ d zu sein) zerlegen, derart, daß in jedem die Schwankung < b ausfällt. 

4. Bedeutet irgendeine bestimmte Stelle des Intervalls X], 
in welchem wiederum f(x) als stetig vorausgesetzt wird, so geht aus der 
daselbst gleichmäßig erfüllten Stetigkeitsbedingung: 

(6) \f(x) — f{x^)\<£ für: \x-x^\^d, 

zunächst nur soviel hervor, daß gleichzeitig mit \x — x^ I auch /■(a:i)| 

unbegrenzt verJdeinert werden kann. Ist sodann x^ eine andere Stelle des 
Intervalls {x^^ X], etwa x^'> x^ und zugleich so kann man 

auf Grund von üngl. (6) zwar schließen, daß zu allen möglichen Zahlen x^ 
die das Intervall [x^, x^ vollständig erfüllen^ solche Zahlen f{x) gehören, 
die im Intervall [f{x^\ üherall dicht liegen. Dagegen würde noch 

keineswegs ohne weiteres folgen, daß die Werte von f(x) sich auf alle 
Zahlen des Intervalls fix^)] erstrecken müßten, daß insbesondere, 

wenn x monoton zunehmend alle Zahlen von x^ bis x^ durchläuft, nun 
auch f{x^ mit f(x^ beginnend und mit f{x^ endigend auch alle zwischen 
diesen beiden Zahlen liegenden Zwischenwerte annehmen müßte. Es wäre 
z. B. sehr wohl denkbar, daß f(x) bei diesem Vorgänge, abgesehen von 
den Werten nur alle irrationalen Werte des Intervalls 

/^(^»)] anzunehmen brauchte (deren Menge ja dieselbe Mächtig- 
heit besitzt, wie das Zahlenkontinuum [x^, 3 ^ 2 ] ^))* E® gezeigt 

werden, daß derartige Fälle nicht eintreten können, daß vielmehr f(x) 
wirklich jeden Zwischenwert annehmen muß. Hierzu beweisen wir zu- 
nächst den folgenden Spezialfall des fraglichen Satzes: 

Nimmt die im Intervall [Xq, X] stetige Funktion sowohl po- 
sitive als negative Werte an^ so gibt es im Intervall mindestens 
eine bzw. eine erste Stdle a, für welche /’(«)=* 0 ist 

Beweis. Infolge der gleichmäßigen Stetigkeit von f{x) läßt sich 
jedem £ > 0 ein d > 0 so zuordnen, daß für Zahlen Xy welche dem 
Intervall [x^, XJ angehören: 

(7) faUs: \x-x'\^ö. 


1) Vgl. I,, § 103, S 779. 
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Bestimmt man jetzt eine natürliche Zahl n so, daß ~ (X — ^ d, und 

zerlegt das Intervall [Xq, X] in n gleiche Teilintervalle, so muß entweder 
mindestens ein Intervall vorhanden sein, in welchem f{x) sowohl positive 
als negative Werte annimmt; oder es gibt zwei aneinanderstoßende Inter- 
valle von der BeschaflFenheit, daß f{x) in dem einen Intervall durchweg 
^ 0 , in dem andern ^0 ist.') Es gibt si\BO positive Werte f{x) und nega- 
tive f{x')y für welche im ersten Palle Ungl. (7) besteht, während in zweiten 
Palle an deren Stelle die folgende tritt (s. Ungl. (5 b) S. 54): 

(8) !/•(*') -/■(*")!< 2a. 

Da aber f(x) und f{x') entgegengesetztes Vorzeichen haben, so folgt 
aus (7) und (8) a fortiori: 

(9) I f{x') I < B bzw. I f(xf) \<2 b. 

Hiernach nimmt also | f(x) | unter anderen Werten beliebig Meine an, hat 
also die untere Grenze Null, Alsdann gibt es aber infolge der Stetigkeit 
von I f{£) I im Intervall [xq, X] nach dem Satze von Nr. 1 mindestens eine 
bzw. eine erste Stelle a, für welche \f{a)\ — 0 , also auch f(a) ^ 0 wird. 

5. Sind jetzt x^y x^ zwei beliebige, insbesondere beliebig nahe gelegene 
Stellen des Stetigkeitsintervalls [x^y X], ist ferner f{x^=^f{x^ und b 
eine beliebige zwischen f(xf) und f{x^) gelegene Zahl, so wird diePunktion: 

F{x)^f{x)^b 

für X ^ x^ und x^ x^ Werte entgegengesetzten Vorzeichens amiehmen, es 
gibt also eine bzw. eine erste Stelle a zwischen Xi und Xg, für welche 
F(a) = 0, d. h. f{a)^b wird 

Hieraus ergibt sich der folgende Satz (sog. Zwischenwertsatz): 

Ist f{xf) =4* so muß die im Intervall [x^, stetige 
Funktion fix) daselbst auch jeden Zwischenwert des Intervalls 
anndimen. 

1) Die Stelle a\ an welcher die beiden Intervalle aneinanderstoßen, ist dann 
offenbar eine Nulhtelle für f{x). Denn wäre f(a') > 0, so hätte man nach Annahme 
eines positiven «</(a) für eine gewisse Umgebung der Stelle a': 

— 8 < f{x) — f{a) < s, also: f{x) > f(d) — e > 0, 

was der Voraussetzung widerspricht. Ebenso würde ans der Annahme f{a)<^0 
sich ergeben, daß dann auch für eine gewisse Umgehung der Stelle d sein müßte: 

Somit bleibt nur die Möglichkeit: /'(a')=»0. Doch ließe sich auf diesem 
Wege nicht die Existenz einer ersten Nullstelle beweisen Denn abgesehen davon, 
daß ja der vorliegende.Fall überhaupt nicht einzutreten braucht (statt dessen nur 
der im Text als erster Fall bezeichnete), so kann ja f{x) auch = 0 werden , ohne 
beim Durchgang durch 0 das Vorzeichen zu ändern. 
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Zugleich führt die V er bindung mit dem Satze von Nr. 1 zu folgender Fassung : 

Eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige FunJction 
erreicht außer ihrer oberen und unteren Grenze atich jeden Zwi- 
schenwert an mindestens einer bzw, einer bestimmten ersten 
Stelle, 

6. Auf Grund des vorletzten Satzes besitzt also eine von der stetigen 
Veränderlichen abhängige, im Sinne der in Nr, 1 des vorigen Paragraphen 
gegebenen Definition stetige Funktion, dieselbe Art von ^^Lüchenlosiglceitf^j 
wie die unabhängige Veränderliche Xy also diejenige Eigenschaft, welche 
in § 3, Nr. 4 (S. 22) geradezu als Stetigkeit der Menge der reellen Zahlen 
bezeichnet wurde. Es verdient aber hervorgehoben zu werden, daß, ent- 
gegen einer naheliegenden, aber unzureichenden Vorstellung jene XücAren- 
losigkeit einer Funktion, keineswegs allemal ihre (von uns in anderer Weise 
wohldefinierte) Stetigkeit nach sich zieht.^) Dies ist allerdings für eine 
Stelle x^ sicher dann der Fall, wenn f(x) für eine beliebig kleine Um- 
gebung von Xi sich monoton verhält (dabei nicht notwendig links und 
rechts von x^ in demsdben Sinne). Wird z. B. angenommen, daß f{x^ 
rechts von x^^ gleichzeitig mit x monoton zunimmt zum mindesten bis zu 
einem gewissen Werte -f a (wo a>0), wird sodann £>0 beliebig 
klein, jedenfalls ^ a vorgeschrieben, so existiert unter Voraussetzung der 
Lückenlosigkeit von f {x) ein bestimmtes d > 0, derart, daß 
(10) + 
also: 0 < /■(a?! + d) — /■(a:,) — f 

und daher für 0 < <9' < 1, mit Rücksicht auf die Monotonie von fix): 
(11) 0 ^/•(a:, + ^d) -/•(*,) 

d. h. fix) ist an der Stelle x^ vorwärts stetig. 

1) Ein einfaches Beispiel in geometrischer Form ist das folgende. Man teile 
die Strecke 01 der a;- Achse durch Einschaltung der Teilpunkte . . ., A , • • • 

in eine unendliche Folge von Teilstrecken, welche also (von rechts beginnend) die 
Längen ..., haben, und errichte über jeder ein gleichschenkliges 

Dreieck von der Höhe 1. Durch die Ordinaten y des so entstehenden Strecken- 
Zuges ist eine Funktion y = f{x) für jede Stelle des Intervalls definiert, 

wenn man noch hinzufügt, daß für auch ^«-0 sein soll. Die für rc]>0 

durchweg stetige Funkt. on wird für x^O (nach rechts) unstetig, da lim nicht 

*-►+0 

existiert, vielmehr Im /'(j;) = o, lim f{x) »1 ist. Nichtsdestoweniger verläuft sie 

in der rechten Nachbarschaft von x^O durchaus lückenlos, da sie in jedem noch so 
kleinen Intervall jeden Vf eti von 0 bis 1 (unendlich oft) annimmt Über 

die Möglichkeit, eine derartige Funktion durch einen arithmetischen Ausdruck 
darzustellen s § 18, S. 126, Fußn. 2); daselbst auch ein anderes Beispiel dieser Art 
S. 128, Gl. (17) 
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Wörde f(^x) rechts Ton monoton abnehmen, so braucht man nur 
zu beachten, daß dann die Funktion (— f {x)) daselbst monoton mmimmt 
und daß andererseits gleichzeitig mit {—fix)) auch f(x) stetig ist. 

Das analoge Resultat ergibt sich bezüglich der Rüciwärtsstetigkeit, 
falls f(x) linlcs von x^ monoton verläuft. 

Daraus folgt, daß die Funktion f(x) für x x^ schlechtiiin stetig ist, 
falls sie auf beiden Seiten monoton nnd zugleich lückenlos verläuft. 

Wir bezeichnen ferner eine Funktion f{x) als abteilungsweise monoton 
in einem Intervall \x^j X], wenn das letztere sich in eine endliche An- 
zahl von Teilintervallen zerlegen läßt, derart, daß f{x) in jedem einzelnen 
mmoton ist. Dabei soll ausdrücklich zugelassen werden, daß f{x) auch 
streckenweise weder zu- noch abnimmt. Da aber A\q Stetigkeit einer Funktion 
f{x) für jede Stelle x^^ in deren Umgebung sie konstant ist, von vorn- 
herein feststeht, so ergibt sich schließlich der folgende Satz: 

Eine in einem Intervall \x^, X] zum mindesten abteilungs- 
weise monotone und lückenlose Funktion ist daselbst ausnahmslos 
stetig. 

Die zur Herleitung dieses Resultats benützte Schluß weise (s. Gl. (10), 
üngl. (11)) wird hinfällig, wenn die Funktion f{x) in irgendeinem Inter- 
vaU nicht mehr abteilungsweise monoton ist, wenn sie daselbst also unendlich 
oft vom Zunehmen zum Abnehmen übergeht und umgekehrt, was dann 
auf Grund bekannter Schlußweise mindestens in einem Teilintervall von 
beliebiger Kleinheit, also schließlich in der Umgebung mindestens eines 
bestimmten Punktes x.^ stattfinden muß. Zwar kann auch in diesem Falle 
die Stetigkeit von f{x) noch erhalten bleiben.^) Doch braucht dies, wie 
bereits bemerkt, nicht mehr der Fall zu sein, selbst wenn f{x) in der 
Umgebung der Stelle x^ durchaus lückenlos verläuft. 

7. Eine bemerkenswerte Eigenschaft stetiger Funktionen ist schließ- 
lich noch in dem folgenden Satze enthalten: 

Stimmen die Werte zweier im Intervall X] stetiger Funk- 
tionen fi{x)j f^{x) für irgendeine dasdbst überall dichte Punkt- 
menge {a;'}*) überein, so sind die Funktionen identisch. 

Beweis. Setzt man /i(x) — f^ipo) — g>{x), so ist tp{pc) eine im Inter- 
vall {x^y X] stetige Funktion, welche für alle Stellen der Menge [x] den 
Wert 0 hat. Bedeutet dann x^ eine ganz beliebige, der Menge [x] nickt 
angehörige Zahl des Intervalls [x^, X], so muß diese eine Häufungsstelle 

1) Um hierfür ein Beispiel zu gewinnen, braucht man das in der vorigen 
Fußnote angegebene nur dahin abzuändem, daß man über den einzelnen Teilstrecken 
gleichseitige Dreiecke errichtet. 

2) Z. B. die Menge aller rationalen Zahlen oder auch nur aller endlichen 
Dezimalbröche des betreffenden Intervalls. 
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der (ja überall dicht liegenden) Zahlen x' sein. Es lassen sich daher aus 
der Menge [x') monotone Folgen {^/} von der Beschaffenheit heraus- 
heben, daß lim Infolge der Stetigkeit von hat man sodann 

(s. § 6, Gl. (iTb), S. 47): 

9i^i) = 9 x^') = lim 9 >(a;,) «= 0, 

d. h.r 

für jede Stelle x, die nicht der Menge { x' } angehört. Die beiden Funk- 
tionen fi{x), f^{x) erweisen sich also für das ganze Intervall [x^^x^ als 
identisch. 

Der Inhalt des vorstehenden Satzes läßt sich auch in folgender Form 
aussprechen: 

Eine im Intervall \xqj XJ stetige Funktion ist vollständig be- 
stimmt^ wenn ihre Werte für alle Stellen x irgendeiner im Inter- 
vall überall dicht liegenden Punktmenge feststehen. 

§ 8. Eibene Punktmengen. — Häufnngspnnkte und abgeleitete 
Mengen. — Abstand zweier Punktmengen. — Innen-, Außen- und 
Randpunkte. — Ein- und zweidimensionale Kontinua. 

1. Jedes ZaMenpaar {Xy y) kann auf Grund der in § 4, Nr. 3 (S. 29) 
getroffenen Festsetzungen als bestimmter Punkt P in einer Ebene ge- 
deutet werden. Wir gebrauchen daher für eine irgendwie vorgeschriebene 
(endliche oder unendliche) Menge verschiedener Zahlenpaare y in Zeichen: 
{ y } ? vollständig äquivalent den Ausdruck ebene Punktmenge bzw. 
das Zeichen (P). Die an diese geometrische Ausdrucksweise anknüpfende 
räumliche Vorstellung ist wiederum für die bequeme Übersicht über die 
weiterhin zu machenden Aussagen äußerst förderlich, ohne aber deren 
arithmetische Zuverlässigkeit zu beeinträchtigen (vgl. § 3, Nr. 4 am Ende, 
S. 22 und weiter unten Nr. 2). 

Eine unendliche ebene^) Punktmenge {Xy y'} heißt beschränkt oder im 
Endlichen gelegeuy wenn jede der Koordinaten Xy y oder, was offenbar in 
der Wirkung dasselbe besagt, wenn]/a:'*-f y "^beschränkt ist (geometrisch 
gesprochen: wenn die Gesamtheit der Punkte {x\ y) in ein zu den Achsen 
parallel gestelltes Recht^k bzw. in einen Kreis um den Nullpunkt sich 
einschließen läßt). 

Die Punktmenge heißt unbeschränkt oder ins Unendliche sich er- 

1) Im folgenden sollen dann unter Punktmengen schlechthin immer ebene 
Punktmengen verstanden werdtn. 
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streckend^ wenn mindestens eine der beiden Koordinatenmengen \ x], { y' } 
unheschränTct ist. 

Ein Punkt (a, 6) heißt Häufungspunkt oder Häufungsstelle der Menge 
[x,y], mag er selbst der Menge angeboren oder auch nicht, wenn in 
beliebig kleinem Abstande (s. § 4, Nr. 3 am Ende, S. 30), anders ausge- 
sprochen, in jeder noch so kleinen ^ümgebung^^ (p) Punkte {x'y y) liegen. 
Dabei versteht man unter der Umgebung (p) eines Punktes (a, V) zunächst 
die Gesamtheit aller Punkte {x, y), welche einer Bedingung von der Form: 

(1) 0 < y{x — a)* + (y — hy < p (nach Bedarf auch: 0 ^ sowie: ^ p) 

genügen, unter p eine positivSj übrigens beliebig klein zu denkende Zahl 
verstanden, also die Gesamtheit aller Punkte, welche im Innern (eventuell 
auch auf der Peripherie) eines um den Punkt (a, b) mit dem Radius p 
beschriebenen Kreises liegen und zwar, je nach Bedarf, mit Ausschluß 
oder mit Einschluß von (a, b). Da die Beziehung (1) stets die beiden 
folgenden nach sich zieht: 

(2) \x — a\<Q, |j/-&|<p (bzw. 

und da andererseits aus diesen folgen würde: 

(3) V(x - af + {y - 6)* < i/2 . p (^bzw. ^ l/2 • p), 

also eine Bedingung, welche (infolge der WiUkürlichkeit von p) dem Sinne 
nach mit (1) äquivalent ist, so erkennt man, daß es freisteht, die „Dw- 
gebung^^ eines Punktes (a, b) statt durch einen Kreis, durch ein den Punkt 
(a, 6) als Mittelpunkt umschließendes Quadrat zu begrenzen (übrigens, 
wie leicht ersichtlich, auch durch irgendeine andere geschlossene Figur, 
z. B. ein Rechteck, ein Dreieck, eine Ellipse usf ). 

2. Für jede beschränkte unendliche d)ene Punktmenge gilt nun zunächst 
analog wie für lineare Punktmengen (vgl. § 1, Nr. 5, S. 7 und § 3, Nr. 5, 
8. 23) der folgende grundlegende Satz: 

Jede Menge der fraglichen Art besitzt mindestens eine Häu- 
fungsstelle (die aber nicht zur Menge zu gehören braucht). 

Der arithmetische Beweis dieses Satzes ist bereits in demjenigen 
enthalten, welcher in Ij, § 73, Nr. 4 (S. 565/6) für die Existenz einer 
HäufungszaJd jeder abzählbaren Zahlenmenge von der Form x^ + y^i 
(y — 0, 1, 2, . . .) gegeben wurde, da ja erstens jede komplexe Zahl x^ + yj 
ohne weiteres auch ein Zahlenpaar (x^, y^) bzw. einen Punkt {x^, yj be- 
stimmt — vice versa] und da zweitens jede nicht abzählbare Punktmenge 
unendlich viele abzahlbare als Teilmengen enthält.^) 

1) Vtfl* ^1® analoge Schluß weise für reelle Zahlenmengen (lineare Punkt- 
mengen) S. 7, Fußn 2. 
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Indessen soll hier noch eine andere^ in geometrische Form gekleidete 
Beweisanordiiung mitgeteilt werden, da dieselbe ein typisches Vorbild 
für mancherlei andere auf ^em Punktmengen bzw. Funktionen solcher 
Punktmengen (Funktionen zweier reellen oder einer komplexen Ver- 
änderlichen) sich beziehende Beweise liefert. Sie verläuft durchaus analog, 
wie bei dem in § 3, Nr. 5 (S. 23) gegebenen Beweise für die Existenz 
eines Häufungspunktes jeder linearen unendlichen Punktmenge, mit dem 
einzigen Unterschiede, daß an die Stelle des dort benützten linearen Tei- 
lungsprozesses jetzt ein quadratischer tritt. 

Da die betreflFende Menge [x,y] beschränkt sein soll, so läßt sie 
sich in ein zu den Achsen parallel gestelltes Quadrat^ etwa von der Seiten- 
länge A, einschließen. Verbindet man die Mittelpunkte je zweier Gegen- 
seiten durch gerade Linien, so zerfällt das Quadrat in vier kongruente 
Teilquadrate von der Seitenlange J X. Mindestens eir^s dieser letzteren 
einschließlich seiner Begrenzung (so daß also die eingeführten Teilungs- 
linien doppelt zählen) muß unendlich viele (Xy y) enthalten. Dieses eim 
Quadrat bzw. wenn mehrere von der fraglichen Beschaffenheit vorhanden 
sein sollten, ein beliebig unter diesen ausgewähltes wird analog behandelt 
und dieses Verfahren unbegrenzt fortgesetzt. Man erhält auf diese Weise 
eine unbegrenzte Folge ineinander geschachtelter Quadrate mit den unbe- 
grenzt abnehmenden Seitenlängen ( J)’' A (r = 1, 2, 3, . . .), deren jedes noch 
unendlich viele {pn, y) enthält. Dehnt man die Wirkung des Axioms der 
IntervalUcJuichtelung (s. § 3, Nr. 2, S. 20) auf eine Quadratschaxhtelung 
aus (indem man das Endergebnis der letzteren durch Projektion der in- 
einandergeschachtelten Quadrate auf die Koordinatenachsen aus dem erste- 
ren herleitet), so ist allen jenen Quadraten ein und nur ein Punkt (a, h) 
gemeinsam (anders ausgesprochen: sie konvergieren gegen einen bestimmten 
Grenzpunkt (a, &)): dieser ist dann, wie aus seiner Entstebungsweise un- 
mittelbar hervorgeht, der fragliche Häufungspunkt 

Es hat keine Schwierigkeit, diesem Beweise wiederum unter Aus- 
schaltung des Stetigkeitsaxioms in der oben benützten Fassung eine streng 
arithmetische Form zu geben, indem man die Koordinatenpaare der vier 
Eckpunkte^) der sukzessive auszuwählenden Quadrate vermittelst dyor 
discher Brüche darstellt, welche dann gegen ein bestimmtes gemeinsames 
ZaJilenpaar konvergieren (vgl. das Analogon § 3, Nr. 5, S. 23). *) 

1) Es genügt übrigens den linken unteren und den rechten oberen Eckpunkt 
der Quadrate in Rechnung zu ziehen. 

2) Wir verzichten an dieser Stelle darauf, den Begriff des Häufungspunktes 
(analog wie in § 1, Nr. 6, S. 7) auf das Unendliche auszudehnen. Davon soll erst 
die Rede seih, wenn wir ebene Punktmengen statt als Mengen beliebiger Zahlen- 
paare, als solche von komplexen Zahlen auffassen werden. 
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Die Menge der Häufungspunkie einer Funktmenge [Xj y'] wird 
wiederum als deren abgeleitäe Mmge oäer AhUüiinghezeiiihnet. JHePmikt” 
menge selbst heißt abgeschlossen^ wenn sie alle ihre Häufungspunkte (also 
ihre Ableitung) enthält. Sie heißt in sich dicht, wenn sie aus lauter Häu- 
fungspunläen besteht; perfekt, wenn sie in sich dicht und abgeschlossen, 
also mit ihrer Ableitung identisch ist; isoliert, wenn sie ausschließlich aus 
isolierten Punkten besteht^ d. h. aus Punkten, deren jeder eine von sonstigen 
Mengenpunkten freie Umgebung besitzt. Eine solche Menge hat also keinen 
Punkt mit ihrer Ableitung gemein. 

3. Unter dem Abstande zweier Punktmengen {P) und { versteht 
man die untere Grenze aller möglichen Abstände PQ, also eine bestimmte 
Zahl d ^ 0. Es ist nützlich festzustellen, daß diese untere Grenze d ein 
reales Minimum ist, wenn die Mengen [P], { abgeschlossen sind, mit 
anderen Worten, daß es dann wirklich zwei diesen beiden Mengen an- 
gehörige Punkte P', Q' gibt, für welche P'Q'^ d ist. 

Um dies nachzuweisen, bemerke man zunächst, daß auf Grund der 
Bedeutung von d als untere Grenze aller möglichen PQ aus den Mengen 
{P}, { Q) sich zwei Folgen (P,),(ÖJ bo herausheben lassen'), daß: 

(4) lhnP,Q,-«. 

Die Punkte P, haben mindestens einen Häufungspunkt P', die Folge (P,) 
enthält also eine Teilfolge (P^^.)’ 

(5) lim P^^ - 0. 

Auch die Punkte {y — 0, 1, 2, . . .) haben mindestens einen Häufungs- 

punkt Q, die Folge enthält also eine weitere Teüfolge{Q^), derart, 
daß: 

(«) 

und zwar ist dann auch: 

(7) lim Fp: - 0, lim PT^ - d. 

Nun ist: 

1^'- I - 1 + {Ky- 2^.,) I 

und daher fQr v —*■ oo mit Benutzung Ton GL (6) und (7): 

PV- 

y->oo 

1) Die Elemente der Folgen (P„), (Qy), wie auch der weiterhin mit (Pmr), {Qmv\ 
(Qni) bezeichneten brauchen nicht alle voneinander verschieden zu sein, können 
auch teilweise oder durchweg die Bedeutung von P bzw. Q' haben. 
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Dabei ist offenbar stets d > 0, solange P' 4 = Q\ d. h. falls die beiden 
Punktmeiigen Iceinen gemeinsamen Punkt haben, also: 

Zwei abgeschlossene Punlimengen ohne gemeinsamen Funlt 
haben stets einen bestimmten von Null verschiedenen Minimal- 
abstand. 

4. Zu den Definitionen von Absatz I der vorigen Nummer, welche 
mit den in § 1, Nr. 5 (S. 7) für reelle Zablenmengen (bzw. § Nr. 4, 
S 22, für lineare Punltmengen) gegebenen vollkommen übereinstimmen, 
treten jetzt noch die folgenden hinzu: 

I. Jeder MmgenpunUy d. h. zur Menge [x\ y} gehörige Punkt heißt 
innerer Punkt oder Innenpunkt der Menge^ wenn er eine aus lauter Mengen- 
punkten bestehende Umgehung besitzt. 

II. Jeder Niclitmengenpuyikt, d. h. nicht zur Menge {cc\y'} gehörige 
Punkt (x, y) heißt äußerer PunU oder Äußenpunkf der Menge^ wenn er 
eine von Mengenpunkten vollständig freie Umgehung besitzt. 

III Jeder Punkt, der weder Innen-, noch Äußenpuyikt der Menge ist, 
heißt Randpunkt der Menge (gleichgültig, ob er selbst zur Menge ge- 
hört oder nicht). Unter diese Definition fallen folgende drei Kategorien 
von Punkten^): 

a) Jeder Punkt, dessen Umgebung sowohl unendlich viele 
Mengenpunkte als Nichtmengenpiinkte enthält (mag er selbst zui 
Menge gehören oder nicht) 

b) Jeder isolierte Mengenpunkt, d h jeder Mengenpunht, 
dessen Umgebung ausschließlich aus Nichtmengenpunkten besteht. 

c) Jeder Nichtmengenpunkt, dessen Umgebung ausschheßlich 
aus Mengenpunkten besteht.*) 

Die Menge der Randpunkte bezeichnen wir als den Rand, die Be- 
randung oder Begrenzung der Menge. 

IV. Eine ebene Punktmenge heißt zusammenhängend, wenn nach An 
nähme jedes (beliebig klein zu denkenden) £ > 0 zu jedem beliebigen 
Paare von Mengenpunkten P und P' eine endliche Anzahl von Mengen- 
punkten Pp Pg, . . , P^ vorhanden ist, derart, daß jeder der Abstände 
PPif P 1 P 21 • • Py.P' kleiner als e ausfäUt. Da eine solche Menge keine 

1 ) Man kann der Definition auch die folgende, alle drei Kategorien umfassende 
Form geben. ItandpunU heißt jeder Punkt, für den jede Umgehung (NB den 
fraglichen Punkt mit eingerechnet) mindestens je einen Mengen- und Nichtmengen- 
punkt enthält. 

2) Besteht z. B. die Menge { x, y } aus den Punkten einer Kreisfläche mit 
Ausschluß des Mittelpunktes, so ist dieser ein Randpunkt der Kategorie c). Die 
Perijiheriepunkte sind in jedem Falle Randpunkte der Kategorie a), mögen sie zur 
Menge gehöien oder nicht 
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isolierten Punkte enthalten kann, so ist sie allemal in sich dicht und daher, 
wenn sie überdies abgeschlossen ist, perfekt. 

V. Eine zusammenhängende abgeschlossene Menge ohne innere Punkte 
bezeichnen wir als ein linienhaftes Kontinuum.^) 

VI Eine Menge, die nur aus Innenpunlden besteht (also ihre Band- 
•punkte nicht enthält), soll innerlich zusammenhängend heißen, wenn je 
zwei ihrer Punkte sich durch eine gebrochene Linie verbinden lassen, 
die ganz aus Innenpunktm besteht. Wir bezeichnen eine solche Menge 
als flächenhaftes oder zweidimensionales Kontinuum oder als zusammen- 
hängenden (sc. zweidimensionalen, stetigen) Bereich auch schlecht- 
hin als ein Gebiet. Wird einem solchen Bereiche die Berandung der Innen- 
punkte hinzugefügt, so heißt er abgeschlossen, dagegen offen in dem zuerst 
betrachteten Falle *) 

f). Der Rand eines (offenen oder abgeschlossenen, im Endlichen ge- 
legenen) Bereiches 93 bildet stets eine abgeschlossene Menge; denn jeder 
Uaufungspunkt von Bandpunkten kann weder Innen-, noch Außenpunkt 
sein, ist also ein Bandpunlct 

Ist der Bereich abgeschlossen, so besitzt er nur solche Randpunkte 
(vgl. Fußn. 2), in deren (beliebig kleiner) Umgebung sowohl Innen- als 
Außenpunkte in unendlicher Menge, also auch Randpunkte liegen müssen; 
denn, ist A ein Außen-, I ein Innenpimkt, so muß die Strecke AI min- 
destens einen Randpunkt enthalten. Da nämlich zu A eine nur aus 
Außenpunkten, zu I eine nur aus Innenpunkten bestehende Umgebung 
gehört, so besteht das Anfangsstück der Strecke AI aus lauter Außen-, 


1) Unter diese Definition föllt offenbar jede Strecke, auch jede endliche An- 
zahl sich schneidender Strecken, jede im Endlichen verlaufende Kurve, wie sie 
die analytische Geometrie zu behandeln pflegt (Ellipse, Lemnisaate, Astroide), 
jeder begrenzte Bogen einer analog gearteten, ins Unendliche sich erstreckenden 
Kurve (Parabel, Hyperbel, Zykloide) sowie jede in einzelnen Punkten zusammen- 
hängende Verbindung solcher Kurven miteinander und mit Strecken 

Doch reicht jene Definition sehr viel weiter und umfaßt auch Punktmengen, 
die von der landläufigen Vorstellung einer Kurve sehr weit entfernt sind. Als 
einfaches Beispiel dieser Art sei an das in Fußn 1), S 58 beschriebene Gebilde 
erinnert, welches zu einem linienhaften Kontinuum im Sinne der Definition V. wird, 
wenn man (statt, wie a. a. 0., für x ^ 0 nur y » 0 zn setzen) noch die ganze 
Strecke Öl der positiven Achse (als Menge der Hdufungspunkte, nämlich aller 
Stellen mit den Koordinaten a; » 0 und 0 < ^ < 1) hinzufügt. 

2) Besitzt der offene Bereich einen Barulpunkt der Kategorie c) (vgl. das 
Beispiel in Fußn. 2 der vorigen Seite), so, wird dieser für den entsprechenden ah- 
geschlossenen Bereich zum Innenpunkt, scheidet also aus der Berandung vollständig 
aus. Auch kann ein (offener oder abgeschlossener) zusammenhängender Bereich 
niemals einen isolierten Bandpunkt der Kategorie b) besitzen, also, wenn er ab- 
geschlossen ist, überhaupt keinen isolierten Punkt zum Bandpunkt haben. 

Prlngshsim, YorlMangen II 1. .5 
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das Endstück aus lauter Innmpunkten. Das erstere muß dann einen 
bestimmten Endpunkt besitzen, der weder Innen- noch Außenpunkt sein 
kann, also ein Eandpunkt ist. Da hiernach jeder Randpunkt sich als 
Häufungspunkt von Bandpunkten erweist, so ist die Menge der letzteren 
stets in sich dicht. Darüber hinaus läßt sich aber zeigen — und zwar 
gilt dies auch für offene Gebiete — daß die Menge der Randpunkte eines 
im Endlichen liegenden Gebietes stets ein linienhaftes Kontinuum enthält, 
welches ein ins Unendliche sich erstreckendes Außengebiet von den übrigen 
Punkten der Ebene, denen auch das fragliche Gebiet angehört, vollständig 
trennt, derart, daß jede gerade oder gebrochene Linie, welche einen Punkt 
jenes Außengebietes mit einem solchen der übrigen Menge verbindet, min- 
destens einen Punkt jenes linienhaften Kontinuums enthält. 

Besondere Wichtigkeit für die Funktionenlehre besitzt hierbei der 
Fall, daß das letztere die gesamte Ebene in genau zwei getrennte Gebiete 
zerlegt, und somit die Feststellung von Bedingungen, unter welchen dieser 
Fall mit Sicherheit eintritt. Um eine zweckmäßige Grundlage für die 
Behandlung dieser Frage und den Beweis der zuvor angeführten Tatsache 
zu gewinnen, beschäftigen wir uns zunächst mit einer besonders einfachen 
Gattung linienhafter Kontinua, die wir als Treppenpolygone bezeichnen. 


§ 9. Treppenwege und Treppenpolygone. — Zweiteilung der Ebene 
durch jedes einfache Treppenpolygon. 


1. Ein Rechteck hat die zuvor bezeichnete Eigenschaft, die ganze 
Ebene in genau zwei getrennte Gebiete zu zerlegen; ein im Endlichen 
gelegenes inneres und ein sich ins Unendliche erstreckendes äußeres. Dies 
läßt sich, falls man sich nicht auf die bloße Anschauung berufen will, in 
folgender Weise begründen. 

Wir denken uns die Seiten des Rechtecks etwa horizontal und ver- 
tikal gestellt und machen den linken unteren Eckpunkt zum Eoordinaten- 
anfangspunkt. Ist a die Länge der horizontalen, b diejenige der vertika- 
len Seiten, so lassen sich die Punkte {x, y) der Ebene in folgende drei 
Klassen zerlegen, die wir als «f-, A- und Jß-Punkte bezeichnen, nämlich: 


(1) 

J-Punkte für: 

(2) 

^-Punkte für: 

( 3 ) 

Ji-Pvmkte für: 


0<x<a, 0<y<6, 

O^x^ay y<0 oder y>b, 
x<0 oder x> a, y bdiebig, 

X ^0 oder a? — a, 0 ^ y ^ 6, 
0<a:<a, y — Oodery — 6. 


Sind = (ajg, y^) und = {x^, yj zwei beliebige J-Punkte, etwa 
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^0 < und daher: 

0<Xo<r,<a, 0 <{^||<;. 6 , 

80 sind die Punkte (a:, y) der Verbindungslinie von Jq und charak- 
terisiert durch die Beziehung: 

welche zeigt, daß die Ordinaten der Strecke monoton zu- oder ab- 
nehmen, je nachdem oder y^ < y^.^) Ihre Werte liegen daher 

stets zwischen und y^ , die Strecke besteht also ausschließlich aus 
J’-Punkten. Daraus folgt, da ja zu jedem «/-Punkte eine aus lauter «/-Punkten 
bestehende Umgebung gehört, daß die «/-Punkte ein (zusammenhängen- 
des) Gebiet bilden, das überdies auf Grund der Bedingung ( 1 ) im End- 
lichen liegt. 

Analog, mit dem einzigen Unterschiede, daß nach Bedarf an die 
Stelle der geraden Verbindungslinie eine gebrochene tritt, läßt sich zeigen, 
daß auch die -4-Punkte ein Gebiet bilden, das sich aber auf Grund der 
Bedingungen ( 2 ) ins Unendliche erstreckt. 

Um schließlich noch festzustellen, daß diese beiden Gebiete durch 
die Menge der 7?-Punkte (d. h. die Rechteckseiten) vollständig getrennt 
werden, ist zu zeigen, daß die Verbindungslinie jedes beliebigen «/- und 
-4-Punktes einen 2J-Punkt enthält. Hierzu bemerken wir zunächst, daß 
jede vom Nullpunkt durch einen beliebigen «/-Punkt gezogene Gerade 
noch eine der beiden nicht im Nullpunkt zusammenstoßenden Rechteck- 
seiten schneidet. Die Punkte {Xj y) einer solchen Geraden werden durch 
eine Gleichung von der Form bestimmt: 

y^px, wop> 0 . 

Ist nun p < - , so wird für x>0: 

y < -^ • x, also: y <Zb für j; — a, 

der auf der Geraden y^px liegende Punkt (a, y) ist somit ein R-Punkt. 
Ist dagegen p > so hat man: 

X ^ ^ . y < ^ • y, also: X <a' für y = ft, 

so daß jetzt der auf der Geraden liegende Punkt (x, ft) ein R-Punkt ist. 
Im Falle P geht die fragliche Gerade durch den Eckpunkt (a, ft). 

1) Der Fall yi»»yo, = 4 =^ erledigt sich ohne weiteres, ebenso der Fall 

•**1 =«01 


6 * 
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Da dieses Ergebnis von dem Nullpunkt auf jeden beliebigen anderen 
Eckpunkt übertragen werden kann, so folgt zunächst, daß jede von einem 
EclcptinJct durch einen J-Punkt gezogene Gerade noch einen weiteren 
/?-Punkt enthält 

Zieht man jetzt durch einen beliebigen J-Punkt y^) die Horizon- 
tale y Vertikale a: =» so liegen auf der ersteren die bei- 

den K-Punkte (0, y^) und (a, y^), auf der letzteren die beiden jR-Punkte 
(Xq, 0) und b). Zugleich wird das Rechteck durch diese beiden Ge- 
raden in vier Teilrechtecke mit dem gemeinsamen Eckpunkte (ic^, y^) 
zerlegt. Eine jede von dort aus etwa in der Richtung der wachsenden 
X gezogene Gerade muß also einen if-Punkt enthalten. Das gleiche gilt 
von der^n Verlängerung über den Punkt y^) hinaus. Somit enthalt 
jede durch einen J-Punkt y^) gezogene Gerade ewei zu verschiedenen 
Seiten von y^) liegende iJ-Punkte. 

Wird jetzt irgendein .4-Punkt y^) mit einem beliebigen J-Punkt 
(^ 0 » geradlinig verbunden, so folgt aus dem Gesagten, daß die Ver- 
bindungsstrecke einen Ü-Punkt enthalten muß. 

Damit ist die zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene Behauptung 
nunmehr vollständig bewiesen. 

2 Wird an ein Rechteck ein zweites so angesetzt, daß es mit dem 
ersten längs einer Seite ganz^) oder teilweise zusammenhängt, so entstellt 
nach Entfernung des gemeinsamen Seitenstücks eine treppenformige Be- 
grenzung, welche geradeso wie jedes der einfachen Rechtecke die Ebene 
in zwei getrennte Gebiete zerlegt (s. Fig. 1) Denn bei dem angegebenen 

Verfahren wird lediglich ein ge- 
wisser Gebietsteil, das Innere des 
zweiten Rechtecks, dem Außenge- 
biete des ersten entzogen und mit 
dessen Innengebiete vereinigt. Das 
analoge findet statt, wenn man an 
das erste oder zweite der beiden vereinigten Rechtecke ein drittes, an eins 
von diesen ein viertes ansetzt usf., immer in der Weise, daß jedes neu 
angesetzte nur mit einem einzigen der bereits vorhandenen, nicht gleich- 
zeitig mit einem der anderen zusammenbängt (s. Fig. 2). Wir bezeichnen 
die auf diese Weise entstehende, aus (Abwechselnd horizontalen und verti- 
halen Strecken zusammengesetzte geschlossene Figur als ein einfach ge- 
schlossenes (kürzer einfaches) Treppenpolygon, Die bei dem ersten dieser 
Schritte angewendete Schlußweise zeigt dann, daß ein auf die beschriebene 

1) In diesem Falle werden die beiden aneinander stoßenden Seiten ausdrück- 
lich verschieden lang angenommen. 
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Art hergestelltes Treppenpolygon die Ebene in zwei getrennte Gebiete, ein 
inneres und ein äußeres zerlegt. Nun kann man aber ein (einfach ge- 
schlossenes) Treppenpoly- r jf 


gon auch in der Weise 
hersteilen, daß man eine 
im übrigen völlig will- 
kürlich zu denkende, aus 
lauter rechten Winkeln 
bestehende Zickzacklinie 




konstruiert, die von ir- 


Fig. 2 


gendeinem Punkte anfangend schließlich zu diesem zurückführt, ohne je- 


mals zuvor einen ihrer Punkte wieder erreicht zu haben. 


Es entsteht die Frage, ob auch ein solches „beliebiges“ Treppenpoly- 
gon stets die oben bezeichnete Eigenschaft besitzt. Diese Frage mag auf 
den ersten Blick trivial und ihre Bejahung selbstverständlich erscheinen 
Daß dies aber keineswegs der Fall ist, wird sofort ersichtlich, wenn man 
bedenkt, welch außerordentlich verwickelte Gestaltungen hier möglich 
sind. Ein solches Treppenpolygon kann einen so irrgartenähnlichen An- 
blick darbieten, daß die Anschauung^ selbst wenn man sie als ausreichen- 
des Beweismittel gelten lassen wollte, bezüglich der Unterscheidung eines 
,ylnneren^^ und „Äußeren^\ abgesehen von den in einer gewissen Nähe der 
äußersten Begrenzungen liegenden Gebieten, völlig versagt. Man wird also, 
will man sich nicht mit einem gänzlich in der Luft schwebenden Analogie- 
schlüsse begnügen, etwa darauf ausgehen müssen, nachzuweisen, daß jedes 
beliebig -vorgelegte Treppenpolygon auch in der zuerst beschriebenen Weise 
aufgebaut werden kann, und dieses Ziel wäre im wesentlichen erreicht, 
wenn gezeigt werden kann, daß umgekehrt jedes Treppenpolygon durch 
sukzessives Abschneiden von Rechtecken, deren jedes mit dem übrigen 
Komplex nur längs einer Seite zusammen hängt, sich schließlich auf ein 
einzelnes Rechteck reduzieren läßt. Hierbei stößt man aber sofort auf die 


folgende Schwierigkeit. Beachtet man zunächst, daß die Seiten eines 
Treppenpolygons durchweg paarweise vorhanden sind, und daß somit ihre 
Anzahl^ wie auch die damit übereinstimmende der vorhandenen Ecken 
stets eine gerade sein muß, so handelt es sich vor allem um die Fest- 
stellung, ob sich bei jedem Treppenpolygon mit 2 m Ecken wirklich stets 
mindestens ein Rechteck findet, durch dessen Abschneiden das erstere auf 
ein solches mit 2(m ~ 1) Ecken reduziert wird. Dies ist nämlich keines- 
wegs selbstverstäudlich. In der Figur 3 z. B. wäre es allerdings möglich, 
die fragliche Reduktion durch Abschneiden des Rechtecks 1 oder 5 (s. die 
punktierten Linien) zu erzielen, wogegen ein Abschneiden der Rechtecke 
2, 3, 4 (s. die gestrichelten Linien) das Treppenpolygon zerstückdn würde. 
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JEb wäre nun sehr wohl denkbar, daß es Treppenpölygone geben könnte, 
bei denen der letztgenannte Sachverhalt durchweg vorliegt: das Gegenteil 

bedarf jedenfalls eines ausdrücklichen Bewei- 
ses. Dieser soll (behufs Herleitung eines wich- 
tigen funktionentheoretischen Satzes) an spä- 
terer Stdle (s. § 56, Nr. 4j wirklich durchgeführt 
und daran anknüpfend auch gezeigt werden 
(a. a. 0* Nr. 5), daß jedes beliebige Treppenpo- 
lygon sich in der beschriebenen Weise auf- 
bauen läßt Hier sollen zunächst nur gewisse 
vorbereitende Betrachtungen Platz finden, da 
sie zugleich ohne Benützung des soeben angekündigten Ergebnisses den 
fraglichen Beweis dafür liefern werden, daß jedes Treppenpolygon die Ebene 
in zwei getrennte Gebiete zerlegt. 

3. Unter einem (offenen) Treppenivege verstehen wir eine gebrochene 
Linie, die aus paarweise rechtwinklig aneinander stoßenden, jedoch keinen 
weiteren Punkt gemein habenden Strecken besteht. Diese letzteren, die 
man ohne Beschränkung der Allgemeinheit als abwechselnd horizontal 
und vertikal annehmen kann, sollen als Seiten, die Punkte, in denen zwei 
Seiten Zusammenstößen, als Ecken des Treppen weges bezeichnet werden. 

Bezieht man die Punkte des Treppenweges auf ein rechtwinkliges, 
zu den Seiten parallel gestelltes Koordinatensystem und bedient sich der 
Schreibweise {x^ - • • x* • • bzw. {y^ - • • y • • y„+i)> um auszudrücken, 
daß X bzw. y beständig wachsend oder abnehmend das Intervall [x^, 
bzw. [y^, y^+i] durchläuft, so läßt sich, falls man etwa einen Treppen weg 
betrachtet, der mit einer Horizontalen beginnt und mit einer Vertikalen 
endigt, die Gesamtheit seiner Punkte in folgender Weise anschreiben: 



-x-x^ y « yo 


X ^ x^ 


X^ • • X • • • x^ 


X ^ x^ 


-yi 

y = yi 

yi -y- Vt 


^n-i y^Vn-i 

^ = J/n-l- 'y - y«* 

Bedeutet {x\ y') einen beliebigen Punkt des Treppen weges, so kann 
für die übrigen Punkte zwar noch beliebig oft x den Wert x\ ebenso y 
den Wert y' annehmen, dagegen kann das Weriepcuir {x\ y') kein zwei- 
tes Mal Vorkommen. 
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4. Die Eckeny welche bei Treppenwegen auftreten, lassen sich zu> 
nächst nach dem folgenden rein geometrischen Gesichtspunkte in zwei 
verschiedene Gruppen teilen. Durchläuft man einen Treppenweg von einem 
beliebig gewählten der beiden äußersten Punkte anfangeiid, also in einem 
nach getroiSTener Wahl nunmehr eindeutig bestimmten Fortschreitungs- 
sinne, so sollen die einzelnen Ecken als solche ersten' oder zweiter Art 
bezeichnet werden, je nachdem man bei der Umlaufung den Winkel von 
90® (s. Fig. 4, I) oder denjenigen von 270® (s. Fig 4, II) zw Linken hat. 




^4 







Li, 



1 



Fig. 4. 


II 



Diese Bezeichnungen sind offenbar lediglich relative: jede derselben geht 
in die andere über, wenn man die Durchlaufung des Treppen weges in ent- 
gegengesetztem Sinne vornimmt. 

Um die vorstehende rein geometrisch definierte Einteilung auch arith- 
metisch zu charakterisieren, bemerken wir folgendes: Eine Ecke entsteht 
beim Übergange von der horizontaleny also x-Richtung, in die vertikahy 
also y-Bichtung, oder umgekehrt. Hiernach wollen wir die Ecken im ersten 
FaUe als xy-Vbergänge, im ziveiten als yx-Übergänge bezeichnen. Anderer- 
seits können in der Nachbarschaft eines solchen Überganges x und y in 
gleichem oder in entgegengesetztem Sinne sich ändern, und es soU, je nach- 
dem das erstere oder das letztere der Fall ist, der betreffende Übergang 
als gleichstimmig oder ungleichstimmig bezeichnet werden. Alsdann ergibt 
sich, daß die zuvor gegebenen Begriffsbestimmungen auch durch die fol- 
genden ersetzt werden können: 


Ecken 
erster Art 

Ecken 
ziveiter Art 


f Gleichstimmige a:j^-Übergänge (s. Fig. 4, I: A^j J. 3 ) 
I Ungleichstimmige i/Ä’-Übergänge ( dgl. : 

I Ungleichstimmige rry-Übergänge (s. Fig 4, II: B^) 

I Gleichstimmige ya: -Übergänge ( dgl : B^, B^) 


Ecken denselben bzw. verschiedener Art sollen als gleichartig bzw. un- 
gleichartig bezeichnet werden. 

5 Ändern sich x und y bei Durchlaufung des Treppenweges durch- 
weg monoton (und zwar gleichgültig, ob in demselben oder in entgegen- 
gesetztem Sinne), so soll auch der Treppenweg monoton heißen. Er hat 
dann entweder lauter gleichstimmige oder lauhu: ungleichstimmige Ecken, 
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also in beständiger Abwecbselang solche erster und zweiter Art: er ver- 
läuft „treppenförmig^^ im gewöhnlichen Sinne. 

Ist der Treppenweg Tcein monoUmery so muB wenigstens eine der bei- 
den Veränderlichen Xy y mindestens emmal vom Zunehmen zum Abnehmeu 
übergehen oder umgekehrt, also mindestens ein (relatives) Maximum oder 
Minimum aufweisen. Es muß also mindestens emmal eine unmittelbare 
Aufeinanderfolge einer gleichstimmigen xy- und einer ungleichstimmigen 
ya:-Ecke (bzw. yx- und a;y-Ecke), also zweier gleichartiger Ecken auf- 
treten. Eine solche Folge zweier gleichartiger Ecken soll schlechthin als 
Eckenfclgey ihre Verbindungslinie als Rüchkehrseite bezeichnet werden. 

Es seien nun C, C' die Ecken einer solchen EcTcenfolge und es werde 
zunächst vorausgesetzt, daß die zu einer dieser beiden Ecken, etwa C\ 
benachbarte Ecke näher an C' liegt, als die zu C benachbarte EckeM an 
C. Die zu C' benachbarte Ecke ist entweder mit G ungleichartig oder 
gleichartig, und zwar soll im letzteren Falle angenommen werden, daß 
dann wenigstens die nächstfolgende Ecke mit C ungleichartig ist ln 
jedem dieser beiden Fälle wird eine von der mit C ungleichartigefi Ecke D 
zur Rückkehrseite CG' gezogene Parallele die bei C anstoßende Seite in 
einem Punkte B treffen (s. Fig, 5, I und II). Alsdann soll der Linienz\ig 
BCG'D bzw. BCC'G"D ein einfaches Endstück und, falls keine andere 
Seite des Treppenweges in das Innere des Rechtecks BCC'D bzw. BGG'C" 
eintritt oder mit der Strecke BD ein Stück gemein hat, ein freies (ein- 
faches) Endstück des Treppenweges heißen. Man kann, wenn einer dieser 
Fälle eintritt, bei Durchlaufung des Treppenweges, ohne diesen im übrigen 
abzuändem, das Wegstück BCC'D bzw. BCC'C"D dadurch ausschalten, 
daß man es durch den kürzeren Weg BD ersetzt Für diese Operation 
wollen wir die Bezeichnung einführen: man könne das freie Endstück 
BCG'D bzw. BCC'C"D mit Hilfe des „Quersdinittes^^ BI) von dem 
Treppen wege abschneiden. Hierbei kommen in dem durch Fig. 5, I dar- 
gestellten Falle die gleichartigen Ecken G, C' und die mit diesen ungleich- 
artige Ecke D in Wegfall, während eine mit den beiden erstgenannten 
gleichartige Ecke bei B neu hinzutritt: der Treppenweg verliert also im 
ganzen ein PcwLr ungleichartiger Ecken. Im Falle der Figur 5, 11 ver- 
schwinden die drei gleichartigen Ecken C, C', C" und die damit ungleich- 
artige Dy während andererseits iswei mit jenen ersteren gleichartige Ecken 


1) An die Stelle dieser Ecke kann eventuell auch ein Endpunkt des Treppen- 
weges treten 

2) Diese Annahme ist notwendig, wenn anschließend an die ttückkehrseite 

CC' ein ^..freies Endstück** (s. die folgenden zwei Sätze des Textes) zum Vorschein 
kommen soll. 



§ 9. Treppenwege und Treppenpolygone. 


Nr. 6. 


73 


bei B und D neu hinzakommen: auch hier geht also genau ein Paar un- 
gleichartiger Ecken verloren. 

Wir betrachten jetzt die zweite einzig noch zu erledigende Möglichkeii^ 
daß C und C' von ihren benachbarten Ecken (deren eine sich auch auf einen 
Endpunkt des Treppenweges reduzieren könnte) gleich weit entfernt sind. 
Dabei unterscheiden wir, ob diese benachbarten Ecken mit C und C' beide 
ungleichartig (s. Fig. 5, III) oder beide gleichartig (Fig. 5, V) sind, oder 
ob die eine mit C, C gleichartig, die andere ungleichartig ist (Fig. f), IV). 
Zugleich sollen in den beiden letzten Fällen die nächstbenachbarten (bzw. 
die nächstbenachbarte, wenn an die Stelle der einen ein Endpunkt tritt) 
mit (7, C' ungleichartig sein.') Wir bezeichnen alsdann die Linienzüge 
DCC'ir, DCC'C'D' DC^CG\C"D' gleichfalls als Endstücke, and zwar, 
falls eine besondere Unterscheidung gegenüber dem zuvor betrachteten 












Fig. 6 




I 

C' c 

II 

E 

C' c 

III 


KJ ^ 






~ fF 



IV 


V 


VI 


C' 

D 


E' 


n 


C' 

E 

C" 


einfachen Endstücke erforderlich sein sollte, die beiden letzten als Doppel- 
endstücke (aus einem sogleich verständlich werdenden Grunde). Jedes der 
genannten drei Endstücke läßt sich, wenn es ein in dem zuvor gegebenen 
Sinne freies ist, durch den Querschnitt 2) D' abschneiden. Dabei gehen im 
Falle der Figur 5, III die beiden Ecken (7, C' und die damit unghichartigen 
Ecken D, D' ohne jeden Ersatz verloren. Im Falle der Figur 5, IV ver- 
schwinden die drei gleichartigen Ecken (7, G\ C" und die ztvei damit un- 
gleichartigen D, D', während bei D' eine mit den erstgenannten gleich- 
artige neu entsteht. Endlich im Falle der Figur 5, V verschwinden die 
vier Ecken C^, C, C\ (7" und die zwei damit ungleichartigen D, D', wäh- 
rend zwei jener ersteren durch solche gleicher Art bei D und 2)' ersetzt 
werden 

In jedem der vorstehenden drei Fälle gehen also ztcei Paare uti- 
gleichartiger Ecken verloren, und es ergibt sich somit: 


1) Vgl. die vorige Fufinote. 
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Satz 1. Wird von einem Treppmwege ein freies Endstück ah- 
geschnitten, so verliert er ein Paar oder zwei Paare ungleich- 
artiger Ecken. 

6. Im Anschluß an die Figuren 5 möge noch darauf hingewiesen 
werden, daß in dem durch Figur 5, II charakterisierten Falle auch bei 
der Rückkehrseite CC' ein freies Endstück rorhanden ist, welches an 
Stelle des zuvor horizontal abgeschnittenen durch einen vertikalen Schnitt 
(s. die punktierte Linie) abgetrennt werden kann. Das gleiche findet bei 
Fig. 5, IV statt, während man im Falle von Fig. 5, V, statt das Doppel- 
endstück durch einen horizontalen Schnitt abzutrennen, auch die beiden 
einfachen, an die Rückkehrseiten CC^ und C'C/' sich anschließenden End- 
stücke durch vertikale Querschnitte abschneiden kann. An dem Bestehen 
des Satzes I wird durch diese Modifikationen nichts geändert. 

Bei den eben betrachteten Beispielen sind die vertikal abzuschnei- 
denden Endstücke so gelegen, daß sie vollständig in die horizontal abzu- 
schneidenden hineinfallen und daher gleichzeitig mit diesen auch be- 
seitigt werden. Andererseits kann aber auch der Fall eintreten, daß solche 
Endstücke sich nur teilweise decken, und daß man daher lediglich die 
Wahl hat, zunächst das eine oder das andere abzuschneiden (s. Fig. 5, VI). 

7. Satz II Ein horizontal beginnender und ebenso endigen- 
der, nicht monotoner Treppenweg, der zwei beliebige Punkte 
^o) verlnndend ganz im Innern des von den Ver- 

tikalen X =« Xq und X ^ X begrenzten Parallelstreifens verläuft, 
läßt sich durch sukzessives Abschneiden freier Endstücke in einen 
jene beiden Punkte verbindenden monotonen Treppenweg ver^ 
wanddn, der sich im Falle = Y auf eine horizontale Gerade 
reduziert 

Beweis. Da der Treppenweg nicht monoton sein soll und somit 
mindestens eine Ruchkehrseite enthält, so läßt sich zunächst die Existenz 
mindestens eines freien Endstückes erweisen. Ist nur eine einzige Rück- 
kehrseite voi banden, so muß die sie begrenzende Eckenfolge zwei mit ihr 
ungleichartige benachbarte Ecken haben: andernfalls würde ja eine wei- 
tere Eckenfolge, also auch eine weitere Rückkehrseite zum Vorschein kom- 
men. Jene eine Rückkehrseite liefert daher jedenfalls ein Endstück, und 
zwar ein freies, also durch einen Querschnitt abtrennbares. Zunächst kann 
jedenfalls keiner der beiden Endpunkte (x^, und (X, Y) im Innern 
dieses Endstücks oder auf dem Querschnitt liegen Denn da der Treppen- 

1) Ißt eine Buckkehrseite vorhanden, bei welcher ein Fmdpunkt des Treppen- 
Weges die Stelle einer benachbarten Ecke vertritt^ so müßte das die erste oder 
letzte Vertikale des Tieppenweges sein Man überzeugt sich leicht, daß eine solche 
Blickkehrsette niemals als einzige auftreten kann 
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weg ganz im Innern des Parallelstreifens x == Xq, x X verläuft, so ge- 
nügen die Abszissen aller Punkte des Treppenweges außer den End- 
punkten, wenn etwa Xq<,X angenommen wird, der Bedingung x^<Cx<CX. 
Träte nun irgendein Teil des Treppenweges in das Innere des Endstücks, 
so kann er dort keinesfalls aufhöreHy er müßte also sicher einmal um- 
kehren^ was die Existenz einer tveiieren Rückkehrseite nach sich ziehen 
würde. 

Enthält der Treppenweg mehrere Rüchkehrseitefi , so muß es unter 
diesen eine oder auch mehrere einander gleiche kürzeste geben Dann 
liefert jede solche kürzeste Rückkehrseite CC' ein freies Endstück, Ge- 
hören nämlich zu den Punkten C und C' nicht gleichweit von ihnen ent- 
fernte Nachbarecken, so muß, wenn etwa die zu C' benachbarte Eck? 
die näher gelegene ist, einer der beiden durch die Figuren 5, 1 und II 
charakterisierten Fälle eintreten^), und das hierbei sich ergebende End- 
stück muß ein freies bleiben, da ja bezüglich eines etwaigen Eindringens 
eines der Endpunkte des Treppenweges die zuvor bereits erörterte Un- 
möglichkeit bestehen bleibt, andererseits auch kein anderer Teil des 
Treppenweges in das Innere jenes Endstücks eintreten oder mit dem ab- 
schließenden Querschnitt ein Stück gemein haben kann, ohne die Existenz 
einer noch kürzeren Rückkehrseite (d. h. < CG') nach sich zu ziehen. 
Liegen dagegen G und C' von ihren Nachbarecken gleichweit entfernt, so 
muß ein Endstück von einer der Formen Fig. 5, III — V resultieren^), das 
dann auch wieder aus den unmittelbar zuvor angeführten Gründen ein 
freies bleiben muß. 

Somit ist zunächst gezeigt, daß jeder nicht monotone Treppenweg ein 
oder mehrere freie Endstücke enthält. Werden diese abgeschnitteii, so ist 
der übrigbleibende Treppenweg (d. h derjenige, der aus dem ursprüng- 
lichen dadurch entstanden ist, daß die abgeschnittenen Wegstücke durch 
die entsprechenden Querschnitte ersetzt sind) entweder monoton, oder er 
besitzt noch ein oder mehrere freie Endstücke, die dann wieder wie zu- 
vor abgeschnitten werden können. Fährt man in dieser Weise fort, so 
muß, da ja der ursprüngliche Treppen weg nur eine endliche Anzahl von 
Ecken besaß und durch das Abschneiden eines freien Endstücks jedesmal 
ein Eckenpaar verloren geht, nach einer endlichen Anzahl von Operatio- 
nen der Fall eintreten, daß es unmöglich ist, weitere Ecken zu beseitigen, 
daß also auch keine Rückkehrseite mehr vorhanden sein kann, der Treppen- 

1) Eb kann nicht etwa an Stelle des in Fig. 6, II dargestellten Verlaufs der 
Treppenweg beim Punkte D nach oben abbiegen, da ja auf diese Weise eine 
Hückkehrzeite DC" CC' entstehen würde. 

2) Bezüglich der in Fig. 6, IV und V dargestellten Falle gilt eine analoge 
Bemerkung, wie die in der vorigen Fußnote enthaltene 
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weg somit ein monotoner geworden ist. Dabei bleiben die Endpunkte 
(•^ 0 ? ^ solche unverändert, der Treppen weg reduziert sich 

also auf ihre horizontale Verbindungslinie, falls = Y 

8. Satz IIL Der im vorigen Lehrsatz charalderisierte Treiijten- 
weg zerlegt den von den Vertikalen x ^ Xq mid x = X begrenzten 
Parallelstreifen in zwei getrennte Gebiete, ein „oberes^^ und ein 
„untere^^. 

Beweis Der ausgesprochene Satz gilt zunächst, falls der Treppen- 
weg ein monotoner ist, wie man unmittelbar erkennt, wenn man den 
letzteren aus einer Horizontalen, welche den Parallelst reifen in ein „oberes" 
und ein „unteres^^ Stück (charakterisiei*t durch die beiden sich aus- 
Echließenden Bedingungen y > yo und y<iy^ zerlegen würde, durch 
sukzessives Änsetzen treppenförmig gelagerter Rechtecke entstehen läßt 
(vgl. Nr. 2 und insbesondere Fig. 2, I, S. 69). 

Nun kann nach Satz II jeder Treppenweg der vorliegenden Art durch 
Abschneiden freier Endstücke auf einen monotonen reduziert werden. Er 
läßt sich daher auch umgekehrt aus diesem letzteren durch Ansetzen 
jener Endstücke wieder herstellen. Wird also angenommen, daß der frag- 
liche Satz für irgendeinen Treppen weg t der bezeichneten Art gilt, und 
sodann gezeigt, daß aus dieser Voraussetzung seine Gültigkeit für jeden 
aus t durch Ansetzen eines freien Endstückes entstehenden Treppenweg 
resultiert, so ergibt sich durch vollständige Induktion seine AUgemein- 
gültigkeit. 

Sei also t ein Treppen weg, welcher den Parallelstreifen in zwei ge- 
trennte Gebiete zerlegt Sind dann P und Pj zwei innere Punkte des einen 
Gebietes, etwa des oberen, so lassen sie sich möglicherweise durch eine ge- 
rade, jedenfalls aber auf unendlich viele Arten durch gebrochene, ganz aus 
Innenpunkten bestehende Linien verbinden. Mit Rücksicht auf das folgende 
wollen wir von allen diesen möglichen Verbindungen eine ganz besonders 
hervorheben. Wir denken uns von Paus die nach abwärts gerichtete Verti- 
kale gezogen, so muß diese den Treppenweg t in einem bzw in einem ersten 
Punkte P' treffen Sollte Pj auf PP' oder auf der nach oben gerichteten 
Verlängerung von PP' liegen, so mag die Strecke PP^ als die in Frage 
stehende Verbindung gelten. Wenn nicht, so wird die von Pj aus abwärts 
gerichtete Vertikale den Treppen weg gleichfalls in einem bzw. in einem 
ersten Punkte P/ treffen, der von P^ verschieden ist Wird dann das 
zwischen den Punkten P' und Pf liegende Stück von t mit (t) be- 
zeichnet, so bildet der Liuicnzug PP'(t)Pi'Pi einen die Punkte P und 
Pj verbindenden Treppenweg, der sich folgendermaßen in einen ganz aus 
Innenpunkten des oberen Gebietes bestehenden umformen läßt. Es sei d 
eine positive Zahl, die höchstens so groß ist wie die kleinste Seite und 
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der kleinste Abstand zweier parallelen Seiten yon auch höchstens so 
groß wie jede der Strecken PP', P, Pj' und ihre kleinsten Abstände von 

etwa zwischen ihnen liegenden Vertikalseiten von t. Wird jetzt d'< Y 

angenommen, so läßt sich dem Treppen wege (t) ein aas Innmpunktm 
des oberen Gebietes bestehender, im Abstande d' parallel zu den Seiten 
von (t) verlaufender Treppenweg (t) zuordnen, der die Strecke PP' im 
Punkte P", die Strecke P^P/ im Punkte Pj" treffen mag. Alsdann bildet 
der durchweg aus InnenpunJeten bestehende Treppenweg PP"(t)Pi"Pi 
die fragliche Verbindung der Punkte P und P^ 

Nun werde der Treppenweg t durch Ansetsien eines freien Entstückes 
in einen (gleichfalls im Innern der vertikalen Grenzlinien x und 
X X verlaufenden) Treppenweg t' übergeführt, also in der Weise ab- 
geändert, daß man entweder ein Stück einer Seite (s. Fig. 6, la, lila, IV a) 
oder eine ganze Seite (s. Fig. 6, 11 a, Va)^) durch einen mit dem Treppen- 
wege t sonst nirgends zusammenstoßenden, auch die Grenzvertikalen nicht 
berührenden gebrochenen Linienzug ersetzt, der mit der ausgeschalteten 
(nötigenfalls verlängerten) Strecke zusammen ein Rechteck bildet. Dann 

Ja Uta IVa JTa Va 


C- Cr C: c' Cr iC' Cr -nC’ 



Fig. 6 


läßt sich zeigen, daß auch der Treppenweg t' den Parallelstreifen in zwei 
getrennte Gebiete zerlegt. Hält man an derjenigen Orientierung fest, 
welche den Figuren 6 zugrunde liegt, so werden, wenn man die umä- 
geschdlteten (in den Figuren durchstrichenen) Wegestücke durch die neu 
hinzutretenden (in den Figuren gestrichelten) ersetzt, die Innenpunkte des 
betrefiPenden Rechtecks dem oberen Gebiete entzogen und dem (jenseits 
jener ausgeschalteten Wegestücke beginnenden, also) unteren Gebiete 
hinzugefügt. Der Zusammenhang des letzteren wird durch diese Ver- 
größerung nicht alteriert, ebenso bleibt die Tatsache bestehen, daß auch 
der Treppenweg t' das untere Gebiet von den übrigen Punkten des 
Parallelstreifens vollständig trennt. Ein Zweifel könnte noch darüber be- 

1) Die Numerierung der Figuren und die Bezeichnung der einzelnen Eck- 
punkte entspricht genau denjenigen der Figuren 6, I — V, S. 73, während die 
Reihenfolge nacli Maßgabe des hier vorliegenden Einteilungsprinzips abgeändert iat. 
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stehen, ob auch der Zusammenhang des oberen Gebietes bei der fraglichen 
Operation stets gewahrt bleibt Um dies festzustellen, seien wieder P und 
Pj zwei beliebige, nicht dem unteren Gebiete angehörige Innenpunkte 
des Parallelstreifens. Liegen P und Pj in derselben Vertikalen und ent- 
hält die Strecke PPj keinen Punkt des Treppenweges t', so ist die 
Frage des Zusammenhanges für sie erledigt. In jedem andern Falle werden 
wieder die von P und P^ abwärts gerichteten Vertikalen den Treppenweg 
t' in je einem bzw. einem ersten Punkte P' und P/ treffen. Enthält das 
zwischen P' und P/ liegende Stück des Treppenweges t' keinen Bestand- 
teil der eingeschalteten Rechteckseiten (so daß es also mit dem ent- 
sprechenden Stück von t identisch ist), so bleibt (abgesehen von even- 
tuell erforderlichen Verkleinerung des früheren S) der zuvor festgestellte 
Zusammenhang von P' und P/ unverändert. Enthält dagegen das be- 
treffende Wegestück die eingeschalteten Rechteckseiten ganz oder teil- 
weise, so läßt sich die zuvor bei Betrachtung des Treppenweges t an- 
gegebene Konstruktion eines im Abstande d' benachbarten Parallelweges 
auch auf diese neu hinzutretenden Teile ausdehnen, da ja deren äußere 
Nachbarschaft ausschließlich aus Punkten des früheren Obergebietes be- 
steht: man hat lediglich bei der Bestimmung der zuvor mit d bezeich- 
neten Zahl auch die dort näher bezeichneten Abstände von den neu hin- 
zutretenden Bestandteilen des Treppen weges mit in Rechnung zu ziehen 
Hiernach bildet also auch die durch den Treppenweg t' von dem unteren 
Gebiet abgetrennte Punktmenge ein (zusammenhängendes) oberes Gebiet. 

Damit ist aber auf Grund der vorausgeschickten Bemerkungen die 
Gültigkeit des ausgesprochenen Satzes III allgemein bewiesen 

9. Ein (einfaches) Treppenpolygon erscheint in dem vorliegenden 
Zusammenhänge als (einfach) geschlossener Treppenweg ^ d. h. als ein 
solcher, bei dem Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen. Aus dem so- 
eben bewiesenen Satze ergibt sich nun mit Leichtigkeit der folgende 

Hauptsatz Jedes Treppenpolygon % zerlegt die Ebene in 
zwei getrennte Gei)iete, ein (im Endlichen liegendes) inneres tind 
ein (ins Unendliche sich erstreckendes) äußeres 

Beweis. Es werde vorläufig angenommen, daß unter den horizontalen 
Seiten von % nur eine am tiefsten gelegen ist. Wir machen ihre beider- 
seitige Verlängerung zur Abszissenachse, legen den Anfangspunkt 0 weit 
genug nach links und wählen zugleich eine Abszisse X groß genug, daß 
% in das Innere des von den Vertikalen x = 0 und x ^ X begrenzten 
Parallelstreifens fällt. Nun werde jene tiefste Horizontalseite von I, deren 
Eckpunkte mit Ä und B bezeichnet werden mögen, ausgeschaltet und 
sodanp das auf diese Weise geöffnete % durch Hinzufügung der Strecken 
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OA und jBX in einen die beiden Grenzvertikalen des Parallelstreifens 
verbindenden Treppenweg übergeführt. Dieser zerlegt dann nach Satz III 
den Parallelstreifen in ein oberes und ein unteres Gebiet. Durch Wieder- 
einschaltung der Strecke AB zerfällt das letztere in die untere Hälfte 
des Parallelstreifens (vollständig charakterisiert durch die Bedingungen: 
0 < a? < X, y < 0) und als Bestgehiet das Innere des Treppenpolygons %, 
Durch Beseitigung der beiden Vertikalen a: ==*= 0 und a? =* X, sowie der 
horizontalen Verlängerungen von AB werden dann schließlich alle außer- 
halb % gelegenen Punkte zu einem einzigen Außengebiete vereinigt. Damit 
ist der ausgesprochene Satz zunächst unter der in bezug auf % gemachten 
Einschränkung erwiesen. 

Betrachten wir jetzt ein Treppenpolygon % mit beliebig vielen auf 
gleicher Horizontale tiefstgelegenen Seiten, deren eine wieder mit AB 
bezeichnet werden möge, so führen wir dasselbe durch Ansetzen eines 
Rechtecks (mit beliebig kleiner Höhe) längs der Seite AB 'm ein solches 
über, welches der vorigen Bedingung genügt und somit die Ebene in 
zwei getrennte Gebiete zerlegt. Dieses Ergebnis bleibt aber bestehen, 
wenn man das angesetzte Hilfsrechteck wieder beseitigt, indem man seine 
Punkte (bis auf die Strecke XjB) dem Außengebiete zuteilt 

Zusatz. Wird eine Durchlaufung des Treppenpolygons, die von dem 
zuvor mit A bezeichneten Punkte in der Richtung AB beginnt, als positive 
bezeichnet, so ist das Innere des Treppenpolygons dadurch charakterisiert, 
daß seine an die Begrenzung anstoßenden Punkte bei jenem positiven 
Umlauf stets zur Linken liegen. In der Nähe der Ecken erster Art (siehe 
Nr. 4, S. 71) gehören dann die Punkte zwischen den Schenkeln des rechten 
Winkels, in der Nähe der Ecken zweiter Art diejenigen zwischen den 
Schenkeln des uberstumpfen Wifikels dem Innern an Die Ecken erder 
Art werden in diesem Zusammenhänge als Tconvex (sc. nach außen) oder 
ausspnngend, die Ecken zweiter Art als konJcav (sc. nach außen) oder ein- 
springend bezeichnet. 

10. Mit Rücksicht auf eine späterhin zu machende Anwendung fügen 
wir noch die folgenden, übrigens auch an sich des Interesses nicht ent- 
behrenden Bemerkungen hinzu. 

Ein monotoner, horizontal beginnender und horizontal endigender 
Treppenweg hat genau so viele Ecken erster wie zweiter Art (da dieselben, 
beständig abwechselnd, paarweise auftreten). Da jeder beliebige, nur gleich- 
falls horizontal beginnende und endigende Treppenweg durch Abschneiden 
freier Endstücke auf einen monotonen f eventuell auf eine horizon!tale Ge- 
rade) reduziert werden kann (s. Satz II, S. 74) und bei dieser sukzessiven 
Reduktion ungleichartige Ecken stets paarweise verloren gehen (s. Satz I, 
S. 74), so folgt: 
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Jeder horizontal heginnende undhorizontal endigende Trepper^ 
weg besitzt ebensovide Ecken erster tvie zweiter Art}) 

Um dieses Ergebnis auf ein Treppenpolygon anzuwenden, denken wir^ 
uns eine am tiefsten gelegene horizontale Seite AB (gleichgültig, ob sie 
die einzige ist oder nicht) nach links und rechts um je eine beliebig 
kleine*) Strecke verlängert, sodann durch Ausschaltung des Stückes AB 
das Treppenpolygon in einen horizontal beginnenden und ebenso endi* 
genden Treppenweg verwandelt, der also gleichviele Ecken beider Arten 
besitzt. Werden sodann die beiden Verlängerungen wieder beseitigt, da> 
gegen die Polygonseite AB wieder eingeschaltet, so fallen zwei konkave 
Ecken weg, während zwei konvexe hinzukommen. Mithin ergibt sich; 

Jedes Treppenpolygon hat einen Überschuß von vier gleich- 
artigen und zwar nach außen konvexen Ecken, 

Ein treppenförmiges 2w-Eck hat also m — 2 konkave und m + 2 
Imwexe Ecken Seine Innenwinkel liefern daher die Summe von 

(m — 2) • 270® + (w 4- 2) • 90® = (m — 1) • 360® oder 4(m — 1) 
Bechten. 


§ 10.*) Zyklisch zusammenhängende Punktmengen. — Approxi- 
mierung der äußeren Berandung eines im Endlichen gelegenen 
Bereiches durch Treppenpolygone. — Charakterisierung dieser 
Berandung als linienhaftes Kontinuum, das aus einer zyklisch zu- 
sammenhängenden Punktmenge mit Hinziinahme ihrer Häufnngs- 
punkte besteht. — Äußere Berandungen eines zusammenhängen- 
den Bereiches, welche die Ebene 4n mehr als zwei getrennte Ge- 
biete zerlegen. — Ein- und mehi*fach zusammenhängende Bereiche. 

1. Um den Gang der Untersuchung späterhin nicht zu unterbrechen, 
schicken wir zunächst die Definition einer Kategorie von Punktmengen 
voraus, die wir als zyklisch zusammenhängend bezeichnen werden. 

Es sei eine unendliche Folge endlicher Punktmengen mit beständig 
zunehmender Gliederzahl gegeben: { }, • • •, { PL? } , aus- 


1) Der Satz behält selbstverständlich Gültigkeit, wenn man „horizontal“ dnrch 
„vertikal“ ersetzt 

2) D. h. jedenfalls klein genng, daß diese Verlängerungen keine etwa auf 
derselben Horizontale liegende Poljgonseite erreichen können. 

3) Der Anfänger wird gut tun, die beiden Paragraphen 10 und 11 (etwa ab- 
gesehen von den in § 11, Nr 2/8 gegebenen Definitionen und dem Wortlaut des 
Hauptsatzes von Nr. 5) bei einem ersten Studium zu überschlagen und sich erst all- 
mählich mit ihrem Inhalte vertraut zu machen, wenn dieser späterhin benützt wird. 
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führlicher geschrieben : 

'p(^) T>(®) 

-Ti , JTg , 2^3 , 

pr>, pi'\ 


Jj{0) 

f 

p(l) 

• *» f 


Pl \ Pi”, 


pi») 


p(*) 

-« n„ > 


und zwar soll sein: 

__ _ ... j_ _ 

so daß also jede dieser Mengen mit demselben Punkte beginnt Feriiei 
soll eine jede aus der unmittelbar vorangehenden lediglich durch Ein- 
Schaffung bzw. Anfügung neuer Punkte bei gleichzeitiger Festhaltung der 
für die bereits vorhandenen Punkte bestehenden Ordnung hervorgehen 
und somit alle vorhergehenden als Teilmengen enthalten. Es gibt dann 
eine unendliche und zwar ahzählhareM^engey welche alle möglichen Mengen 
( Eni } (v = 0, 1, 2, . . .) enthält, die wir als deren Vereinigungsmengey in 
Zeichen: hm { Pf/^^ }, bezeichnen. 

I >00 

W ird sodann für hinlänglich großes v der Ahstayid je zweier kon- 
sekutiver Punkte Ppy Px + j heliehig /dein, etwa: 

i4’''P!i'+i < f für v^n, X=- l, 2, . — 1, 


SO ist jene Vereinigungsmenge zusammenhängend und man hat: 

= 0 , 

00 


nicht nur für jedes einzelne A, sondern auch für beliebig ins Unendliche 
wachsende ^ ^ — 1 • 

Kommt nun zu diesen Bedingungen noch die folgende hinzu: 


lim P';’ P-e - lim PiV ’ = 0 , 


so soll jene Vereinigungsmenge als zyMiseh zubamnumhangend bezeichnet 
werden Hie läßt sich dann, ohne ihren Charakter zu iindern, in der Weise 
zyklisch permutieren, daß sie mit einem beliebig vorzuschreibenden ihrer 
Punkte, etwa Px^\ beginnt. Um dies zu erzielen, hat man nur die obige 
Mengenfolge nach Weglassung der ersten g Zeiten mit der folgenden 
Menge zu beginnen: 


Pi'” 


Pi"’ 


+ 1? 


. PÜ‘\ Pi“’, Pi"’,-. 


und jede der folgenden Mengen gleichfalls zyklisch so zu permutieren, 
daß sie mit demjenigen Gliede beginnt, welches den Punkt vorstellt 

l’ri ngshei m , Vorlesungen 11, 1 C 
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2. Nun sei 93 ein im Endlichen gelegener abgeschlossener und zu- 
sammenhängender Bereich. Seine Berandung kann dann keinesfalla einen 
isoliertet^ Punkt enthalten (s. § 8, Nr. 5, Fußn. 2), S. 65). 

Es werde zunächst 93 in ein Quadrat Ci, etwa Yon der Seitenlange A 
eingeschlossen, groß genug, daß alle Bandpunkte von 93 in das Innere von 
C fallen und somit, da sie eine abgeschlossene Menge bilden (s § 8, Nr. 5), 
einen gewissen Minimalabstand Sq von der gleichfalls eine abgeschlossene 
Menge bildenden Grenze Q besitzen. Wird jetzt eine natürliche Zahl 

so gewählt, daß: ^ und darauf D in m% Teilquadrate von der 

Seitenlänge zerlegt, so werden alle an die vier Seiten von D angrenzen- 
den Teilquadrate weder im Innern, noch auf der Begrenzung einen Band- 
punkt von 93 enthalten, also durchweg aus Außenpunkten von 93 bestehen 
An den auf diese Weise entstandenen quadratischen Bing von randpimkt- 
freien Teilquadraten sehließen wir alle vorhandenen^) gleichfalls rand- 
punktfreien Quadrille des nach innen angrenzenden zweiten quadratischen 
Ringes, sodann von den etwaigen randpunktfreien Quadraten des dritten 
Ringes nur diejenigen, welche längs einer Seite an ein randpunktfreies 
Quadrat des zweiten Ringes angrenzen oder mit einem aus diesem Grunde 
bereits angeschlossenen Quadrate des dritten Ringes in gleicher Art zn> 
sammenhängen. Dieses Verfahren soll fortgesetzt werden, solange noch 
randpunktfreie Quadrate vorhanden sind, die mit einem bereits ange- 
schlossenen längs einer Seite Zusammenhängen. 

Die Zusammenfassung aller dieser Teilquadrate mit der außerhalb 
C liegenden Punktmenge liefert ein ins Unendliche sich erstreckendes 
Gebiet Kq von Außenpunkten des Bereiches 93, welches, wie sogleich ge- 
zeigt werden soll, von einem einzigen (einfach geschlossenen) Treppen- 
polygon begrenzt wird. 

3. Wir betrachten irgendeine der Begrenzung von angehörige 
Teilquadratseite, etwa die (nur behufs Fixierung der Ausdrucks weise) 
horizontal angenommene Strecke AB, die also die Trennungslinie zwi- 
schen einem (zu 8,, gehörigen) randpunktfreien und einem randpunkt- 
haltigen Quadrate oder, wie wir von jetzt ab zumeist kürzer sagen wollen, 
zwischen einem %- Quadrate und einem ^-Quadrate bildet. Das erstere 
(in Fig. 7, I — IV a mit a bezeichnete) mag, um eine (an sich wiederum 
gleichgültige) Festsetzung zu treffen, unterhalb, das letztere (ebendaselbst 
mit b bezeichnete) oberhalb AB angenommen werden Für die beiden 
nach rechts benachbarten Quadrate sind dann bezüglich ihrer Zugehörig- 

1) Sollte kein Bolches randpunktfreies bei der getroffenen Wahl von vor- 
handen sein, 80 muß der im Text angenommene entgegengesetzte Fall bei passen- 
der Verkleinerung von sicher eintreten. 



Nr 3 


§10 Äußere Berandung eines endlichen Bereiches 


83 


keit zu den Sl- oder 91 -Quadraten die vier verschiedenen, durch die Fi- 
guren 7, I — IV dargestellten Fälle denkbar: die 2l-Quadrate sind dabei 
durch Schraffierung gekennzeichnet, die 9i-Quadrate weiß gelassen. 

Man erkennt unmittelbar, daß es in den Fällen I— III stets eine und 
nur eine Quadratseite gibt (nämlich die mit BÖ bezeichnete), die als Be- 
grenzungsstück des Gebietes 91^^ sich sji AB anschließt Eine Schwierig- 






UI 

LfllJ 

Fig 7 




' ^ ' c 
[ -> g C 




b ^ C 

d 1 


g \ d 


keit würde sich dagegen im Falle der Figur ergeben, in dem ja eine 
jede der drei zji AB sich anschließenden Quadratseiten der Begrenzung 
von angehören müßte Dieser Fall kann nun aber in Wirklichkeit 
mrmals eintreten Denn jedes der beiden mit a und c bezeichneten 91- 
(iuadrate gehört ja zu 9 Iq und hängt daher mit dem anderen zusammen 
(wie in t'ig 1 Va durch die punktierten Linien schematisch angedeutet 
ist) Da außerdem der Punkt B lein RandpiinM von 93 ist, so besitzt er 
auch eine gewisse randpunkf freie Umgebung, die also au? lauter Außen- 
punkten von ® bestehen muß Hiernach würde also das mit d bezeich- 
nete Quadrat, das mindestens einen Randpunkt von 93 enthalten müßte, 
von einem aus lauter Außenpunkten von 93 bestehendem Gebiete voll- 
ständig umschlossen und von dem gleichfalls randpunkthnltigen Quadrate 
h abgetrennt werden, was der Voraussetzung des Zusammenhanges von 
93 widerspricht. Damit erscheint also das Eintreten jeder anderen Mög- 
lichkeit, als der in Fig. 7, 1 — III dargestellten ausgeschlossen 

Da die analoge Schlußweise auf die in Fig. 7, I III mit BC be- 
zeichnete Quadratseite anwendbar ist (d h. midatis mufandis, wenn die 
letztere, wie in Fig. I und II, vertikal liegt), ebenso auch in bezug auf 
die F'ortsetzung der Quadratseite AB nach links y so erscheint als Be- 
grenzung von ein an die Strecke AB nach rechts sich anschließender 
Treppenweg, der sich niemals verzweigen und niemals abhrechen kann, also 
schließlich bei A wieder einmünden muß und so zu einem einfach ge- 
schlossenen Treppenpolygon wird. Dieses letztere zerlegt die Ebene 
in zwei getrennte Gebiete, deren imunres den Bereich 93 und zwar wegen 
des Zusammenhanges von 93 vollständig enthält, während das äußere (ein- 
schließlich seiner polygonalen Begrenzung) lediglich aus Außenpunkten 
von 93 besteht und ein „luekenlos^^^) ins Unendliche sich erstreckendes, oben 
bereits mit 91^ bezeichnetes Gebiet bildet. 

1) Das soll in dem vorliegenden Znßammenhange besagen Es kann nicht 

6 * 
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4. Die an nach innen anliegenden^) 9t-Quadrate haben teils eine 
Seite, teils nur einen Eelpunkt^') miteinander gemein. Liegt ein RanJ- 
pufikt von 58 im Innern eines solchen Quadrats, so muß das letztere deren 
unendlich viele enthalten, da ja jeder Bandpimkt zugleicli Häufungspunkt 
von Bandpunkten ist. Liegt er dagegen auf einer Quadratseite (die dann 
selbstverständlich eine nicht zu gehörige sein muß), so kann er fiir 
das betreffende Quadrat und, wenn er ein Eckpunkt ist, auch für zu'ei be 
nach barte (s. Kig. 8, I), ja sogar für drei in diesem Eckpunkte aneinander 
stoßende Quadrate (s. Fig. 8, II) der einzige sein Es besteht daher im 
ji 2 j äußersten I'.ille die Möglichkeit, daß 

die Gesamtheit der Bandpunkte, welche 
den an anliegenden 9i- Quadraten 
angehören, eine endliche Menge bilden 
Im allgemeinen wird aber diese Menge 
, , eine unendliche sein. Mit Rücksicht 

auf das folgende ist es wichtig, für 
diesen Fall eitv’ ■ stimmte endliche Mcmge daraus zu isolieren 

Hierzu heben nt- -j . ^ rn de/ an anliegenden 9f{-Quadrate je einen 

solchen Punkt der von einer der zu %q gehörigen Quadratseiteii 

den kleinsten Ahstand hat, d h., da ja ein SLi^uadrat liöchstens drei zu 
3.0 gehörige Quadratseiten enthalten kann, höchstens drei solche Punkte, 
die aber auch teilweise oder insgesamt und zwar sogar gleichzeitig für 
zud oder drei benachbarte 9i Quadrate in einen einzigen zusammenfallen 
können {s. Fig 8, I und II) Sollten andererseits für irgendeine Quadrat - 
sePe mehrere bzw unendlich viele „ndchstgelegene“ Bandpunkte vorhandfui 
sein, so soll es freistehen, einen beliebigen davon auszuwählen 

5 Wir fixieren nun irgendeins der au 3^ anliegenden 9? -Quadrate 
als Nr. 1 und denken uns, von diesem ausgehend, einen vollstündigch 
Umlauf längs 3o etwa m positiver Richtung^) ausgeführt, zugleich jeder 
einzelnen zu %q gehörigen Quadratseile bzw Folge von zirei oder drei 
solchen Quadiatseiten (wie in Fig. 8, 1 und II) den oben herausgehobenen 
nächstgelegenen Bandpunkt zugeordnet und der Reihenfolge entsprechend 
nunierieri 

Eine scheinbare Schwierigkeit könnte hierbei eintreteu, falls ein Si- 


et wa. eiu ziieites Tieppeiipolygon von dei Art des mit bezeicbneten irgendein 
Teilgebiet aus ausschneideii, da dessen Existenz, wieder der Voraussetzung di‘8 
ZuBamuienhange^ von 95 widei sprechen w'urde. 

1) „Anliegenfl^ li^Mieutet immer längs einer Seite zusammciili.mgend 

2) Finen Pkkpunkt naTnlicli dann, wenn dieses den Scheitel eines einsprmge»- 
den. Winkels von bildet 

S) § y, Ni 9, Zusatz (S 7U. 
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Quadrat, das zwei parallele Seiten (ohne vei bindende dritte) mit %q ge- 
mein hat und daher bei Umlaufung von zweimal passiert wird, nur 
einen einzigen Jlandpunlt enthielte. Dieser Fall kann aber wiederum in 
Wirklichkeit niemals emtreten, wie die folgende Überlegung zeigt. An- 
genommen, es gäbe ein Quadrat von der fraglichen Beschaffenheit, etwa 
das in Fig. 9 mit ABU A bezeichnete Die beiden anliegenden scliraf 
fteHen Quadrate sind dann als randpunhtfrn und (wie 
durch die punktierten Linien wieder schematisch an- 
gedeutet wird) zu 91^ gehörig anzusehen, während jedes 
der beiden anderen anliegenden, mit a und h hezeich 
neten Quadrate Randpunkie von 93 enthalten muß. 

Der hypothetische einzige^ dem ABlf A an- 9 

gehörige Randpnnkt müßte auf AB oder AH liegen, 
so daß die ganze Fläche des Quadrats ABHA mit Ausnahme dieses 
einzigen Punktes aus lauter Außenpunkten von 33 bestehen und durch 
Vermittlung der beiden schraffierten Nachbar qiiadrate mit 91^ Zusammen- 
hängen würde. Dann lägen aber die beiden randpunkt haltigen Quadrate 
a und b m zwei vollständig von Anßmpunkten umschlossenen getrennten 
Gebieten, Avas wiederum der Voraussetzung des Zusammenhanges von 
93 widersprechen würde Das gleiche würde aber sogar schon dann ein- 
treten, wenn das Quadrat ABB'Ä' irgendein, die beiden schraffieHen 
Nachbarquadrate verbindendes Gebiet (z B. einen beliebig schmalen Strei- 
fen) von Außenpunlden enthielte. Es müssen daher im hment Qua- 
drates ABB'A RandpunUej also auch Innenpunktc von 93 hegen und 
aus dem letzteren Umstande geht insbesondere hervor, daß tlic h-eLr#'ffende 
Randpunhtmenge^ keinesfalls aus Punkten einer einzigen /u .1 .4' ]nralleleij 
Strecke bestehen kann. Daraus folgt aber, daß es zu jeder der beiden pai aJ- 
lelen Seiten A A und BB einen besondeien nächstgvlegeneu Randpunkt gibt 
und daß der am nächsten zu AA hegende von BH entfernter ist, als dei 
zu BH nächstliegende. 

Hiernach läßt sich also in der 'Fat nach der angegebenen Vorschrift 
eine bestimmte, eindeutig geordnete endliche Folge ,misgezeichneter‘* Rand- 
punkte: 

p(<)) jp^) jr>'0) 

deren Gesamtheit mit {Pno^} bezeichnet werden möge, aus der Menge 
derjenigen, die den an anliegenden 9? Quadraten angehören, heraus- 
heben. Der Abstand zweier konsekutiver RandjiunfUe dieser Kategorie, 
also die Strecke + i (A 1, 2, , — i ? dann im äußersten 

FallQ nicht größer als 2 • )/2d^ Dies gilt auch für PfJPi\ da ja der 

1) Nämlich, wenn zwei *11 - Quadraten angehören, di© nur einen 
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beim Schluß des Umlaufs als letzter yor auftretende Punkt dem 
Nachbarquadrat des Quadrats Nr. 1 oder allenfalls dem nächst-^) bzw 
übernächst- vorangehenden angehört. 

6. Die Menge aller derjenigen Randpunkte, welche nicht nur den 
(bisher ausschließlich in Betracht gezogenen) an anliegenden, sondern 
auch den nur in einem EckfmnM an anstoßenden^) 91 -Quadraten an- 
gehören, besitzt wiederum einen gewissen Minimalabstand von etwa 
Öq (wo Öq < Öq sein kann) Wird jetzt eine natürliche Zahl ^ 3 so 

angenommen, daß: dj = ^ (so daß also eo ipso: dj ^ ^ -i- = A 

sodann jedes der von %q eingeschlossenen Quadrate in Teilquadrato 
von der Seltenlänge d\ zerlegt, so bilden die an längs einer Seite oder 
auch nur in einem Eckpunkt anstoßenden Teilquadrate einen lediglich 
aus Außenpunkten von ® bestehenden Ring, der außer von Xq von einem 
ira Abstande dj parallel zu Xq verlaufenden IVeppenpolygone X^' begrenzt 
wird Enthält dann irgendein an X^' anliegendes Quadrat einen der aus- 
gezeichneten Randpunkte so ist diesei wieder ein nachstgelegener in 
bezug auf diejenige Quadratseite, welche jetzt an die Stelle der früher 
dem Punkte P^^®^ zugeordnelen (ihr parallelen) größeren Quadratseite ge- 
treten ist Es besteht dann die Möglichkeit, <laß schon alle Punkte P/*'’ 
(X = 0, l, . . , n^) auf diese Weise wieder zum Vorschein kommen Ks 
können aber auch Punkte P;^®^ (möglicherweise sogar alle) infolge der 
Verkleinerung der Teilquadrate durch ein oder auch mehrere (einen 
Streifen von der Breite dj bildende) Zwischenquadrate von X^' getrennt 
sein. Alle diese Zwischenquadrate mögen dann an das Treppenpolygon 
noch angesetzt werden*), ebenso auch alle Quadrate, die etwa v 

Eckpufilt gemein haben. Andernfalls ist 

I.IW :yb d„, 

je nachdem i demselben bzw zwei aneinanderliegenden 91 - Quadraten 

angehören 

1) Nämlich, wenp jenes Nachbarqnadrat den Punkt mit dem Quadrat 
Nr 1 gemeinsam hat und keinen weiteren enthalt 

2) Vgl Fig 8, II Nimmt mau daselbst das Quadrat a als Quadrat Nr. 1, 
BO wurde bei der durch die Pfeile angedeuteten ümlaufsrichtung weder h, noch c, 
vielmehr erst d den Punkt Üefern 

flQ 

3) S z ß. in Fig 7, II das mit c bezeichnete Quadrat Daselbst wurden 
nur die Quadrate b und d für die Auswahl der ausgezeichneten Randpunkte 

in Betracht kommen Andererseits könnte aber das Quadrat c einen Randpunkt 
enthalten, der naher an dem Eckpunkt B liegt, als die ausgezeichneten Randpunkte 
der Quadrate h und d an den Seiten AB und BG^ was dann bei der Bestimmung 
des im Texte mit bezei ebneten Abstandes ausschlaggebend wäre 

4) Sollte einer dei Punkte /*wei benachbarten Zwisebenquadraten ai.- 
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zwei senkrecht zueinander verlaufenden zusammenstoßenden Streifen und 
einem Teil von eingeschlossen werden.^) Alsdann tritt an die Stelle 
des Tre^enpolygons jetzt ein neues: dessen Äußeres wieder aus 

einem lückenlosen Gebiete von Außenpunkten des Bereiches SB besteht^ 
während das Innere diesen letzteren enthält. Zugleich besitzt dasselbe 
die Eigenschaft, daß bei positivem, mit dem Quadrate, welches den Punkt 
enthält, beginnenden Umlauf in den Quadraten, welche an Iq" nach 
innen anliegen, sämtliche Punkte der Menge [F^n^] und zwar genau in 
der früheren Reihenfolge auftreten. 

Andererseits können aber unter den an nach innen anliegenden 
Quadraten noch weitere randpunktfreie vorhanden sein. Auch diese fügen 
wir noch zu dem von begrenzten Eoniiplexe hinzu, ebenso auch alle 
diejenigen, die mit diesen oder einem anderen bereits angeschlossenen 
längs einer Seite Zusammenhängen sollten, und setzen dieses Verfahren 
so lange fort, bis jedes der äußersten angeschlossenen , randpunldfreien 
Quadrate an ein randpunkthaltiges anzuliegen kommt. Als Begrenzung 
aller so zusammengefaßten ?l- Quadrate erscheint dann auf Grund der 
zum Existenznachweise des Treppenpolygons bereits benützten Schluß- 
weise ein (einfach geschlossenes) Treppenpolygon Sj, welches nach innen 
den Bereich ® enger umschließt, als jedes der Treppenpolygone 

(falls es nicht mit dem letztgenannten bzw. mit den beiden letzt- 
genannten identisch ist), und nach außen wiederum ein lückenloses Gebiet 
von Außenpunkten begrenzt, welches das zuvor mit 81^, bezeichnete 
als Teil enthält Aus jedem der nunmehr an anliegenden, durchweg 
randpunkthaliigen Quadrate (unter denen auch alle bereits an Xq' an- 
liegenden 91 Quadrate, insbesondere die P/®)-haltigen Vorkommen) heben 
wir wieder genau nach den zuvor getroffenen Festsetzungen eine (nur 
zum Teil neue) endliche Menge ausgezeichneter Randpunkte heraus, welche 
die Menge {P^} als Teilmenge enthält Die ihr angehörigen Punkte 
mögen in derjenigen Reihenfolge, welche bei positivem, mit der dem 
Punkte zugeordneten Quadratseite beginnendem Umlauf um zum 
Vorschein kommt, mit: 

P/'\ P,(^), P 3 (^> . P;^) (wo: P/^) P,(»)), 

ihre Gesamtheit mit {Pj^M bezeichnet werden. Für den Abstand je 
zweier konsekutiver Punkte besteht jetzt die Beziehung: 


gehörend auf deren Trennungslinie liegen, so mögen diese beiden bzw ein l^t)eifen 
von der Breite an angescblosseu werden 

1) Solche Quadrate sind Bicher randpunktfret Denn die entgegengesetzte 
Annahme würde wiedernm auf den bereits mehrfach vorgekommenen Widerspruch 
gegen den vorausgesetzten Zugammenhang von ^ führen. 
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£2 y2 S, (A = 1, 2, . , - 1), 

und die analoge Beziehung gilt auch für 

7. Wir behaupten nun, daß die innerhalb der Folge {Pj^^J voll- 
ständig enthaltene Menge der Punkte P/®\ abgesehen von Einsclijdtungen 
weiterer Randpunkte wieder genau in der ursprünglichen Anordnung 
auftritt, wie dies ja bei der ümlaufung von 'Xq" noch der Fall war und 
ofiTenbar bestehen bliebe, wenn jetzt nur diejenigen neuerdings ausgezeich- 
Kcten Randptinkte dazwischen geschaltet würden, welche an anliegen- 
den SR-Quadraten angehören Es erscheint aber zunächst fraglich, ob bei 
Aufzählung aller möglichen bei ümlaufung von auftretenden ausge- 
zeichneten Mandpunlde nicht irgendeinei der Punkte P;/®^ sich zivischen 
zwei Punkte P/®^ und Pj^^ einschiebm könnte. Das ist allerdings aus- 
geschlossen, wenn P/®^ und Pj^^ demscllui oder zwei (wenn auch nur m 
einem Eckpunlct) aneinander stoßenden Quadiaten angeliören. Es kommt 
daher nur der Fall in Betracht, daß Pj^i einem Quadrate angehört, das 
bei ümlaufung von %q' nicht unmittelbar dem mit besetzten folgt. 
Wird das zwischen diesen beiden Quadraten verlaufende Stück des Trep- 
penpolygons Xq' von lauter 9t-Quadraten begrenzt, so gehört dasselbe auch 
dem Treppenpolygon an, so daß in diesem Abschnitt der ümlaufung 
von X^ gögen früher keine Änderung eintritt. Eine solche erscheint erst 
dann möglich, wenn längs des fraglichen Stückes von Xq' durchweg oder 
wenigstens teilweise 'äl-Quadrate anliegen Sei dann etwa das (aus einer 
oder mehreren Quadratseiten bestehende) Wegstück Ä .. B von das 
erste, an welchem durchweg 21-Quadrate anliegen. üm X^ aus Xq" her- 
zustellen, wird zunächst an jede zu A , B gehörige Quadratseite ein 
2l-Quadrat angesetzt und mit Hinzufügung weiterer 2l-Quadrate so lange 
fortgefahren, bis der entstandene Komplex, abgesehen von dein Wegstück 
A . . B, durchweg von 5R- Quadraten begrenzt wird. Seme Begrenzung 
entsteht aus zwei Treppenwegen, die bei A und B beginnend schließlich 
zu einem einzigen, die Punkte A und B verbindendem Treppenwege t zu- 
sammenlaufen müssen Denn keiner jener beiden Treppenwege kann 
abbrechen oder an irgendeinem nicht zu A B gehörigen Punkte vcm 
Xq' bzw Xj einmünden, da in diesem Falle das betretfende Treppenpoly- 
gon in zwei solche zerfallen würde, das eine den liandpunkt das 

andere Pj^^ enthaltend, was wiederum den Zusammenhang von SB zer- 
reißen würde. Der von A nach B führende Treppenweg f tritt dann bei 
positiver ümlaufung von X^ an die Stelle des Wegstücks A . B bei ent- 
sprechender ümlaufung vonXo". Dabei werden sich eine Anzahl der neuer- 

1) Die Begegnung der beiden Treppenwege kann auch in einem zu A B 
gehörigen Eckpunkte stattfinden 



Nr. S 


§ 10 Äußere Berandung eines endlichen Bereiches. 


89 


dings ausgezeichneten Randpunkte zwischen Pj'^i ^‘iiischiehen. Soll 

'.um die gleiche Möglichkeit für einen der aVcren Serie angehörigen Punkt 

bestehen, so muß der Treppen weg t eine Serie mit demjenigen an 
Sq" anliegenden SR -Quadrate gemein haben, welches den Punkt 
enthält. Dies ist aber, da t, wie bemerkt, außer Punkten von A .. JR 
keinen weiteren Punkt mit %q‘ gemein haben kann, einzig in der Weise 
möglich, daß nur eine zu gehörige Seite besitzt und der Kand- 
punkt P^^^^ als nächstgelegener ihr zugeordnet ist, während die \\iy parallele 
Seite zu t gehört. Für diese muß aber auf Grund des zuvor im Anschluß 
an Fig. 9 gesagten ein neuer nächstgelegener Punkt P^<^) vorhanden sein 
und nur dieser letztere schiebt sich (mit anderen iieugeschajßFenen) zwi- 
schen P^^®^ und Pj^i ein, während P^^®^ auch bei Umlaufung von err.t 
hinter P^'^i an die Reihe kommen kann.') 

Hiermit ist also der Nachweis erbracht, daß in der Punktmenge 
{ Pj^^ } alle Punkte von { Pj®) } genau in ihrer ursprünglichen Reihen- 
folge, lediglich durch emgeschobene Zwischenpunkte getrennt, ent 
halten sind. 

8. Da auf selbst wieder kein Kandpunkt von ® hegt, die Menge 
der letzteren also wieder durch einen gewissen Minimalahstand von 
getrennt ist, so läßt sich das Verfahren, welches von %q aus zur Her- 
stellung von führte, wiederholen und zwar unbegrenzt oft wieder- 
holen. Man erhält also auf diese Weise eine unbegrenzt fortsetzbare 
Folge ineinanderliegender, aus lauter Außenpunkten von S bestehender 
Treppenpolygone : 


welche nach außen eine entsprechende Folge lückenloser, sich gegenseitig 
umfassender und ins Unendliche sich erstreckender Gebiete mn Außen- 
punkten : 


begrenzen, während sie nach mnen den Bereich S immer enger um- 
schließen. Diese letztere Tatsache findet ihren präziseren Ausdruck in 
der nachgewiesenen Existenz einer unbegrenzten Folge endlicher, durch- 
weg mit demselben Punkte P^^®^ beginnender, durch sukzessive Einschal- 
tung bzw. Anfügung neuer Punkte auseinander hervorgehender, fest ge- 
ordneter Randpunl Un engen : 




I p (V) 1 


t^wo: PjO) ^ P^(0) für ^ ^ 2, 3, ), die mit unbegrenzt wachsendem 


1) Diese gan^e Betrachtung bleibt auch gültig, wenn an die Stelle >ün 
die im zyUi^chen Sinne ko7isekutiren Punkte treten 
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V sich unbegrenzt verdichten und deren Vereinigungsmenge lim 
durch die Treppenpolygone I,, unbegrenzt approximiert wird. Diese letz- 
tere ist also zusammenhängend und zwar, da mit unbegrenzt 

wachsendem v heltehig klein wird, zyklisch zusammenhängend Durch Hin- 
zunahme ihrer Haufungspunkte, die ja als HäufungspunTcte von Rand- 
punkten gleichfalls Randpunkte sind, wird bie zu einer abgeschlossenen 
und zwar, da sie als Menge von Randpunkten keine inneren Punkte ent- 
halten kann, zu einem linienhaften Kontinuum id. 

Dieses Kontinuum ß bildet die Begrenzung zweier verschiedener 
Punktmengen, nämlich erstens der Vereinigungsmenge aller Äußengebiete 
Sy (v ^ 0, 1, 2, . . ), die wir mit SI == lim ?(y bezeichnen wollen und die 

V - Voo 

ein lückenlos zusammen/mn^cwt/es, sich ins Unendliche erstreckendes Gebiet 
von Außenpunkten des Bereiches ® bildet; zweitens der Menge aller 
übrigen Punkte, die wir, soweit sie nicht zu fi gehören, als innere Punkte, 
kürzer 3- Punkte von fl, deren Menge als 3 bezeichnen wollen. Diese 
letztere enthält insbesondere die Innenpunkte des Bereiches 93, da das 
Gebiet Sl keinen Punkt von 93 enthält Da ferner jeder 91- Punkt außer- 
halb eines von hinlänglich großem (und um so mehr von noch größerem) 
Index V, jeder 3’Punkt innerhalb aller 2;, liegen muß, so findet zwischen 
je einem Punkte der einen und der anderen Kategorie kein Zusammen- 
hang statt. Denn jeder einen 9l-Punkt und einen 3-Puiikt verbindende 
Streckenzug muß mit jedem von hinlänglich großem Index v einen 
Punkt Py, also jeden Häufungspunkt dieser Punkte P^ mit fl gemein 
haben. Es ist somit ß identisch mit der vollständigen Begrenzung der 
beiden Punktmengen 91 und 3 und bildet insbesondere in dem Sinne die 
äußere Berandung des Bereiches 95, daß sie ihn von denjenigen Außen- 
punkten trennt, welche das lückenlos ins Unendliche sich erstreckende 
Gebiet 9t bilden (möglicherweise freilich auch noch von an deren Außen- 
punkten, wie in der folgenden Nummer gezeigt werden soll). 

Das Gesamtergebnis der vorstehenden Betrachtungen läßt sich zu 
dem folgenden Hauptsatz zusammenfassen: 

Die Berandung eines im Endlichen gelegenen abgeschlossenen 
und zusammenhängenden Bereiches 93 enthält ein linienhaftes Kon 
tinuum ß, welches die Ebene in zwei getrennte Punktmengen zer- 
legt, nämlich ein ins ünendhche sich erstreckendes lückenloses Gebiet 
91 von Außenpunkten des Bereiches 93 und eine innere Punktmenge 
3; welche den Bereich 93 enthält Dieses als äußere Berandung 
von 95 zu bezeichnende Kontinuum erscheint als Grenzgehüde einer 
Folge ineinanderliegender Treppenpolygone und besteht aus einer 
zyklisch zusammenhängenden abzahlbaren Punktmenge mit Hinzu- 
nahme ihrer Häufungspunkte. 
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9. Zum genaueren Verständnis des vorstehenden Ergebnisses ist noch 
zu bemerken, daß die Häufungspunkte Menge lim [Pn^] von zweierlei 
Art sein können. Die eine (stets vorhandene) Kategorie macht jene ledig- 
lich ahzählbnre Menge der ausgezeichneten^^ liandpunkte oder einen ihrer 
Abschnitte in der Weise zum Kontinaumj daß dieses kein von ausgezeich- 
neten Randpunkten freies Teilkontinunm enthält (in der Art, wie bei 
Hinzufügnng der irrationalen Zahlen zu der abzahlbaren Menge der ra 
tionalen dos Intervalls [0, 1]) Die andere (welche auch gänzlich fehlen 
kann) liefert JSTow^inwa, welche, allenfalls abgesehen von einzelnen Punkten, 

überhaupt keine Punkte der Menge lim { P ^^ } , sondern nur Haufunqspunkte 

* ->-00 * 

enthalten und demgemäß als Häufungskontinua bezeichnet werden mögen. 

Ein einfaches Beispiel für das Auftreten eines Kontinuums dei letz- 
teren Art liefert die in Fußn. 1 ), S. 58 zunächst für das Intervall 0< 1 

definierte Funktion, die wir uns für das Intervall — 1 symmetrisch 

fortgesetzt und für die Stelle rc == 0 nach der Vorschrift am Schlüsse von 
Fußn 1), S Bf) ergänzt denken wollen Das geometrische Bild «heser 
Funktion besteht dann aus zwei Folgen gleichschenkliger Dreiecke von 
der Höhe 1, deren Grundlinien von den Punkten (.3^ =- ± 1 , ± J 

i .)"» » begrenzt werden, und aus der Verbindungslinie dei 

Punkte (0, 0) und (0, 1) die als Ort der Haufungspunkte der bei Annäheiung 
an ic =-= 0 immer spitzer werdenden Dreiecke den betreffenden Streckeu- 
zug zu einem linienhaften Kontinuum vervollständigt. Dieses letztere bilde 
«einen Teil der äußeren Berandung von ® (die iiii übrigen etwa aus einem 
die Punkte rr = — 1 und x 1 verbindenden, abwärts gerichteten Halb- 
kreise bestehen mag) Die von außen approximierenden Treppenpolygone 
ziehen sich mit wachsendem v immer tiefer und zugleich weiter nach 
dem Nullpunkt zu in die Winkel räume zwischen den Dreiecken hinein, 
deien Seiten die ausgezeichneten Pandpunkte P^^ liefern, während von der 
Strecke Öl nur der einzige Punkt (0,1) den Mengen { Pn/ } angeboren kann, 
alle anderen Punkte lediglich als Häufungspunkte der Menge Ij^ 
zum Vorschein kommen, also in der Tat ein Kontinuum dei oh«m be- 
zeichneteii Art liefern 

10 Während bei dem vorhergehenden Beispiel das zu dei libiigen 
äußeren Berandung von S3 hinzutretende Hau] ungskontinuum aus einer 
einfachen Strecke besteht, so kann auch der Fall eintreten (und zwar bei 
derselben Beiandung beliebig oft), daß ein solches Kontinuum, also ein 
Teil der äußeren Berandung von zugleich die vollständige Begrenzung 
<nne8 endlichen (also zu I, nicht zu Sl gehörigen) Gebietes von uiußeth 
punkten des Bereiches S3 bildet. 



92 Abschnitt I. Kap I ■ Reelle Veränderliche und Funktionen Nr. 10. 

Um diese Möglichkeit an einem Beispiel deutlich zu machen, wollen 
wir für das als äußere Berandung von 93 dienende linienhafte Kontinuum 
ü eine Form wählen, eiche dessen Charakie’* als Grenzgebilde einer 
Folge von Treppenpolygonen in besonders anschaulicher Weise zum Aus- 
druck bringt, nämlich ein Treppenpolygon mit einer abzählbar unendlichen 
Menge von Seiten, das wir als ein asymptotisches bezeichnen wollen und 
folgendermaßen konstruieren. Wir gehen aus von zwei konzentrischen 
Quadiaten, deren Seiten etwa horizontal und vertikal angenommen werden 
mögen. Zwischen diese denken wir uns von außen nach innen eine unendliche 
Menge gleichfalls konzentrischer Quadrate eingeschaltet, deren Abstände be- 
ständig abnehmen und zwar so, daß ihre Summe (einschließlich des Ab- 
standes zwischen dem äußeren Quadrate und dem ersten eingeschalteten ) 
gegen den Abstand der beiden Anfangsquadrate konvergiert Ferner denken 
wir uns die untere Horizontale eines jeden der eingeschalteten Quadrate 
soweit nach links verlängert, bis die linke Vertikale des vorhergehenden 
Quadrats getroffen wird, und sodann das Stück dieser Vertikale vom 
Treffpunkt bis zum linken unteren Eckpunkt ausgetiigt Auf dieso Weisi* 
entsteht ein 7.u8ammenhixi]gender polygonaler Slreclrnzug fein Treppenweg^j 
der vom linken unteren Eckpunkt des äußersten Quadrats beginnend das 
innerste Quadrat in unendlich vielen Windungen „spiralförmig^^ umläuft 
und sich diesem unbegrenzt (,,asymptoiisch"^) nähert, gegen dasselbe kon- 
vergiert Ein diesem Treppenwege parallel verlaufender „ 2 « 

werde in der Weise hergestellt, daß seine Seiten den Zwischenraum zwi- 
schen je zwei Windungen des ersteren halbieren. Werden ilann schließlich 
die Anfangspunkte der beiden Treppen vvege (durch teilweise Wieder- 
herstellung ein(‘r früher getilgten Strecke) geradlinig verbunden, so hat 
man das oben angekündigte ,,fWjmptoiisch€'^ Trcppenjwlygon . das dunh 
Hinzunahme des Innenquadrais zu einer ahgexhlossenm Punktmenge und 
damit zu einem linienhaften Kontinuum 2 wird Versucht man, dasselbe 
nach dem zuvor bfschriebenen Verfahren von außen her durch Treppen^ 
polygone X, zu approximieren, so werden diese mit wachsendem v immer 
tiefer und weiter in die Zwischenräume zwischen den Windungen dis 
Treppenpolygons emdrmgen. Die sukzessive zum Vorschein kommenden 
ausgezeichneten liandpunkte werden ausschließlich von den Seiten des 
asymptotischen Trep^ienpolygons geliefert, das Innenquadrat bleibt dabei 
gänzlich unbeteiligt und erscheint erst als Ort eines Teils der Ifaufungs- 

punkte von lim[Pi‘,^}. Das linienhafte Kontinuum 2 zerlegt hier die 

»'-►00 

Ebene in drei getrennte Gebiete, nämlich das ins Unendliche sich er- 
streckende Außengebiet 21, das Innengebiet 93 des asymptotischen Treppen- 
polygons (welche beide das ganze 2, einschließlich des Innenguadrats^ als 
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Berandung erfordtu-n) und das (nui durch einen d \(»u liegrenzte :■ 
Innere S3' des Innenquadrat^}) 

In der ZAir A^eranschaulichung des vorstehenden dienlichen Kig \<) 
ist für die Seiten des innersten und 
äußersten Quadrats das Verhältnn: l 
gewählt Betmchtet man die . Seite 
des Innenquadrats als I/änirennnheit, 
so hat der Abstand zwischen den beidmi 
Quadraten den Wert 2 h^ür die Ab- 
stände der Windungen des nußeten 
Treppenweges konnten daher die Werte 

1, 2 > i ’ ■> r ^ ■ gewählt werden 

oo 

^wegen: = 2^* die Windungen 

0 

dieses (und selbstverständlicji auch die- 
jenigen des zweiten Trepjienweges ) 
müssen also dem Iiinenquadrat beliebignalu' koinnnm, ohne dasselbe je- 
mals zu erreichen 

Es ist leicht erMchtlieh, daß man dureii getugnete Koinbinationer 
solclier asymptotischer TreppeiJ])ol>gone aucii Knniniuen Ü herstelle. > 
kann, welche für d»e gemeinsame Begren/ung dt*!* bisher mil 21 und 
bezeichneien Gidm^te volLdtotdifj in Anspiueh genomiiieu \^eiden, nichts- 
destoweniger die Ebene in eine hrhrlnffe An:jnld um Talpebfctcn zerlt*gen 
Auch ist dabei die von uns nur der besondt^ien konstruktiven und recn- 
nerischen Einfachheit halber getiolfeiie Wahl des tie})j)cni>()lygonaleu 
Tyjius selbstverständlich unwesentlich 

11. Einen beliebigen zusammenhängenden A^>.'^chnltt der außeien 
Ihnandung welcher hem Haufnngshmhnuum entliiilt, wolhui wir als 
primären l^ogen bezeichnen^) und hieran ankniipfeud den Hauptsatz von 
Nr. H durch den folgend(*n wichtigen Zusfltz \ervolhtä!i«]igen: 

1) Kb gibt noch wp«eutlieb komph^ieiteic Möglichkeiten dieser Art, auf die 
ubei iiiclit n.dicr eiu^egangen zu werden braucht, <la die beiden im Text an- 
geluhrtcn Beispiele goniigeii, um die hesondeie Bohe, welche die Haufungspunhie 
dci Menge hm t P«, } m dem vorliegeuilen ZuHJunuumhangc Hjnelen, deutlich /u 

I Vcc 

machen 

2} Ein solcher prxmanr Bogen muß also die aubgezuchurien Bandpunkt*' 
ubvrall dicht enthalten Andererseits sei darauf hiugewieseii, daß ein pnwarer 
Bogen für einen Bestandteil von S auch gleichzeitig die Bolle eines Haufungskoh- 
iinuums spielen kann Um sich dies deutlich zu maclien, braucht man das Bei- 
spiel von Nr 9 nur in <ler Weise ab/.uaiideiii, daß man den Bereich ü link'^ vorn 
Nullpunkt durch die Schenkel dos ie'‘hten Winkels begrenzt, Vrclcher die Punkte 
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Jeder zu 2 gehörige, d. h. in der Mengt lim { Fn] } mit ihren 
Haufungspunkien enthaltene primäre Bogen kommt darin nwr ein- 
mal vor, d. h die obige Menge enthält nicht zwei verschiedene Ab- 
schnitte^), welche den Bogen überall dicht erfüllen. 

Beweis. Angenommen, es enthielte 2 einen primären Bogen FF' 
in dem angegebenen Sinne zweimBi, so müßte jede der Punktmengen 
zum mindesten bei hinlänglich großem v]ezwei verschiedene aus 
den obengenannten Abschnitten der Vereinigungsmenge hm [Fn]] her- 

r-^oo 

vorgehende Teilfolgen ausgezeichneter Randpunkte enthalten, die auf FF' 
liegen, etwa: 


>(•') 


pW 

^ y,. + 1 j 


pr 


und: 


p(’) 


p(») 


ZTt,. 


(») 


wo: 


K •*) 


Das Treppenpoljgon liefert dann zu den obigen zwei Teilfolgen 
ein Paar „zugeordneter^^ Treppenwege, in deren (dem Innern von an- 
gehörenden) Zwischenräume jene verlaufen müßten. Die Annäherung der 
aus lauter ^-Funkten bestehenden, immer enger werdende Kanäle bilden- 
den Treppenweg-Paare an den Bogen PF' nimmt mit wachsendem v 
unbegrenzt zu, und es müßte schließlich PP' vollständig in ein Gebiet 
von 91-Punkten eingebettet sein, was unmöglich ist 

12 Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daß das linienhafte Kon- 
tinuum 2, welches die äußere Berandung eines abgeschlossenen Bereiches 
93 bildet, diesen vollständig begrenzt, daß also im Inneren von 2 nicht 
noch Randpunktmengen liegen, welche irgendwelche Punktmengen 

als Außenpunkte von 93 ausscheiden (dagegen könnten immerhin Teile 
von 2, wie in der vorigen Nummer gezeigt wurde, solche Außenpunkie 
begrenzen). Alsdann soll gezeigt werden, daß 2 auch von innen, und zwar 
durch eine Folge sich gegenseitig umschließender Treppenpolygone approxi- 
miert werden kann und zugleich wieder in eine abzahlbare, zyklisch zu- 


( — 1,0), (0,0), (0,1) verbindet. Die Ferdtn(2un^£vertikale (0, 0), (0, 1) spielt dann 
für die rechts gelegenen Bandpunkte die Rolle eines Hdufungshontinuurns, wahrend 
bei der Annäherung von links jeder ihrer Punkte als ausgezeichneter Randpunkt 
dienen kann, sie selbst also der Definition eines primären Bogens genügt. 

1) Infolge des zyklischen Zusammenhanges der Menge lim | | muß man hier- 

bei, um alle Möglichkeiten zu berücksichtigen, die Bezeichnung „Abschnitt^^ auch 
auf den Fall zweier im Punkte zusammenstoßender Teilabschnitte aus- 

dehnen. 

2) Für den besonderen in der vorigen Fußnote angeführten Fall kommt zu 

dei. zweiten Teilfolge noch eine von der Form Pi’\ i hinzu, wo jetzt • 
0 << I, <x, < ff, . 
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sammenhängende Punktmenge und die Menge der zugehörigen Häufungs- 
punkte sich zerlegen läßt. 

üm dies einzusehen, denke man sich ein Quadrat D, das ganz aus 
Jnnenpunhten von 33 besteht, von einer gewissen Seitenlänge X Man be- 

stimme sodann eine natürliche Zahl so, daß ^ — kleiner ist als 

der Minimaldbstand des Quadrats D von der Begrenzung i?, teile Q in 
Quadrate von der Seitenlange Öq und überziehe daran anschließend 
den Bereich 93 mit einem Netz solcher Quadrate Von diesen vereinige 
man alle an O unmittelbar anliegenden (offenbar randpunktfreien ^ also 
ausschließlich aus Innenpunkten von 95 bestehenden) mit D, ebenso alle 
gleichfalls randpunktfreien, die mit den letzteren oder mit bereits an- 
geschlossenen längs einer Seite Zusammenhängen, und setze dieses Ver- 
fahren so lange fort, bis es durch Auftreten anliegender randpunkt- 
hdltiger Quadrate gehemmt wird Man gewinnt auf diese Weise ein erstes 
von Innenpunkten des Bereiches 33 begrenztes und erfülltes Treppen- 
polygon Xq, das ringsherum von daran anliegenden randpunkihaltigen 
Quadraten umgeben ist. Aus den betreffenden Pandpunkten kann mau 
dann wieder, geradeso wie beim Beweise des Hauptsatzes von Nr. 8 
(vgl. insbesondere Nr. 4, 5), eine in bestimmter Weise geordnete endliche 
Menge ausgezeichneter Randpunkte herausheben, und das in dieser Weise 
begonnene Verfahren läßt sich in ganz analoger Weise, wie in Nr. 6 — 8 
ausführlich beschrieben, unbegrenzt fortsetzen. Daraus ergibt sich daun 
unmittelbar die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung. 

13. Bildet das als äußere Berandung des abgeschlossenen Bereiches 33 
dienende linienhafie Kontinuum 2 nicht dessen vollständige Begrenzung, 
so müssen im Innern von ß noch Außenpunkte von 33 vorhanden sein. 
Da zu jedem Außenpunkte auch eine Umgebung von Außenpunkten geheirt 
(vgl. § 8, Nr. 4, II, S. 64), so zieht die Existenz eines solchen Außeri- 
punktes unmittelbar diejenige mindestens eines gewissen Gebietes von 
Außenpunkten nach sich.^) Solcher Gebiete können dann bdiebig viele, 
auch unendlich viele im Innern von ß liegen.*) Jedes Gebiet dieser Art 


1) Einfaches, in der Funktionentheorie besonders häufig vorkommendei Bei- 
spiel eines entsprechenden Bereiches 33: ein von zwei konzentrischen Kreisen be- 
grenztes Binggebiet (ein „Kretering*^. 

2) Der Bereich 33 bestehe z B. aus einer Kreisfläche, aus der eine endliche 
oder abzählbare Menge von Punktumgebungen durch Kreise ausgesebieden sind. 
Als Beispiel der zweiten Art nehme man etwa einen Kreis um den Nullpunkt vom 
Radius r > 1 mit Ausschluß der Kreisflächen um die Mittelpunkte : 



1 

2i' + • ’ 


2 * — 1 
2 * 


mit den Radien 


i 1 1 

4 ’ 8 ’ IG’ 
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muß dann wiederum durch ein gewisses linienhaftes Kontinuum gegen 
die InnenpunJcte von S5 abgegrenzt sein, was sich in ganz analoger 
Weise begründen läßt, wie zuvor die Existenz der mit 2 bezeichneten 
äußeren Berandung von 33; man braucht nur alle dem fraglichen Gebiete 
von Außenpunkten nicht ungehörigen Punkte zu einer einzigen Menge zu- 
sammenzufassen, welche jetzt die Rolle des früheren Äußengebiets über- 
nimmt. Dabei bildet ein solches zur yyinneren Berandung^^ von 33 gehöriges 
linienhaftes Kontinuum allemal die vollständige Begrenzung des betreffen 
den Gebietes von Außenpunkten, da in dessen Inneren wegen des Zu- 
sammenhanges von 33 keine Innenpunkte, also auch keine weiteren Band 
punkte liegen können.^) 

Hängen mehrere derartige Kontinua punktweise zusammen, so sind 
sie auf Grund der Definitionen IV, V von § 8, Nr. 5 (S. 65/6) als ein einzige'; 
Imienhaftes Kontinuum anzusehen Diese Aussage gilt auch für den Pall, 
daß ein punktweiser Zusammenhang mit der äußeren Berandung 2 vor- 
handen ist: die äußere Berandung bildet dann mit entsprechenden inneren 
Berandungen zusammengenommen ein einziges Kontinuum}) 

Ist der (im Endlichen gelegene) Bereich 33 ein offener, so ist seine 
äußere Berandung 2 identisch mit derjenigen äußeren Berandung, welche 
zum Vorschein kommt, wenn man ihn zu einem abgeschlossenen macht 
Der Hauptsatz von Nr. 8 behält also unveränderte Geltung. Dagegen 
können hier innere Berandungen in Gestalt isolierter Punkte oder Punkt- 


Je zwei konsekutive dieser Kreise haben keinen Punkt g-eraein Denn es ist 


andererseits 


2» - 1 I + ‘ 


2*^ + ^ — 3 




Der Häufungspunkt der Kreismittelpunkte (bzw. der Kreibo selbst), nämlich der 
Punkt (1,0) gehört dann auch im Falle r>l zur Begrenzung von S3. 

1) Dagegen können auch hier wieder Teile jenes linieii haften Kontinuums 
(analog wie in Nr 10) noch besondere Gebiete von Außenpunkten begrenzen. 

2) Es bestehe z B. die vollständige Begrenzung von 93 aus zwei ineinander- 
hegenden, sich bei ährenden Kreisen. Die Innenpunkte des kleineren Kreises sind 
dann Äußenpunkte von 93. Die äußere Berandung von 93 besteht ausschließlich 
aus dem größeren Kreise, sie bildet aber mit dem kleineren zusammen ein einziges 
Kontinuum (wie noch anschaulicher wird, wenn man sich dieses letztere an der 
Stelle des Berührungspunktes durchschnitten denkt). Statt eines solchen Kreises 
kann auch eine endliche oder abzahlbare Menge von Kreisen vorhanden sein, welche 
keinen Punkt gemein haben und sämtlich einen größeren Kreis von innen berühren 
Oder man denke sich als Begrenzung von 93 eine geschlossene krumme Linie (im 
landlJuiigen Sinne), die nach innen eine endliche oder abzahlbare Menge von 
Schleifen bildet. 
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mcnffenf auch solcher linienhafter Kontinua auftreten^ die keinen Bereich 
von Außenpunkten begrenzen, und zwar in endlicher^) oder abzfthlbarer 
Menge. *) 

14. Ein (abgeschlossener oder offener, zusammenhängender) Bereich 
93 heißt einfach zusammenhängend y wenn seine vollständige Begrenzung 
aus einem einzigen linienhaften Kontinuum besteht. Unter diese Kategorie 
fallen also insbesondere diejenigen Bereiche, deren Begrenzung 

schon durch die äußere Berandung gebildet wird’) (z. B. Treppenpolygon, 
Kreis), wobei aber keineswegs ausgeschlossen ist, daß Teile der äußeren 
Berandung noch besondere Bereiche begrenzen können, wie bei dem 
asymptotischen Treppenpolygon von Nr. 10, dessen Inneres nichtsdesto^ 
weniger einen einfach zusammenhängenden Bei eich bildet. Des weiteren 
gehören hierher Bereiche wie die in Fußn. 2), S. 08 angeführten. 

Der Bereich heißt n-fach zusammenhängendy wenn seine Begrenzung 
aus n getrennten Stöcken besteht (dabei werden isolierte Randpunkte, wie 
sie ja bei offenen Bereichen verkommen können, als vollwertige „Stücke'^ 
gezählt). Zweifach zusammenhängend ist z. B. ein Ereisring oder eine 
Kreisfläche, deren Mitteipunkt als Randpunkt ausgeschieden ist. Die ge- 
gebene Definition schließt auch den Fall n »= cx> nicht aus (vgl. die Bei- 
spiele in Fußn 2). 

§11. Jordansche Kurren. — Zweiteilung der Ebene durch jede 
geschlossene Jordansche Kurre (^^Jordanscher Knrrensatz^^). 

1. Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen haben ergeben, daß 
die Berandung eines einfach zusammenhängenden Bereiches Eigentün)- 
lichkeiten, ich möchte sagen: unerwartete Abweichungen von den üb* 


1) Beispiel: Eine Kreisfläche, von welcher außer derPmphme noch einzelne 
Innenpunkte oder die Funkte eines ganzen Eadius als Bandpunkte fixiert sind 

2) Beispiel Der offene Bereich 9 bestehe aus dem Inneren des Quadrats 
über der Strecke 0 1 unter Ausscheidung der folgenden isolierten Punktmengen 
bzw Streckenmengen ais Bandpunkte (x,y), nämlich: 


oder. 


(.) .-(-?-)■ I ^ 


IiD Falle (a) besteht die Menge der betreffenden Bandpunkte aus den Punkten, 
welche die Vertikalen mit den Abszissen . 1, 2, 3, . . .) und der Höhe 1 

in 2" gleiche Teile zerlegen; im Falle (b) aus den horizontalen Strecken, welche 
von den äußersten der zuvor bezeichneten Punkte bis an die örenzvertikale a; =■» 0 
reichen (Die letztere, welche als Ort der Häufungepunkte in Betracht kommen 
würde, bildet ja überdies einen Teil der äußeren Berandung.) 

3) Die äußere Berandung wird also in diesem Falle zur Berandung schlechthin. 
Pringihaim, VorlMongaa n, 1 7 
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liehen Vorstellungen, aufweisen kann, welche davon herrühren, daß die 
Häufungspunkte der zur Charakterisierung des betrefiPenden Unienhaften 
Kontinuums dienenden zyklisch zusammenhängenden Punktmenge auf dessen 
endgültige Gestaltung einen maßgebenden Einfluß ausüben. Da ein großer 
Teil der für die Funktionenlehre unentbehrlichen Schlußfolgerungen auf 
dem Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten beruht, so erscheint es in dem 
vorliegenden Zusammenhänge notwendig, die als wirklich vorhanden er- 
wiesene Eventualität zu beseitigen, daß die Berandung eines einfach zu- 
sammenhängenden Bereiches außer dessen Innenpuvkten und dem ins Un- 
endliche sich erstreckenden Gebiet von Außenpunkten noch andere Ge- 
biete begrenzt. Es handelt sich also darum, aus der Gesamtheit der 
Unienhaften Kontinua, welche als äußere Berandungen eines im Endlichen 
liegenden Bereiches Vorkommen können, einen besonderen und doch mög- 
lichst allgemeinen Typus herauszuheben, der die Sicherheit gewährt, daß 
der soeben bezeiebnete ungünstige Fall niemals eintreten kann, und der 
als Berandung eines Bereiches nur diesen und das unendliche Außengehiet 
begrenzt, mit anderen Worten, die Ebene in zwei und nur zwei getrennte 
Gebiete zerlegt. 

Dieses Ziel wird erreicht, indem man den fraglichen Typus Unien- 
hafter Kontinua durch eine zugleich einfache und dennoch sehr allge- 
meine analytische Definition charakterisiert, wie im folgenden gezeigt 
werden soll. 

2. Es seien ep(t), ^{t) zwei für ein bestimmtes Intervall der reellen 
Veränderlichen t, etwa: eindeutig definierte und stetige Funk- 

tionen von tj welche überdies die Eigenschaft besitzen, daß nicht gleichzeitig : 

(1) wenn: + 

Definiert man sodann eine Punktmenge {x,y} durch die Beziehungen: 

( 2 ) y^ipii) (t^^t^T), 

so soll diese als eine die Punkte i^ito)) und ^(T)) verbin- 

dende Jordansche Kurve (S bezeichnet werden.’) Die Veränderliche t 
pflegt man in diesem Zusammenhänge als Parameter, die Beziehungen (2) 


1) „Funktion*^ in der allgemeinen Bedentung von § 4, Nr. S (S. .S3). Insbe- 
sondere können qp(Q, in verschiedenen, eine endliche oder abzählbar unend- 
liche Menge bildenden Teilintervallen durch verschiedene arithmetische Ausdrücke 
definiert sein. 

2) Einfachste Beispiele: Eine Strecke, ein Kreisbogen — aber, mit Rücksicht 
auf Fußn. 1), auch ein Streckenzug, der sogar aus abzählbar unendlich vielen (be- 
hufs Wahrung der Stetigkeit schließlich unendlich klein werdenden) Strecken be- 
stehen kann (vgl das in Fußn 1), S. 69 angeführte Beispiel). 
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als Parameterdarstellung der Kurve, diese selbst als stetige Parameterhwrve 
zu bezeichnen. 

Führt man zur Abkürzung für den zu irgendeinem Parameterwerte t 
gehörigen Eurvenpunkt die Bezeichnung P{{) ein, so daß also: 

P(<) =- (y(<), ^(<)), 

und versteht man unter t\ t" irgend zwei dem Intervall T] angehörige 
Zahlen (etwa: t^^t' < t" ^ T), so wird infolge der Stetigkeit von y(^), 
der Abstand von P{t!)j P{t'') gleichzeitig mit — t' beliebig klein: 
die Menge der Eurvenpunkte [x,y) = [ P(t) } ist also zusammenhängetid. 
Aus der Bedingung (1) folgt, daß jeder Eurvenpunkt nur einmal er- 
zeugt wird, wenn man der Veränderlichen t alle Zahlen werte des Inter- 
valls [iß, T] beilegt: die Eurve geht also nicht mehr als einmal durch 
denselben Punkt, sie hat keinen ,jI)oppdpuiM^ 

Umgekehrt gehört zu jedem Punkte P(t) eine und nur eine bestimmte, 
dem Intervall T] angehörige Zahl^ die gleichzeitig mit der Lage von 
P(t) sich stetig ändert. Substituiert man für die Zahlen des Intervalls 
Punkte der Strecke t^T^ so kann nach dem Gesagten die 
Jordansche Kurve ® charakterisiert werden als ein umkehrbar eindeutiges 
und stetiges Abbild der Strecke (die man überdies noch durch die Sub- 
stitution ^ = iß 4- (T — t^ f auf die Einheitsstrecke 0 ^ ^ 1 reduzieren 

kann). Daraus folgt insbesondere, daß die Punkte der JordamcAien Eurve 
eine abgeschlossene Menge bilden müssen. 

Versteht man ferner unter t\ i* zwei beliebige Punkte des Intervalls 
[^ 0 , T] und hebt man aus dem Intervall eine die Punkte t\ f enthal- 

tende abzählbare und zusammenhängende Menge { t^ } heraus, so liefert diese 
eine gleichfalls abzahlbare und zusammenhängende Menge von Eurven- 
punkten P(0^ Punkte P{f) bis zu P(<") erstreckt. Er- 

gänzt man sodann die Menge durch Hinzufügung ihrer Häufungs- 
punkte zum Kontinuum, so kann der entsprechende, die Punkte P(f) und 
P{f') verbindende Kurvenbogen kein Eontinuum enthalten, welches aus- 
schließlich aus Häufungspunkten der P{t^ (diese selbst ausgeschlossen) 
besteht. Denn diesem müßte ja ein von Punkten t^ freier und zugleich 
stetiger Bestandteil des Intervalls entsprechen, was unmöglich ist, 

da die t^ daselbst überall dicht liegen. 

3. Besteht in bezug auf die Bedingung (1) die eine Ausnahme: 

(1 a) g> (Q =“ 9>(P) , HQ “ V'(P) , 

SO daß also P(^o) ^ Eurve auch noch als Jordansehe 

bezeichnet werden. Sie kehrt in diesem Falle, wenn t das Inteiwall T] 
durchläuft, schließlich in den Anfangspunkt zurück und wird infolge- 

7* 
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deesen als eine geschlossene^ dem gegenüber in dem zuvor ausschlieSlicli 
betrachteten Falle als eine offene (oder auch als Jordfanscher Kurven- 
hogen) bezeichnet. Man erkennt nun leicht die Richtigkeit des folgenden 
Satzes : 

Eine Jordansche Kurve 6, die einen im Endlichen gdegenen 
Bereich vollständig begrenzt, ist eine geschlossene. 

Denkt man sich nämlich die fragliche Begrenzungskurve S nach 
dem beim Beweise des Hauptsatzes von Nr. 8 des vorigen Paragraphen 
entwickelten Verfahren durch eine Folge von Treppenpoljgonen von 
außen approximiert und faßt einen beliebigen Abschnitt der dort (S. 90) 
mit lim bezeichneten abzahlbaren und (zyJdisch) zusammenhängen- 

den Menge der ausgezeichneten Randpunkte ins Auge, so folgt aus der 
am Schlüsse der vorigen Nummer gemachten Bemerkung, daß derselbe 
nach Hinzunahme seiner Häufungspunkte hein Häufungshmtinuum liefern 
kann. Jeder Bogen der Kurve (£ ist somit ein primärer und sie selbst 
muß daher auf Grund des „Zusatzes^' von Nr. 11 des vorigen Paragraphen 
(S. 93/4) eine geschlossene sein. Denn, wäre sie eine offene, so müßte die 
zyklisch zusammenhängende Menge lim { } , um von dem Anfangspunkte 
Pq^^^ ausgehend zu diesem zurückzukehren, irgendeinen Abschnitt von S 
zweimal überstreichen. Es würde also im Widerspruche mit dem angeführten 
Zusatze derselbe primäre Bogen zweimal in der Menge lim vor- 

kommen. 

4. Dem Beweise für die (als Hauptziel dieser ganzen Betrachtung 
anzusehenden) Umhehrung des vorhergehenden, daß nämlich jede ge- 
schlossene Jordansche Kurve stets einen und nur einen im Endlichen 
gelegenen Bereich begrenzt, schicken wir noch den folgenden Hüfssatz 
voraus: 

Eine zusammenhängende Punktmenge welche ausschließ- 
lich aus Punkten einer die Punkte P{t^ und P{T) verbindenden 
(offenen) Jordanschen Kurve 6 besteht und Punkte in bdiebiger 
Nähe von P(^o) -P(^) ^^dhält, ist nach Hinzunahme ihrer 

Häufwng^unkte mit S identisch. 

Beweis. Es sei wieder Gl. (2) die Gleichung der Kurve S und daher* 
(3) P(g = («p(g, ^(g) , p{T) = 

Infolge der Stetigkeit von g>{t), tlf{t) gehört auch jeder Häufungspunkt von 
Punkten der Menge $ der Kurve (S an, so daß also auch die aus $ durch 
Hinzufügung der Häufungsfpunkte hervorgehende abgeschlossene Menge ^ 
ausschließlich aus Punkten von (S besteht. 

Es bleibt nun zu zeigen, daß auch umgekehrt jeder Punkt von S 
der Menge ^ angehört. Dies gilt zunächst ohne weiteres von den Punkten 
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P(^q) und P(P), da sie ja auf Grund der Voraussetzung Häufungspunkte 
der gegebenen Menge ^ sind. 

Es bedeute sodann r einen ganz heliehigen^ dem Intervall <T 
angehorigen Parameterwert, von dem noch nicht feststehen soll, ob er 
einen zu Sß gehörigen Punkt liefert, und es mögen andererseits diejenigen 
Parameterwerte, denen diese Eigenschaft mit Sicherheit zukommt, gene> 
rell init t' bzw. mit f bezeichnet werden, je nachdem sie kleiner oder 
größer* als r sind, so daß also: 

( 4 ) x<r^T. 

Die f haben dann eine obere Grenze T, die t'' eine untere Grenze und 
zwar folgt aus Ungl. (4), daß: 

(5) 

Da die Punktmenge $ eine abgeschlossene ist, so müssen die Punkte 
P{r), P(/') ihr angehören. Da sie zugleich eine zusammenhängende ist 
und andererseits auf Grund der Bedeutung von V und zwischen V und f 
keine Parameterwerte existieren, welche Punkte von ^ liefern, so müssen 
jene beiden Punkte zusammenfallen}) Daraus folgt aber vermöge der 
Bedingung (1), daß T»/' sein muß und daß daher mit Berücksichti- 
gung von Ungl. (5) sich ergibt: 

(6) ?'=='r=/', 

d. h. daß in der Tat jeder beliebige Punkt ( 9 ?(t), t(t)), sofern t^cir < Ty 
der Menge ^ angehört. Die letztere ist somit, wie behauptet, mit der 
Kurve (S identisch. 

5. Hauptsatz. Eine geschlossene Jordansche Kurve ® ze>r- 
legt die Ebene in zwei und nur zwei getrennte Gebiete, 

Beweis. Es sei A ein am weitesten nach linkSy B ein am weitesten 
nach rechts gelegener Punkt von 6. Diese beiden Punkte zerlegen die 
Kurve in zwei Bögen, einen unteren und einen oberen, die wir durch -An- 
setzen beliebig (insbesondere beliebig klein) zu denkender horizontaler 
Strecken AA\ BB' nach links bzw. nach rechts verlängern. Hierdurch 
wird der Charakter der beiden Bögen als offene Jordansche Kurven nicht 
geändert. 

Wir denken uns nun durch die Punkte A' und B' zwei nach beiden 
Seiten unbegrenzte Vertikalen gezogen und gehen darauf aus zu 

zeigen, daß jeder der beiden Kurvenbögen A'A . . . BB\ die wir mit 

1) Andernfalls müßten die Bögen P(eo)P(?) und P{t")P{T) als abgeschlossene 
Mengen ohne gemeinsamen Punkt einen von Null verschiedenen Minimal abstand 
haben, und ^ wäre nicht zusammenhängend 
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6/, bezeichnen wollen, den so entstandenen unendlichen Parallel- 

streifen in zwei getrennte Gebiete zerlegt. Hierzu soll dasjenige Ver- 
fahren, welches in § 10, Nr. 2 — 8 zur Approximation der äußeren Be- 
randung eines Bereiches durch eine Folge ihn umschließender Treppen- 
polygone diente, auf einen jener beiden Kurvenbögen, etwa den unteren 
6j', angewendet werden. 

Wir schließen also den letzteren zunächst in ein Quadrat ^ dann in 
einen qiuidratischen Bing von Teilquadraten und, von diesem ausgehend, 
in ein Treppenpolygon ein, dem wir wieder eine in bestimmter Weise 
geordnete endliche Menge { BnJ } von „ausgezeichneien^^ Randpunhten, d. h. 
von Punkten des Bogens 6/ zuordnen. Bei weiterer Fortsetzung des 
a. a. 0. beschriebenen Verfahrens ergibt sich dann wieder eine unbegrenzte 
Folge ineinanderliegender Treppenpolygone {y == 0, 1, 2, . . .), welche den 
Eurvenbogen ©j' immer enger umschließen und diesen zugeordnet eine 
gleichfalls unbegrenzte Folge sich beständig verdichtender endlicher Mengen 
von ^^-Punktenj denen jene Treppenpolygone unbegrenzt näher 
rücken, ohne jemals einen dieser Punkte zu erreichen. Wir treffen nun 
die weitere Verfügung, daß bei allen möglichen die beiden äußersten 
Vertikalseiten deijenigen Teilquadrate, welche die Strecken A'A, BB' 
enthalten, durch entsprechende Stücke der beiden Grenz vertikalen t>^ 
ersetzt werden sollen. Dadurch gelangen die beiden Punkte A' und 
B' auf die Begrenzung aller während im übrigen keinerlei wesent- 
liche Änderung eintritt. Werden jetzt die beiden (neu geschaffenen) 
äußersten Vertikalseiten der X, gänzlich ausgeschaltet, so zerfällt jedes 
in zwei Treppenwege ^ einen unteren und einen oberen Zugleich 
zerfällt auch jede der Punktmengen { PnJ } (v — 0, 1, 2 , . . .) in zwei solche, 
deren eine dem Treppenwege t^, deren andere dem Treppenwege zuge- 
ordnet ist und die beide zwischen und verlaufen. Die Vereinigungs- 
menge einer jeden dieser beiden Punktmengen mit Hinzunahme ihrer 
Häufungspunkte (zu denen auch A' und B gehören) muß dann nach dem 
Hilfssatze von Nr. 4 mit S/ identisch sein. Da andererseits jedes und 
jedes t,, den von b^, b^ begrenzten Parallelstreifen in zwei und nur zwei 
getrennte Gebiete, ein Unter- und ein Obergebiet, zerlegt, so gilt das 
gleiche von 6^'. Denn, wie auch v angenommen werden mag, so muß 
jeder Streckenzug, der einen Punkt des Untergebiets von und des Ober- 
gebiets von t,. verbindet, mit jedem und jedem von größerem Index 
V mindestens je einen Punkt und daher als Häufungspunkt aller dieser 
Punkte auch mit mindestens einen Punkt gemein haben. Da überdies 
auf Grund des Satzes von Nr. 3 bereits feststeht, daß nicht etwa ein Teil 
von S/ ein Sondergebiet begrenzen könnte, so folgt in der Tat, daß 
den Parallelstreifen in genau zwei getrennte Gebiete zerlegt: ein Unter- 
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gdbkt als Vereinigungsmenge aller Untergebiete der t,. und ein Obergebiet 
als Vereinigungsmenge aller Obergebiete der t,.. 

In derselben Weise ergibt sich^ daß auch der (abgesehen von den 
Strecken Ä'Ä und BB^) vollständig dem Obergdnet von 6/ angehorige 
Eurvenbogen S," den Parallelstreifen in zwei Gebiete zerlegt. Dabei 
können die beiden durch S/ und hervorgebrachten Zerlegungen nicht 
identisch sein, da sonst und identisch sein müßten. Es muß daher 
ein Teil des Oftcrgebietes von S/ mit einem Teil des Unfergebietes von 

zusammenfallen und es wird somit der Parallelstreifen durch die 
beiden Bögen und S,' in drei Stücke zerlegt, von denen die beiden 
äußeren sich ins Unendliche erstrecken, während das mittlere, gleichzeitig 
von 6^/ und begrenzte, ganz im Endlichen liegt. Denkt man sich jetzt 
die beiden Ansatzstücke A A und BB, sowie die beiden Vertikalen üj, D, 
ausgeschaltet und die beiden Bögen von 6!, die nach Wegnahme der 
Strecken A A und BB mit 6^, bezeichnet werden mögen, zu der ge- 
schlossenen Kurve 6 zusammengefaßt, so zerlegt die letztere die Ebene 
in genau mei getrennte Punktmengen, eine äußere, von der bereits fest- 
steht, daß sie ein lückenlos zusammenhängendes (übrigens ins Unendliche 
sich erstreckende) Gebiet bildet, und eine innere, von der noch zu zeigen 
ist, daß sie gleichfalls ein einziges zusammenhängendes Gebiet bildet. 
Dazu ist nur der Nachweis erforderlich, daß zwei beliebige, im Innern 
von (£ liegende Punkte P, P durch einen ganz im Innern von (S ver- 
laufenden Streckenzug verbunden werden können. 

Wir bemerken zunächst, daß durch die vorstehende Betrachtung für 
jeden der beiden Euiwenbögen eine bestimmte Seite (d. h. an- 

liegende Punktmenge) als untere bzw. obere festgelegt ist. Insbesondere 
hat diejenige Seite des (unteren) Kurven bogens als obere zu gelten, 
an welche die im Innern von S liegenden Punkte (im folgenden kurz 
als Innenpunkte von S bezeichnet) angrenzen. 

Da der Punkt P einen gewissen von Null verschiedenen Minimal- 
abstand von S aufweisen muß, so läßt er sich mit einem ganz aus Innen- 
punkten von S bestehenden Quadrat umgeben, von dem ausgehend man 
nach der Vorschrift von § 10, Nr. 12 eine unbegrenzte Folge ganz von 
Innenpunkten der Kurve (E erfüllter und begrenzter, sich gegenseitig um- 
schließender Treppenpolygone {v — * 0, 1, 2, . . .) nebst einer entsprechen- 
den Folge endlicher Mengen {Pi^ } von „ausgezeichneten^ Bandpunkten, 
d. h. d-Punkten, hersteilen kann, denen jene Treppenpolygone unbegrenzt 
näher rücken. Als Vereinigungsmenge der von den begrenzten Po- 
Ijgonflächen erscheint ein bestimmtes Innengdnet 3 der Kurve ß, die auf 
Grund des Satzes von Nr. 3 in ihrer gesamten Ausdehnung dessen äußere 
Berandung bilden muß. Immerhin ist die Möglichkeit nicht ohne weiteres 
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von der Hand zu weisen, daß ® noch andere Innengebietc begrenzen 
könnte, so daß der am Schlüsse des vorletzten Absatzes postulierte Nach- 
weis durch die oben gewonnene Erkenntnis keineswegs entbehrlich ge- 
macht wird. 

Bei dem obigen Verfahren muß unter den amgezeichnden ^-Punkten 
einmal ein erster auftreten, der (von A und B verschieden) dem unteren 
Bogen @1 angehört. Er werde mit Pj, der auf der eugeordneten Quadrat- 
Seite des betreffenden Treppenpolygons, etwa 2^, ihm gegenüberliegende 
mit Q bezeichnet Die Strecke QP^ liegt dann, abgesehen von dem 
Punkte P^, ganz im Innern von (i. Da andererseits der Punkt P mit Q 
durch eine im Innern von also auch von ® verlaufenden Strecken- 
zug sich verbinden läßt, so liefert der Streckenzug PQP^ eine im Innern 
von S verlaufende Verbindung von P mit der oberen Seite von 

Genau in derselben Weise läßt sich auch für den ganz beliebig im 
Innern von @ (d. h. nicht von vornherein als Punkt von %) zu wählen- 
den Punkt P' eine analoge Verbindung P Q'P^ mit einem Punkt P/ 
von und zwar wieder mit der oberen Seite von herstellen. 

Nun läßt sich aber die obere Seite von ß^ durch eine Folge der im 
ersten Teile des vorliegenden Beweises mit t,. bezeichneten Treppen wege 
beliebig approximieren. Da das Bogenstück P^ P^ einen gewissen Minimal- 
ahstand von dem oberen Kurvenbogen ß, hat, so muß bei hinlänglich 
großem v der Treppenweg die Strecken QP^ und Q'P^ in zwei Punkten 
bzw. nahe bei Pj bzw. Pj' treffen, und das Wegstück Q^Qi dem 
ün^ergebiete von ß^ angehören, also im Innern von ß liegen. Der aus 
PQQiQiQ'Pi bestehende Streckenzug liefert dann eine im Innern von 
ß verlaufende Verbindung von P und P'. Die Innenpunkte von ß bilden 
also ein einmges zusammenhängendes Gebiet. 

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen, aus dem insbesondere 
hervorgeht, daß die charakteristische, in § 9 zunächst für Treppewpolygone 
erwiesene Eigenschaft auch jedem bdiebigen Polygon mit sich nicht durch- 
kreuzenden Seiten und jeder einfach geschlossenen Kurve der analytischen 
Geometrie zukommt. 


§ 12. Funktionell zweier reellen Yeränderlichen. — Doppellimites 
und Iterierte Limites. — Stetigkeit und daraus entspringende 

Folgerungen. 

1. Sind X und y zwei reelle Veränderliche, z eine dritte reelle Ver- 
änderliche von der Beschaffenheit, daß jedem Wertepaare (a:, y) eines 
gewissen Bereiches^ also jedem Punkte einer gewissen Punktmenge eine 
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bestimmte Zahl $ zugeordnet ist, so heißt z eine in dem bezeichneten Um- 
fange eindeutige oder einwertige (reelle) Funktion von {x,y)y in Zeichen: 

(1 ) z ^ f{x^ y) (bzw. nach Bedarf: = Fix, y), g>(x, y) usw.), 

jene Pimktmenge der Definitionshereich von f{x, y), jeder ihrer Punkte eine 
SteUe des letzteren. 

Gehören zu jedem {x, y) mekrere (d. h. zwei bis unendlich viele) 
Werte z, so heißt z eine mehrdeutige oder mehrwertige Funktion von {x, y). 

Wir beschränken uns hier auf den Pall, daß der Definitionshereich 
von f(x, y) ein Gebiet, also ein (abgeschlossener oder offener) „Bereick^ 95 
m dem engeren Sinne von § 8, Nr. 4, VI (S. 65) ist, ferner verstehen wir 
unter f{x, y), solange nicht das Gegenteil ausdrücklich bemerkt wird, eine 
in dem gerade vorliegenden Zusammenhänge eindeutige Funktion, d. h. 
eine schlechthin einwertige Funktion oder einen eindeutig definierten Be- 
standteil einer mehrwertigen Funktion (z. B. -f Yxy {xy > 0), d. h. lYxy] 
als einen eindeutig bestimmten der beiden Funktion swerte Wx] und 

(- i Vxy i)). 

Die für einen gewissen Bereich 93 definierte Funktion: z == f{x, y), 
d. h. die entsprechende Zahlenmenge [z] hat dann wiederum (vgl. § 4, 
Nr. 5, S. 31) eine gewisse obere und untere Grenze: ®{z) bzw. ®{z), wo 
®(z), ®(z) entweder bestimmte Zahlen verstellen oder auch @{z)=^ + oo, 
@(jßr) === — oo sein kann. Im ersteren Falle heißt f{x, y) im Bereiche 95 
beschränkt. 

Die niemals negative (endliche oder unendliche) Differenz 
J) = @{z) - @(js) 

wird wiederum als Schwankung von f{x, y) im Bereiche 95 bezeichnet. 

In bezug auf die obere und untere Grenze von fix, y) gilt das fol- 
gende Analogon zu dem in § 4, Nr. G (S. 31) für Funktionen einer Ver- 
änderlichen bewiesenen Satze: 

Ist ®{z) die obere, @(£?) die untere Grenze der in dem end- 
lichen Bereiche 95 eindeutig definierten Funktion z^f(x,y), so 
gibt es mindestens je eine zu 95 gehörige oder (ohne zu 95 zu ge- 
hören) als Bandpunkt von 95 aufiretende Stelle, in deren Umgebung 
f{x,y) die obere Grenze ®(z), bzw. die untere Grenze ®{z) be- 
sitzt (gleichgültig, ob diese Grenzen endlich oder unendlich ausfallen). 
Der Beweis wird ganz analog ''geführt, wie derjenige für den oben 
angeführten entsprechenden Satz von § 4, Nr. 6. Nur tritt hier wiederum 
an die Stelle des dort als Operationsgebiet dienenden Intervalls ein den 
Bereich einschließendes Quadrat und demgemäß an die Stelle des 
linearen Teilungsprozesses ein quadratischer, geradeso wie bei dem in 
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§ 8, Nr. 2 (S. 61) gegebenen, auf die Existenz mindestens einer Haufangs- 
stelle für jede ebene Punktmenge sieb beziehenden Beweise, welcher als 
Vorbild vollständig genügen dürfte. 

Aus dem obigen Satze folgt dann weiter (vgl. § 4, Nr. 8, S. 33): 

Isi f(x, y) in dar Umgang jeder einedhten StdU eines end- 
lichen ahgesdilossenen Bereiches S beschränkt, so ist f(x, y) im 
gesamten Bereiche SS beschränkt. 

2. Ist (a, b) irgendeine Stelle des Definitionsbereiches 83 von f(x, y) 
oder auch nur ein nicht zu diesem gehöriger Bandpunkt von 83, c eine 
beliebige Zahl, so gilt die folgende Definition: 

f{x, y) hat für x-*a,y—rb den Doppellimes e, in Zeichen : 

(2) limf(x,y)^c,^) 

wenn m jedem £ > 0 eine Umgehung {q) der Stelle (a, h) existiert^ 
derart^ daß: 

(3) \f{x,y)-c\<E 

für edle {x, y) jener Umgdmng (abgesäien von (o, b) sähst), also für 
aüe (x, y), wdehe einer Bedingung von der Form genügen: 

(3a) 0 < y(x — ay -f- (y — b)* < p.*) 

Dabei kommt, wenn (a, b) ein Bandpunkt von 83 sein sollte, in dem 
vorstehenden Zusammenhänge als „Umgebung von (a, b') nur der zu 83 
gehörige Ttü der voUen Umgebung (3a) in Betracht. 

Parallel mit der obigen Definition läuft die folgende: 

f(x, y) hat für x—ra, y -*b den Doppellimes oo btto. 
— oo, in Zeichen: 

(2') lim f(x, y) — + oo bew. — — oo, 

wenn eu jedem (noth so großen) C > 0 eine Umgänmg nach Art 


1) Im Falle Bchreiben wir etwas einfacher: 

lim/‘(ar,y)=-c. 

2) Diese Definition enthält also wiederum (vgl. § 6, Nr. 1, Fnfiu. 1, S. 84) 
keinerlei Aussage über das Verhalten von f{x^y^ an der Stelle (a, b) (für welche 
f{x,y) überhaupt nicht definiert zu sein heauoht oder einen von c angebbar ver> 
schiedenen Wert besitzen kann). Will man die fragliche „Umgebung^* statt kreis- 
förmig, wie in üngl. (8a), guadratiseh begrenzen, also (x,y) den Bedingungen 
unterwerfen: 

O^tas-aKs, Og|y-h|<v, 
so ist die Kombination (« — a, y=‘b) ausdrücklich auszuschlieSen. 
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von Ungl (3 a) existmi, daß für alle ihr angehöf'enden {x^y): 
(3') f{x, y)>C hziv. f{x, y) < — C. 

Wir sagen gelegentlich, der fragliche Doppellimes existiere im 
engeren Sinnej wenn er eine bestimmte Zahl vqrstellt, im weiieren Sinne, 
wenn auch die Möglichkeit eines Unendlich Werdens (mit bestimmten Vor- 
zeichen) zugelassen werden soll. 

3. Mit Hilfe der Substitution: x>=a-{-h,y=^b + Je geht die Be- 
ziehung (2) in die folgende über: 

(4) + *» ^ + *) = c , 

während zugleich die definierenden Ungleichungen (4), (4 a) die Foru) 
annehmen: 

(5) \f(a + h,b + lc) — c\<s für: 0 < Vä* + h^ < q}) 

Nun seien q)(t), irgend zwei für ein gewisses Intervall 
stetige und für < — '^verschwindende Funktionen von der Beschaffenheit, 
daß unter der Voraussetzung f niemals gleichzeitig: g>{t')^(p(t\ 
^(/') = Die Punktmenge: 

[x^a + gi{t), y = 6 + if{t)) 

bildet dann eine die beiden Punkte (a + g>{T), b -J- ^{T)) und (a, b) ver- 
bindende Jordansche Kurve Setzt man jetzt in 61. (4): h g>{t), 
1c =» ^{t), so wird: 

(6) Im f{a + <p(0, b -J- ^(0) =« c. 

Wir sprechen den Inhalt dieser aus der Voraussetzung (4) hervorgehen- 
den Beziehung in folgender Weise aus: Gleichzeitig mit dem Doppdlimes 
(4) und damit übereinstimmend existiert der längs eines jeden nach {a, b) 
führenden „Weges^^ genommene Grenzwert (6). 

Dabei soll von jetzt ab unter einem solchen Wege ein entsprechen- 
der Jordanscher Kurvenbogen verstanden werden! 

Es findet aber auch das Umgekehrte statt, d. h.: Besteht die Bezie- 
hung (6) für jeden nach (a, b) führenden Weg, so existiert damit überein- 
stimmend der Doppellimes (4) Q>zw. (2)). 

Denn, angenommen das letztere wäre nicht der Fall, mit anderen 
Worten, die Ungleichung (3) ließe sich nicht jedes £ > 0 durch pas- 
sende Wahl von p befriedigen, so müßten für ein bestimmtes (möglicher- 
weise sehr kleines) a > 0 iw beliebiger Nahe der Stelle (a, b), also jeden- 


1) Andere häufig übliche Schreibweise: 

\f(a + 9‘if,b + SQ)-c'<B für: 
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falls in unendlicher^ zum mindesten abzahlbarer Menge^ solche Punkte 
(a + i + /c,) vorhanden sein, für welche: 

\f{a + A„ 6 + — c[ ^ 

Ein diese Punkte verbindender, sieh nicht durchkreuzender und der Be- 
dingung lim h, = lim Ä, = 0 genügender^) Streckenzug würde dann aber 
einen Weg liefern, für welchen der Grenzivert c nicht zum Vorschein käme, 
was der Voraussetzung widerspricht. 

Die vorstehenden Aussagen lassen sich, wie leicht ersichtlich, auch 
auf den Fall übertragen, daß + oo oder — cx) an die Stelle der Zahl 
c tritt. 

4 Trifft man in dem vorliegenden Zusammenhänge die besondere 
Wahl: 

q?(t) at, if(i)=^ßty also: 0, 

wo a, ß zwei beliebige reelle Zahlen bedeuten, deren eine auch Null sein 
kann, so wird der zuvor mit 6 bezeichn ete Weg zu einem im Punkte 

(a, h) einmündenden Halbsträhl, dessen Richtung durch das Verhältnis " 

r 

oder — bestimmt wird. Man hat alsdann wiederum unter der Voraus- 

a 

Setzung, daß der Doppdlimes (4) existiert: 

(7) lim f(a + at, b ßt) == c, 

d. h der fragliche Grenzwert kommt insbesondere längs eines jeden nach 
(a, b) führenden Halbstrahls, anders ausgesprochen, in jeder beliebigen 
Richtung zum Vorschein. 

Die wohl ziemlich naheliegende Vermutung, daß auch umgekehrt 
diese letztere Tatsache, also das Bestehen von Gl. (7) für jede beliebige 
Wahl von a und ß, die Existenz des Hoppellimes (4) nach sich ziehen 
müsse, erweist sich als irrig, wie das folgende Beispiel zeigen soll. Es sei: 

( 8 ) 

und die fragliche Stelle {a, b) die Stelle (0, 0), für welche dieser Aus- 
druck die Form ^ annimmt, so daß f{0, 0) überhaupt nicht definiert 

ist. Dagegen läßt sich zeigen, daß f{x, y) daselbst in allen mög- 
lichen Richtungen den Grenzwert 0 besitzt. Da die Richtung des 'Halb- 
strahls: x^at, ßt (t'^0), wie bemerkt, nur von bzw. ~ abhängt, 
so werden alle Möglichkeiten bereits erschöpft, wenn man cc auf die 

I) Nur unter dieser Bedingung ist der Streckenzug ein JordanBchei Kurven- 
bogen« Vgl. § 11, S. 98, Fußn. 2). 
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Werte a =— 0 und a = + 1 beschränkt und ß ^ 0 annimmt. Man findet 
zunächst für « ~ 0 und f + 0: 

f(0, ßt) =* 0, also auch: lim f(0, ßt) = 0. 

Ferner für a =» ± 1 und < + 0: 

(8.) n± I, ßi) - ± ,4‘iv - ± 1 + f-F. 

mithin : 

SO daß also in der Tat in jeder beliebigen Richtung der Grenzwert 0 er* 
scheint. 

Wählt man dagegen (bei ^^0): 

05 = ± <*, y = ßt (also: y*= + ß*x), 

80 wird für < 4“ 0: 

(8b) f (± t\ ßt) = ± = + (THTjj»)!-» 

und daher: 

lim /•(+<*, ßi) = ±(x>. 

Die Wege 6, welche diese Grenzw^erte erzeugen, sind jetzt zwei (nach 
rechts hzw links sich erstreckende) Scharen von Parabeln mit dem 
Scheitel (0, 0), der a;- Achse als Symmetrieachse und dem Parameter \ß^. 

Zur genaueren Einsicht in das Zustandekommen der fürs erste doch 
wohl äußerst merkwürdig erscheinenden Tatsache, daß jene Funktion 
fXx, y) bei Annäherung an die Nulistelle auf jedem Hälbstrahle gegen 0 
konvergiert, dagegen auf jeder der näher bezeichneten Parabeln nach 
+ oo oder — cx) divergiert, mögen die folgenden Bemerkungen dienen. 
Wie aus Gl (8a) hervorgeht, nimmt f(x, y) auf den Halbstrahlen: 

x^±t,y = ßtf&rt=‘^ (also: a: = ± ^ , y = y) die Werte ± J 

an, also für verhältnismäßig große Werte von ß (d. h. je mehr die Rich- 
tung der Halbstrahlen sich der vertikalen nähert) und demnach für sehr 
Meine Werte von t (also sehr nahe an der Stelle (0, 0)) numerisch sehr 

große Werte an. Übrigens sind diese Werte ± noch nicht einmal die 

numerisch größten, die f(x, y) auf den betreffenden zwei Halbstrahlen in 
der Nähe des Nullpunkts annimmt, diese sind vielmehr, wie eine bekannte 

Methode der Differentialrechnung zeigt; ± und treten ein 

für: ä: — ± n-h'>-n • y, also noch etwas näher am Null- 
punkte. Erst längs der mit diesem Punkte beginnenden und mit unbe- 
grenztwachsendem ß unbegrenzt abnehmenden Strecke nimmt dann \f(x, y) | 
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äußerst jäh gegen Null ab. Die Konvergenz von f{x, y) gegen 0 längs 
der verschiedenen in den Punkt (0, 0) einmündenden Halbstrahlen er- 
scheint hiernach als eine ungleichmäßige^ es gibt Tceine noch so Meine Um- 
gebung Yx^ + y* < Q von der Beschaffenheit^ daß /(j:, y) innerhalb der- 
selben auf allen Halbstrahlen einen gewissen Kleinheitsgrad erreicht. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse längs der Parabeln bezüglich der 
Divergeng von f{x^ y) ins Unendliche, Allerdings wächst ^ wie GL (8 b) 
zeigt, \ f{Xy y)\ beständig und proportional mit Ä . Aber die Schnellig- 


keit dieses Wachsens hängt wesentlich von dem Proportionalitätsfaktor 
ab, der wegen: 


i-i-'ß» 



sowohl für relativ große j als für relativ Meine Werte von \ß\ sehr Mein 
ausfällt. Wird insbesondere ß verhältnismäßig Mein angenommen und 
sodann t ^ \ß\ gesetzt, so daß die zugehörigen Parabelpunkte (nämlich: 
a: =** ± /S*, y == ± /3*) sehr nahe am Nullpunkte liegen, so findet man als 
zugehörigen Absolutwert von f{Xjy) aus Gl. (8 b): 

also trotz beständigen Wachsens noch sehr Mein. Ein stärkeres und 
schließlich rapides Anwachsen von |/*(:r, y)| findet erst auf den noch 
merklich jenseits der Punkte (± /}*, ± /9*) zum Nullpunkte sich erstrecken- 
den sehr Meinen und gleichzeitig mit ß unbegrenzt abnehmenden Parabel- 
bögen statt. Wenn also auch ein beliebiger Halbstrahl, mag er sich noch 
so sehr der Vertikalen nähern, alle Parabeln der einen Schar schneiden 
muß, so geschieht dies schließlich, d. h. bei den Parabeln mit hinlänglich 
kleinem |/}| (also hinlänglich kleiner Öffnung) in solchen Punkten, für 
welche \f(x, y)| immerhin sehr kleine Werte annimmt, so daß hieraus für 
die Konvergenz von f(x, y) gegen Null bei weiterem Fortschreiten auf 
dem Halbstrahle kein Hindernis erwächst. 

5. Von dem in Nr. 2 definierten, offenbar dem Doppeüimes einer 
Dqppelfolge: lim a^^^^ (vgl. Ij, § 40, Nr. 1, S. 253) nachgebildeten DoppeU 

limes: lim f{x, y) wohl zu unterscheiden sind die beiden iterierten Limites: 

*->a, y-Vft 


lim lim f{x, y) (deutlicher geschrieben: lim (lim f(x, y)) 

y~>b x-¥-a x~>a 


lim Um f(x, y) ( 

x>>a y->h 


lim (lim f(.x, y)), 


welche das Analogon zu den iterierten Limites einer Doppdfolge bilden 
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(vgl. Ij, § 42, Nr. 1, S. 271), übrigens keiner weiteren Erklärung be- 
dürfen, da sie ja auf zwei nacheinander auszuführenden Limesbildungen 
in bezug auf eine einzige Veränderliche beruhen.') Sie reduzieren sich auf: 

lim lim f{x, y), lim lim f{Xj y), 

y-^b x-^a y->6 

wenn die inneren Hauptlimites in einen Limes zusammenfallen. Daß 
übrigens, auch wenn dies nicht der Fall ist, die beiden iteriertm Limites 
(9) nichts destoweniger existieren und überdies zusammenfallen können, 
mag das folgende einfache Beispiel zeigen. 

Es bedeute g>{x) die in § 4, Nr. 2 (S. 28) angeführte Dincftfe/sche 
Funktion: 

, f — a für alle ratianalen x, 

9^ (^) { 

1 = 6 für alle irrationalen x, 

und es sei: 

f(_x, y) - c + >piy) ■ ^ • y* 

so ergibt sich, falls a<.hi 

Ü™ y) = C + ay*, lim f{x, y) 

x->0 x->0 

also verschieden^ nichtsdestoweniger: 


c + 


und ebenso: 


lim hm f(Xy y) 
*-►0 

lim ^ fix, y) = 

*->«0 y ->0 


6. Bezüglich des Zusammenhanges zwischen den beiden Uerierten 
Limites (9) und dem Doppdlimes (2) gilt der folgende Satz: 

£<s ist: 


lim Um f{x, y) 
lim lim f{x^ y) 

x->a y-^b 


= li“ f(^, y), 

x-^a, y->6 


/oBs der Doppdlimes (im weiteren Sinne) existiert. 

Beweis. Es sei zunächst: lim /'(ar, y) -= c, so daß also zu jedem 

x<>a, y->& 

£ > 0 ein (im allgemeinen gleichzeitig mit s gegen 0 abnehmendes) p > 0 
existiert, für welches: 

y) wenn: 0 < Vix — a)* + (y — 6)* < P; 


1) Es erscheint vielleicht zweckmäßig, an die Bedeutung der Schreibweise 
lim zu erinnern, welche (nach I, , § 86, Nr. 8, S. 213) besagt^ daß in dem betrelFen- 
den Zusammenhänge die Wahl zwischen dem unteren und oberen Limes (falls 
diese verschieden sind) vollständig frei steht. 
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Nr. 7. 


c — e<f{x,y)<e + s (O < Yix — 0 )*”+ (y — h)* < p). 
Daraus folgt für x —*■ a 

c — e f(x,y) ^limf{x,y) + s für: 0<|y — 6|<p. 

x-^a 

Kürzer geschrieben: 

*->a 

Diese Beziehung ist aber gleichbedeutend mit der folgenden: 

lim ^ f(x^ y) Cy 

y b X a 

(wie man sofort übersieht, wenn man lim f(x, y) = F(y) setzt). 

ar->a 

In gleicher Weise ergibt sich: 

lim lim f(x, y) == c. 

x-^a y-^b 

Geht man von der Voraussetzung aus: lim f{x, y) + ooy so hat man 

x->-a, f/->& 

bei beliebig großem C > 0: 

f{Xy y)>C für: 0 < y{x — a)* + (y — b)* < g, 

und daher: 

lim f{x, y) ^ lim f{x, y)'^C (0 < jy — &| < p). 

r->a ar->a 

Da es freisteht C unbegrenzt zu vergröBern (bei gleichzeitig unbegrenzt 
abnehmenden p), so folgt: 

lim lim f(Xy y) = + cx> 

y->ft a?->rt 

Ebenso: 

lim lim f(x, y) — + oo . 

x-¥-a y 

7. Aus dem eben bewiesenen Satze geht hervor, daB der Doppellimes 
sicher nicht existieren kann, wenn die beiden iferierten Limites verschieden 
ausfaUen Setzt man z. B.: 

SO findet man: 


lim /■(«, y) = 1 + y för y + 0, Irn Im fix, y) = 1 , 

dagegen: 

Im f(Xy y) =- X für x^Oy Im lim f{Xy y) « 0. 

Setzt man, um sich über das Verhalten von f{Xy y) auf den ver- 
schiedenen in den Nullpunkt einmündenden Halbstrahlen zu orientieren, 
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y *= ßXy so folgt: 

t\x, ßx) - + (1 + ß)x, also: lim f(x, ßx) = , 

der fragliche Grenzwert hängt also wesentlich von dem ßichtungskoeffi- 
zienten ß ab. 

Andererseits darf aus der Existenz und dem Zusammenfallen der 
beiden iterierten Limites noch keineswegs auf die Existenz des Doppel- 
limes geschlossen werden. Es sei z. B.: 

f(ß> y) = + x-y 

und daher: 

lim A«, !^) = 1 - y, also: lim lim f(x, y) = 1 

lim f(x, ?/)=!+ X. also: lim lim f{x, y) = 1. 

Die beiden iterierten Limites fallen somit zusammen. Daß nichtsdesto- 
weniger für a:, y — ► 0 Tcein Doppellimes existiert, erkennt man sofort, 
wenn man y ^ x setzt. Alsdann wird nämlich: 

f{x, x) = 0, also auch: lini /(./', x) === 0 

8. Wie in Nr. 2, Fußn. 1, S. 106 ausdrücklich bemerkt wurde, gibt 
die Existenz eines bestimmten lim f{Xy y) allein noch keinerlei Auskunft 

x-^a,y->b 

Über den Wert von f{a, b). Bestehen nun aber die ewei Bedingungen: 

(I) f{a, b) ^ c (d. h. eine bestimmte Zahl) 

(II) lim f{x, y) — f{a, h), 

y~^b 

SO heißt / {Xj y) stetig an der Stelle (a, 6), ausführlicher gesagt, eine stetige 
Funktion der beiden Veränderlichen a?, y für x a, y ^b. 

Auf Grund der Definition des DoppeUimcs (2) (S. 106) durch die Un- 
gleichungen (ß)y (3 a) kann die Bedingung (II) durch die folgende ersetzt 
werden: 

(Ila) \f(x, y) — f{a, h)\<£ für: 0 ^ }/(* — a)* + (y — b)* < p, 

(welche durch ihre Fassung die Bedingung (I) schon implizite enthält: 
vgl* § Nr. 1, Fußn. 2), S. 46), anders geschrieben: 

(Ila') \f(a + d-Q, b + to) — f{a, h), <e für: 0 ^ -ß** + 5* < 1 • 

Schreibt man in Ungl. (Ha) statt s und ersetzt die offene kreis- 
förmige Umgebung durch eine abgeschlossene quadratische, so nimmt 
die betreffende Stetigkeitsbedingung die Form an: 

\f{^, y) - A«, &)l< -2 ^ ^ { jy _ ft} ) ^ p 

t> 


Pringsheim, Vorlesungen II, 1 
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Nr. 9. 


lind, wenn (x’, y') gleichfalls ii^endeine Stelle der bezeichneten Um- 
gebung bedeutet: 

lrt»,sO-«o,»)l<-J- fiir: 

Daraus ergibt sich: 

(HM f(^,v)-fix',y')\<B 

zunächst als notwendige Stetigkeitsbedingung, die aber sofort auch als 
hinreichend erkannt wird, wenn man a, y setzt. Wird sodann 
die Schwankung von f{xy y) för die bezeichnete Umgebung mit be- 
zeichnet) so erscheint um so mehr die Beziehung: 

(Hc) I)^<B 

als hinreichende Stetigkeitsbedingung, während ihre prinzipielle Notwen- 
digkeit (genau genommen in der Form < 2^) gerade so erkannt wird, 
wie in § 6, Nr. 1, üngl. (Ilb) für Funktionen einer Veränderlichen. 

9. Aus der Definitionsbedingung (Ha) folgt mit Rücksicht auf die in 
Nr. 3 als Inhalt von 61. (6) erörterte Eigenschaft des Doppellimes, daß 
die an der Stelle (a, b) stetige Funktion f{Xy y) auch stetig in den Wert 
/“(a, V) übergeht, wenn das Wertepaar (a?, y) die Punkte eines beliebigen 
nach (a, b) führenden Weges durchläuft. 

Dies gilt insbesondere längs aller in (a, b) einmündenden HaJbstrahlenf 
während umgekehrt die Stetigkeit längs aller dieser Halbstrahlen noch 
keineswegs diejenige an der Stelle (a, b) nach sich zieht. 

Vervollständigt man nämlich die Definition der in Nr. 4 diskutierten 
Funktion Ql. (8): 

durch die Zusatzbestimmung: 

/•( 0 , 0 ) = 0 , 

■o wird »n aUm tnöglüiien (geradlinigen) Richtungen (rgl. 61. (8 a)): 

während im Anschlüsse an 61. (8 b) sich ergibt, daß f{x, y) an der Stelle 
(0, 0) nicht nur nicht stetig, sondern sogar in der Umgebung nicM einmal 
beschränkt ist. 

Da die an der Stelle (a, b) stetige Funktion f{x, y) in allen Richtungen 
stetig sein muß, so gilt dies besonders längs der vier su den Achsen paral- 
Iden HdlhstraMen, mit anderen Worten, es muß f{x, b) eine stetige Funk- 
tion von a; für a; a, ebenso f{a, y) eine stetige Funktion von y für y =* 6 
seih, in Zeichen: 

(10) 1“^ + /«»■• 1^1 <i» 

^ Ib) \f{a,b + t(f)-na,h)\<e für: |C|< 1. 
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Selbstverständlich sind diese für die Stetigkeit von f{x^ y) an der Stelle 
(a/ V) notwendigen Bedingungen noch sehr viel weiter davon entfernt 
hinreichende zu sein, da sie ja der Funktion bei der Annäherung an die 
Stelle {a, b) im Innern der vier durch die beiden Achsenparallelen er- 
zeugten Quadranten noch volle Freiheit lassen. 

Man kann indessen je eine der beiden Bedingungen (10) so abändem, 
daß sie mit der anderen zusammen für die Stetigkeit von f(x, y) an der 
Stelle (a, 6) hinreichend wird, so daß auf diese Weise die Stetigkeit von 
f{x, y) in bezug auf die beiden Veränderlichen zurückgeführt wird auf die- 
jenige in bezug auf je eine Veränderliche. Man hat hieran nur die Be- 
dingung (10a) durch die folgende zu ersetzen: 

\f{a-{- »Q,y)-f{a,y)\<$ für: l — Q<y<h-\- q, 
anders geschrieben: 

( lOA) \f(a + »p, 6 + £(>) — f{a, h + S(>)| < f für: |gl < 1; 
bzwf die Bedingung (10b) durch die folgende: 

\f{x, b + tQ) — b)! < e für: a — q <x<a + q, 

anders geeehrieben: 

I^IOB) |/*(a + O-p, 6 -[- gp) — /*(a -a-p, &)1 < £ für: |a|<l. 

Die erste dieser Bedingungen verlangt die Stetigkeit von f{x, y) in bezug 
auf die eine Veränderliche x an der Stelle x ^ a nicht nur für y 
sondern „gleichmäßig** für alle y des Intervalls 6 — p<y<6-|-p. Das 
Entsprechende gilt bezüglich der zweiten Bedingung. 

Durch Kombination von (10 A) mit (10b) bzw. von (lOB) mit (10a) 
ergibt sich die Beziehung: 

!/•(« + 9&,b + g(.) - fia, b) < 2s für: { < 1, 

welche dem Sinne nach mit (lla') gleichwertig ist, also die Stetigkeit von 
f{Xf y) an der Stelle (a, 6) nach sich zieht. 

Das vorstehende Ergebnis liefert u. a. den folgenden nützlichen 
Spezialsatz: 

Ist q>{x) stetig für x = a, Jlf{y) für y = />, so ist das Produkt 
f{x^ y) ^ (p\^x) • ip(y) eine an der Stelle (a, b) stetige Funktion der 
beiden Veränderlichen x, y. 

Man findet zunächst zur flerstellung der Beziehungen (10 A), (10 b): 

^ii,. I l/'(o + «-p, 6 + Sc) ^ + ^e)| “ k(« + ■9'p) - vC«)! • + £p)l 

6 + 5(>) - f{a, 6)1 = |?p(o)| • )V'(6 + Sp) - V'(6)|. 

Man kann nun zu gegebenem £ > 0 ein p'> 0 so fixieren, daß: 

(12) + für: UKl 


8 
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und daher: 

(12a) \il^(h + < \tlj(b)\ + « — y; 

sodann ein q ^ q\ derart, daß: 

(13) jg^(« + — 9>(«)l <y |'9’| < 1 

und, falls j 9 (a)| > 1 sein sollte, zugleich: 

(14) l^(6 + gp)-^(fe)l<^ 

Da Ungl. (12) bestehen bleibt, wenn man q durch q ersetzt, so gehen 
durch Einsetzen von Ungl. (12) [mit der Abänderung q statt p ], (13) 
und eventuell (14) in die Gleichungen (11) diese letzteren in die Bezie- 
hungen (lOA), (10b) über, womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Hieraus folgt z. B., daß (wo m, n natürliche Zahlen) an jeder 
im Endlichen gelegenen Stelle eine stetige Funktion von (x, y) ist. 

10. Die Analogie der Stetigkeitsdefinition für Funktionen zweier 
Veränderlichen mit derjenigen für Funktionen einer Veränderlichen ist 
ausreichend, um gewisse dort daraus gezogene Folgerungen ohne weite- 
res auf den jetzt vorliegenden Fall zu übertragen. Danach ergibt 
sich insbesondere: 

Ist /‘(a;, y) stetig an der Stdle (a, 6), so gilt das gleiche für 
den absoluten Betrag \ f{Xf y) | (vgl. § 6, Nr. 3, S. 50). 

Die Summe und das Produkt beliebig vider an der Stelle 
(a, 6) stetiger Funktionen von (x, y) ist daselbst gleichfalls 
stetig.^) Dasselbe güt für den Qnwtienim zweier solcher Fwnktio- 
nen, vorausgesetzt daß der Nenner für a? =» a, y =* 6 von Null 
verschieden ist (vgl. § 6, Nr. 4, S. 61). 

Schreibt man ferner in Nr, 3, Gl. (6) cp{t)j tl;(t) an Stelle von a -f q){t), 
b + ^(t)f so daß also: (pit^) =— a, — b wird, und nimmt man an, 
daß q)(t), ^'(O ^*^0 ^i<ht nur, wie in Nr. 3 angenommen wurde, 

vorwärts, sondern sclüechfhin stetig sind, so folgt aus der Voraussetzung: 

lim f{x, y) - f{a, b) 

y-^b 

nach Analogie von Gl. (6) die Beziehung: 

(15) f(<p(f), ^(f)) — f{a, b) = fitpit^), 
deren Inhalt folgendermaßen ausgesprochen werden kann: 

1) Daraus folgt z ß mit Rücksicht auf die letzte Bemerkung der vorigen 
Nummer ohne weiteres, daß jede ganze rationale Funktion ^.a^. an jeder 
im Endlichen gelegenen Stelle eine stetige Funktion von (o;, y) ist. 
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Ist f{x, y) stetig an der Stdle (a, 6), sind ferner 
stetig für t t^ und ist: (p{Q =» a, =« 6, so ist 
eine für t = t^ stetige FnnJction von t 

In analoger Weise ergibt sich der folgende Satz: 

Ist f{Xy y) stetig an der SteUe (a, 6), sind ferner (p(u, v), 
v) zwei an der Stelle (Uq, Vq) stetige Funictionen der beiden 
reellen Veränderlichen (w, v) und ist g>(u^f v^) = a, Vp) 6, 
so ist f{g)(u,v)y ^(w, «?)) als Funktion von (u, v) stetig an der 
Stdle {uq, i7q). 

11. Es sei jetzt f{x^ y) (eindeutig definiert und) stetig für jferfe Stelle 
eines endlichen zusammenhängenden und abgeschlossenen Bereiches 93^) 
oder, wie man in diesem Falle kürzer zu sagen pflegt, im Bereiche SS. 
Die Funktion ist dann an jeder einzelnen Stelle endlich und für eine ge- 
wisse Umgebung auch beschränkt , mithin nach dem letzten Satze von 
Nr. 1 dieses Paragraphen (S. 106) im gesamten Bereiche 93 beschränkt. 
Sie hat also daselbst eine endliche obere Grenze G und eine endliche un- 
tere Grenze g. Darüber hinaus läßt sich zeigen, daß die eine als reales 
Maximum j die andere als reales Minimum auftritt, d h. es gilt der Satz: 

Ist fix, y) stetig in dem endlichen, zusammenhängenden und 
abgeschlossenen Bereiche 93, so gibt es daselbst mindestens je eine 
Stdle (A, B) bzw. (a, 6), derart, daß: fiA, B) — G, /*(a, b) =- g. 

Der Beweis wird im einzelnen gerade so geführt, wie der entspre- 
chende für Funktionen einer Temnderlichen (vgl. § 7, Nr. 1, S. 52), 
läßt sich übrigens im wesentlichen folgendermaßen zusammenfassen: Nach 
dem vorletzten Satze von Nr. 1 dieses Paragraphen gibt es in 93 minde- 
stens eine Stelle {A, B) bzw. (a, b) in deren beliebig kleiner Umgebung 
fix, y) die obere Grenze G, bzw. die untere Grenze g hat. Infolge der 
Stetigkeit von fix, y) muß dann fiA, B) dem Werte G, fia, b) dem Werte 
g „beliebig^^ nahe kommen, was nur so möglich ist, daß: fiA, B) — G, 
fia, b) « g, 

12. Auch der in § 7, Nr. 3 (S. 54) für Funktionen fix) bewiesene 
Satz über die gleichmäßige Stetigkeit läßt sich auf Funktionen fix, y) 
übertragen. Wir schicken hierzu die folgenden Bemerkungen voraus: 

Besitzt fix, y) in irgendeinem Gebiete die Schwankung D, so ist 
die Schwankung in einem beliebigen Teilgebiet höchstens D, da ja die 
obere Grenze bei Beschränkung auf ein Teilgebiet niemals steigen, die 
untere niemals fallen kann. 


1) Für die Feststellung der Stetigkeit in einem Bandpunkte (ä, y) kommt 
lediglich der zu © gehörige Teil der vollen Umgebung als „Umgehung** in Be- 
tracht — vgl. Nr. 2 dieses Paragraphen (S 106). 
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Hat ferner fix^ y) in zwei abgeschlossenen Gebieten, die mindestens 
in einem Punkte (a, b) Zusammenhängen, die Schwankungen Dj und D,, 
so ist die Schwankung in dem aus beiden Gebieten zusammengesetzten 
Bereich höchstens + -02* bedeuten (x, y), {x^y y^) zwei beliebige 

Punkte der Gesamtmenge, so hat man in jedem Falle: 

I fix, y) - f(Xi, y,) I = I if(x, y) - f{a, h)) + if{a, b) - f{x^, yfi) | 

^ I y)-fia,V)\ + \ fia, b) - fix^, yf ) | 

^ Dl + D,. 

Ebenso findet man, wenn n abgeschlossene, zum mindesten punkt- 
weise zusammenhängende Gebiete mit den zugehörigen Schwankungen 
A; A; • • •; vorhanden sind: 

(16) f{Xy y) — ?/i) ! ^ A + A + * ' ‘ + A 

als obere Schranke für die Schwankung von f{x, y) innerhalb der Gesamt- 
menge, wie auf Grund des zuvor erledigten Falles n = 2 sich leicht durch 
vollständige Induktion bestätigen läßt. 

13. Dies vorausgesetzt, beweisen wir jetzt den folgenden Satz: 

Ist f(x, y) stetig in dem endlicheny zusammenhängenden und 
abgeschlossenen Bereiche 8, so ist f{xy y) in 8 gleichmäßig stetig, 
d. /<. zu jedem € > 0 gibt es ein d > 0, derart, daß in jedem dem 
Bereiche 8 angehbrigen Quadrate von der Scitenlänge ö die Schwan- 
kung von f{x, y) kleiner ah e ausfällt 

Beweis: Um einen beliebig ausgewählten Innenpunkt {x^y y^ läßt 
sich nach Nr. 8 dieses Paragraphen (s. üngl. (II c), S. 114) ein Quadrat 
von einer gewissen Seitenlänge 2q legen, so daß die Schwankung D von 
fi^x, y) für die Punkte dieses Quadrats einschließlich der Begrenzung 
einen gegebenen Kleinheitsgrad erreicht, wir wollen sagen, kleiner als ^ 
ausfällt. Nach dem Muster dieses Quadrats und allseitig daran anschlie- 
ßend werde nun der ganze Bereich 8 mit einem quadratischen Netz über- 
zogen, dessen einzelne Quadrate, soweit sie nicht vollständig aus 8-Punkteii 
bestehen, Bruchstücke von 8 enthalten werden. Es kann dann zunächst 
der Fall eintreten (und dieser wird sogar bei einigermaßen kleinem p die 
Regel sein), daß außer in dem Anfangsquadrate noch in anderen die Be- 
dingung 2) < ^ erfüllt ist. Alle diese Quadrate gelten als erledigt. Die 
etwa übrigbleibenden werden durch Mittellinien in je vier kongruente 
Teilquadrate zerlegt, von den letzteren diejenigen, welche der Bedingung 
D < ^ genügen, wieder als erledigt ausgeschieden, die übrigen dagegen 
dem analogen Teü^ngsprozeß unterworfen und in dieser Weise nach Be- 
darf fortgefahren. Es wird nun behauptet, daß nach einer begrenzten An- 
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Wendung des beschriebenen Verfahrens das gewünschte Ziel ausnahms- 
los erreicht werden muß. Wäre dies nämlich nicht der Fall, so müßte 
jedesmal mindestens ein Teilquadrat Torhanden sein, welches die fragliche 
Bedingung nicht erfüllt und bei weiterer Fortsetzung des Teilungspro- 
zesses wieder mindestens ein Teilquadrat von gleicher Art liefert. Es 
würde also auf diese Weise mindestens eine Folge ineinander geschach- 
telter, unbegrenzt kleiner werdender Quadrate und ein allen diesen ge* 
meinsamer, dem Bereiche S augehöriger „Grenzpunkt" (a, V) von fol- 
gender Beschaffenheit resultieren: umgibt man den letzteren mit einem 

noch so Meinen Kreise, so würde in diesem ^ ausfallen, was der 

Voraussetzung der StetigTceit von f{x^ y) widerspräche. 

Hiernach wird also, wenn die Länge der Teilquadrate ein gewisses 

endliches Minimum 8 erreicht hat, die Bedingung 2) < * durchweg er- 
füllt sein. Dies bleibt, wenn man nachträglich auch alle die größeren 
Quadrate in solche von der Seitenlänge 8 zerlegt, auf Grund der ersten 
Bemerkung von Nr. 12 auch in bezug auf diese Teilquadrate bestehen. 
Mit anderen Worten, der Bereich S läßt sich mit einem Netz kongruen- 
ter Quadrate von der Seitenlänge 8 überziehen, derart daß in jedem der- 
selben die Bedingung -D < * erfüllt ist. 

Da ein bdidngeSy nicht mit einem der Netzquadrate zusammenfallen- 
des Quadrat von der Seitenlänge d, das ganz oder teilweise aus S5-Punkten 
besteht, höchstens über vier in einem Punkte zusammenstoßende Netz- 
quadrate sich teilweise erstrecken kann, so muß dasselbe auf Grund der 
zweiten in Nr. 12 gemachten Bemerkung der Bedingung D <C s genügen, 
womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

14. Auch der für stetige Funktionen f{x) bewiesene Zwischenwet't- 
salz (s. § 7, Nr. 5, S. 57) läßt sich auf Funktionen f{Xy y) übertragen 
und zwar in folgender Fassung: 

Sind {x^y yi), {x^, y,) zwei Punkte eines endlichen, zusammen^ 
hängenden und abgeschlossenen Stetigkeitsbereiches der Funktion 
f{x, y), so nimmt f{Xj y) im Innern von jeden zwischen yO 

und jer, = f{x^y y,) Hegenden WeH unendlich oft au 

Beweis. Die Punkte {x^y //j), {x^yäf^y die zunächst beide ira Innern 
von liegen mögen, lassen sich durch unendlich viele ganz aus Innen- 
punkten von 33 bestehende Wege: x = q)(t)y y = if(f) verbinden. Längs 
eines jeden dieser Wege wird f{Xy y) =* f{(p\f), ^(t)) nach Nr. 10 dieses 
Paragraphen (S. 117) eine stetige Funktion von /, die an den beiden End- 


1) Vgl. § 8, Nr. 2 (S 02). 
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punkten die Werte und und somit längs jedes solchen Weges, also 
schließlich unendlich oft jeden Zwischenwert annehmen. Läßt man die 
Voraussetzung, daß die Punkte yj, (x^y y^) Innenpunkte von S sein 
sollten, fallen, so mag der eine der beiden Funkte, etwa (a*j, y^) als 
auf dem Rande liegend angenommen werden (was offenbar prinzipi<‘ll 
vollständig genügt). Infolge der Stetigkeit von f(Xy y) läßt sich dann ein 
Innenpunkt (^r', y) so aniiehmen, daß z' = f(Xy y) sich von ^f{x^y y,) 
beliefng wenig unterscheidet. Dann folgt aber, daß f(Xy y) jeden Zwischen- 
wert zwischen z' und z^y also, da z' dem z^ beliebig nahe kommt, auch 
zwischen jer^ und z^ im Innern von 33 unendlich oft annimmt. 

Die Verbindung des Ergebnisses von Nr. 11 mit dem eben bewiese- 
nen Satze liefert noch den folgenden: 

Die in eimni endlicheny za^iammenhängenden and abgeschhis- 
fienen Bereiche © stetige Funktion f(Xy y) nunmt daselbst einen 
gewissest Minimal- und Maximalwert mindestens je einmaly 
jeden Zwischenivert unendlich oft an. 


§ 13. Überraschende Tragweite des Begriffs ,, arithmetischer Aus- 
drnck^^^ selbst bei Beschränkung auf Grenzwerte rationaler Funk- 
tionen. — Vorläuflger Begriff einer analytischen^^ Funktion. — 
Motivierung der Beschränkung auf ^^Potenzreihen^^ bei gleich- 
zeitiger Ausdehnung des Definitionsbereiches auf das komplexe 

Gel)iet. 


1. Die nächstliegende Definitionsform fpr eine eindeutige Funktion 
einer reellen Veränderlichen x liefert, wie bereits in § 4, Nr, 2 (S. 27) 
bemerkt wurde, ein begrenzter rationaler Ausdruck in x. Ein solcher läßt 
sich, wie er ursprünglich auch ausgesehen haben mag, durch Anwendung 
der elementaren Rechnungsregeln auf die Form einer gebrochenen ratio- 
nalen Funktion bringen: 


( 1 ) 


/■(*) = 


^0 + ^1^ d 


die sich, falls x schließlich nicht im Nenner vorkommt, auf eine ganze 
rationale reduziert: 

( 2 ) g{x)^ a^-^a^x^ + 

Will man mit Hilfe der Definition einer Funktion durch einen ähn- 
lichen yyarithmetischen Ausdruckf^ d. h. eine formale Verbindung der 
Veränderlichen x und irgen welcher Konstanten vermittelst gewisser wohl- 
definierter Rechnungssymbole, über den Kreis der rationalen Funktionen 
hinaus gelangen, so muß zu der Anwendung der vier Spezies in begrenz- 
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er Anzahl irgendein neues Hilfsmittel liinzukommeu. Das V^orbild für 
die Wahl dieses Hilfsmittels findet sich bereits in der Zahlenlehre. Wie 
dort die Absicht, den Zahlvorrat über die rationalen Zahlen hinaus zu 
erweitern, dazu führte, von den endlichm System brüchen zu den soge- 
nannten unendlichen, d. h. schließlich zu Grenzwerten von unbegrenzten 
Folgen endlicher Sy ^Umbrüche überzugehen (s. 1^, § 20, S. HO; §21, S. 124), 
^o liegt hier der Versuch nahe, von einer unbegrenzten Folge rationaler 
FunMionen: fi{x)j . . • • • ausgehend, eine neue Funktion 

f\x) durch eine Beziehung von der Form: 

(3) /\x) = liin/‘„(3i 

// ->-00 

/u definieren, was otfenbar für alle Zahlen derjenigen Menge [x'] ge 
hngt, für welche die Zahlenfolge {fix')) konvergiert 

Übrigens haben wir auf diese Methode bei Einführung des Funktions- 
begriffes bereits hingewiesen (§ 4, Nr 2, 8 27) und weiterhin mehrfach 
davon Gebrauch gemacht (s. z. B § 4, Nr. 7, S. 32/3; § 5, N. 4, S. 37), 
nämlich allemal da, wo es sich darum handelte, Beispiele für Funktionen 
zu gewinnen, die irgendein besonderes, bei rationalen Funktionen nicht 
vorkommendes Verhalten zeigen. Auch sei in Erinnerung gebracht (vgl. 
I3, § 88, S. 608, Fußn. 2)), daß man einem Grenzwert von der Form (3) 
stets auch die (dem „unendlichen" Systembruche für einen Grenzwert von 
Ä 

der Form lim adaequate) Form einer konvergenten unendlichen Reihe 

71 00 U 

geben kann Auf Grund der Identität: 

n 

/«(^) “ + 2 ~ 

1 

ergibt sich nämlich: 

oc 

(Sa'» f{x) = fo{x) + ^ {f,{x) - f, _^(x)). 

1 

Es entsteht nun die Frage, ob die Funktionen vom Typus lim f^(x), 

aUeufalls abgesehen von einzelnen Unregelmäßigkeiten, in einem sogleich 
noch genauer festzustellenden Sinne einen ähnlichen Charakter besitzen 
müssen, wie die rationalen Funktionen. Es wird sich zeigen, daß zwi- 
schen den beiden Kategorien ein tief greifender prinzipieller Unterschied 
besteht. 

2. Wenn eine ganze Funktion n*®“ Grades g{x) (s. Gl. (2)) für irgend- 
eine Stelle verschwindet, so läßt sie sich, wie schon in der „Zahlen- 

lehre" (ü, § 25, Nr. 4, S. 154) gezeigt wurde, in die Form setzen: 

g{x) = {x — .ifi ^ g^[x), 
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wo gx{x) eine mit dem Gliede endigende ganze Funktion (w — !)*•“ 

Grades bedeutet. Ist dann a?, eine zweite Stelle, für welche g{x) zu Null 
wird, so muß offenbar g^ ==» 0 sein, so daß sich in analoger Weise wie 
zuvor der Faktor (x — x^ aus g^ix) abspalten läßt und daher: 

g{x) = (05 - (05 - x^} ■ g^{x), 

WO g^{c^ mit dem Gliede endigt. Wird also angenommen, daß 

^(a;) auch noch für die Stellen a; = a;^, . . ., x^ zu Null wird, so findet 
man durch Fortsetzung dieser Schluß weise: 

(4) g{x) - a^{x - orj (o5 - o:,) • • • (o5 - 05,). 

Existiert jetzt noch eine (m + 1)*® Stelle a5==05^^j, derart, daß 
folgt aus Gl. (4), daß: 

0 “ ««(*»+1 - (55,+ , - 55,) • • • (05,+i - a:,), 

was nur möglich ist, wenn = 0. Für die ganze Funktion (n — 1)*®“ 

Grades: «o + + * * * + welche sich nunmehr g(x) 

reduziert, folgt dann in derselben Weise, daß »» 0 und ebenso: 
=* • * * =* »1 =* «0 “ Hiernach gilt also der folgende Satz: 

Eine ganze rationale Funktion n'*’“ GradeSy welche für mehr 
als n Stellen x zu Null wird, ist identisch Null, d, h. jeder 
ihrer Koeffizienten ist Null, und sie selbst hat daher für jedes x 
den Wert Null. 

Dies vorausgeschickt, sei jetzt f{x) = eine beliebige rationale 

9\ W 

Funktion, die wir von vornherein als „reduziei'ff^, d. h. von gemeinsamen 
Faktoren (s. Gl. (4)) des Zählers und Nenners befreit annehmen wollen 
(so daß also gipc) und^, (a;) niemals gleichzeitig zu Null werden). Ist 
dann x^ eine beliebige Stelle, für welche gi{Xx) + 0, so hat f(x) nicht 
nur für x ^ x^, sondern infolge der Stetigkeit auch für eine gewisse 
Umgebung der Stelle x^ einen bestimmten Wert. Angenommen nun, es 

sei eine zweite (gleichfalls „reduzierte") rationale Funktion, die für 

eine abzahlbare unendliche Menge von Stellen dieselben Werte besitzt, 

wie so hätte man in diesem Umfange: 

g{x) _ jK«) _ g(x) y i{x) -y{x)-g^{ x) ^ ^ 
g^{x) y,(a;) - g,{x) y^ix) “ ^ 

was nur in der Weise möglich ist, daß: 

(5) g{x) ■ y, (a:) - y (a:) • g^ (x) = 0 

für jene abzählbare Menge von Stellen x. Aus dem obigen Satze folgt 
alsdann, daß die ganze Funktion g{x)-y^(x)—-y(x)>gi{x), wie hoch auch 
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deren Ghrad sein mi^, für jedes x den Wert NuU haben muß, und es be- 
steht daher die Beziehung: 


( 6 ) 


P(5)_ ^ y^) 
riW 


zunächst für jedes rr, für welches gxix)y also auch^) ^^{x) von NuU ver- 
schieden ist^ schließlich auch für diejenigen (höchstens in endlicher An- 
zahl Yorhandenen) Stellen Xy für welche gi(x)y yi{x) zu NtiU werden, in 
dem Sinne, daß dort beiden Seiten von 61. (6) der Wert cx> beizulegen 
ist (s. § 5, Nr. 4 am Ende, S. 38). 

Die vorstehende Schluß weise erleidet offenbar keine Änderung, wenn 
eine der beiden Nennerfunktionen giix), yi{x) oder beide sich auf Kon- 
stanten reduzieren. Hiernach ergibt sich: 

Zwei rationale FunUioneny deren Werte für eine abzahlbare 
Menge von Stellen übereinstimmeny sii%d in ihrem ganzen Verläufe 
einander gleich. 

Oder auch: 

Der gesamte Verlauf einer rationalen Funktion ist durch die- 
jenigen WertCy wdche sie für eine abzahlbare Menge von Stellen 
eines (eventuell beliebig kleinen) Intervalls annimmt , vollständig 
bestimmt. 

Wir wollen vorläufigy d. h. unter dem Vorbehalt, die folgende Defi- 
nition späterhin noch anderweitig zu umschreiben, eine Klasse von Funk- 
tionen als yyUnalytiscF^ bezeichnen, wenn jede ihr ungehörige Funktion 
durch die Werte, die sie für eine abzählbare Menge von Stellen eines 
(eventuell beliebig kleinen) Intervalls annimmt, in ihrem ganzen Verlaufe 
bestimmt ist. Mit Benutzung dieser Ausdrucksweise läßt der vorstehende 
Satz sich kurz folgendermaßen aussprechen: 

Jeder rationale Ausdruck in x ist eine analytische Funktion 

3. Es soll nun gezeigt werden, daß es im Gegensatz hierzu, Grenz- 
werte von rationalen Ausdrücken äußerst einfacher Art gibt, die sehr 
weit davon entfernt sind, jenen „analytischen'* Charakter zu besitzen, die 
insbesondere in verschiedenen Intervallen verschiedene (z. B. willkürlich 
vorgeschriebene) rationale Funktionen darstellen. 

Es sei z eine reelle Veränderliche und es werde gesetzt: 

also: 


1) Aus 7 ,( 05 ) «0 würde nämlich foljg^en: y(a;)=+*0 und daher nach Gl (5): 

9x («) — 0 . 
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= 1 für: + 

(8) =1^ ,, « = -l, ^^ = + 1, 

Uo „ 1, ^,> + ].>) 

Um das Intervall [ — 1, + 1] in ein solches zu transformieren, das von 
zwei ganz beliebigen Zahlen a' <ia begrenzt wird, führen wir an Stelle 
von z eine neue Veränderliche x durch die Substitution ein: 


2x — a — a' 


^also: aj =* ~ {{a — a)z + a + a')^ 


Alsdann wird: 


X ^ a! bzw. *= a für: z — 1 bzw. == + 1 {vice versa) ^ 
und da x und z gleichzeitig zu- bzw. aftnehmen: 

a'<x<a, wenn: — 1<^< + 1, 

dagegen : 

x<d bzw. > a, wenn: < — 1 bzw. > + 1. 

Hiernach gehen die Beziehungen (8) in die folgenden über: 

|=* 1 für: a'< a; < a 

(9) ” x^a',x^a 

\ a — d! / =0 „ X < a', x> a. 

Yersteht man jetzt unter: 

«0 < «1 < • • • < Om+» 

beliebige reelle Zahlen, unter: 

• • •, 

m + 1 verschiedene, beliebig vorzuschreibende rationale FunMionen und 
setzt man' sodann: 

m 

(10) Fix) - ■ fM 


=* lim 
»->00 


(Lj /2x — a I, — a\*"' 
I [ V + i > 1 


BO ergibt sich: 


1) In Reihenform geschrieben: 


= Vj_ + V. /-»(l-r«) 

2 l+r*^-V 
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(11) Fix) 


= 0 für: x<a^, 

= » «^ < * < »^+1 (/t - 1, 2, . . f») 

“ f för: a: - „ 

“ i'9’o(*) » ^ % 

- T^m + lC®) » a; = + i 


Der durch Gl. (10) als Grenzwert einer verhältnismäßig sehr einfachen 
rationalen Funktion definierte arithmetische Ausdruck F{x) stellt also 
im Innern von m aneinanderstoßenden Intervallen m verschiedene, willkür- 
lich vorgeschriebene rationale Funktionen, außerhalb des Gesamtintervalls 
die Ntdl vor.^) Das Verhalten von F(x) in irgendeinem dieser einzelnen 
Intervalle gestattet also nicht den geringsten Schluß auf das Verhalten 
außerhalb. 

4. Ehe wir das vorstehende Ergebnis in bezug auf seine prinzipielle 
Bedeutung weiter verfolgen, wollen wir den arithmetischen Ausdruck 
(10) zur Herstellung von Beispielen für gewisse früher besprochene Mög- 
lichkeiten benützen Wir setzen speziell: 

fl, wo: =*= 0, ± 1, ± 2, . . . (in Infinitum), 

+ 00 

-F’C®) - 2/i - 1) • 9,. («),*) 

— 00 

I F(x) = q>^(x) für: fi<x<fi + l 

lF(/t) \(9ju-t{li) + 9^(f^)). 

Über die noch willkürlich vorzuschreibenden nationalen Funktionen g>j^(x) 
verfügen wir jetzt in der Weise, daß wir setzen: 

(13) X (p%x(x) = — ^ X — 2X, 

so daß der arithmetische Ausdruck (12), wenn wir die Glieder mit un- 


also: 
( 12 ) 
d. h.: 
(12a) 


1) An den Stellen (fi = 0, 1, . . ., w + 1) ist, wie die letzten drei 

Gleichungen (11) zeigen, F(x) im allgemeinen unstetig. 

2) Der Übergang von der endlichen Reihe (10) zu der unendlichen (12) bietet 
keine Schwierigkeit, da ja, wie die Gleichungen (12a) zeigen, für jedes endliche .r 
alle Glieder bis auf eins oder zwei verschwinden 

Ein analoger Ausdruck kann auch zur Darstellung der in Fußu 2, S. 58 
erwähnten Funktion dienen. Man hat nur zu setzen: 

1 8 

®2i+i — pn (X — 0, 1, 2, . . ) 

und für ^jiCrc), ^si+iC^) dl® lineareo Ausdrücke für die Ordinaten der entspre- 
chenden geraden Linien einzuführen. 
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geraden = 2X — 1 und mit geradem fi = 2A trennen, die Form an- 
nimmt: 

(14) F{x) = 2 - 41 + 1) - f{2x - 41 - 1) } . (21 - «), 


wo: 


(14a) 


/(2a: -41 + 1) 

_ 1 

== n™ r+72a: — 4r+' 1)*» 

f{2x - 41 - 1) 

1 

n->flo 1 + (2* — 41 — l)»“ 


Dabei ist insbesondere nach Gl. (13) 



für: 21 — l<a:<21 
„ a: = 21 — 1, a: = 21 
„ a:<2l — 1, a:>2l 

für: 21 <«<21 + 1 
„ a: = 2l, « = 21 + 1 
„ «<21,«>21 + 1. 


(14b) Vü-iC^l) - 9>si(21) “ 0, 92^(21 + 1) = »> 22 + 1(21 + 1) == 1 , 
SO daß F(x) auch an den Stellen x ^ 2X und = 2A ± 1 stetig wird 
(und zwar == 0 für x ^ 2X, dagegen = 1 für x = 2 i ±: 1). Man findet 
also schließlich: 


(15) 


fJ’(«) = 2l — « für: 21-1 ^«<21 
IjP(«') = « — 21 „ 21^«<21 + 1. 


Hiernach ist F{x) eine für: — oo < < + oo stetige Funktion, die an 

allen Stellen x = 2p das reale Minimum 0, an allen Stellen x 2 X + 1 
das reale Maximum 1 besitzt. 

Da die Gleichungen: y == 2A — x und y =* a; — 2>l zwei Gerade dar- 
stellen, welche die Abszissenachse im Punkte x 2 X in der Weise 
schneiden, daß die erste mit der negativen j die zweite mit Aer positiven 
Abszissenrichtung einen Winkel Ton 45® bildet, so erscheint als geome- 
trisches Bild der Funktion y = F{pc) eine aus rechten Winkeln gebildete 
Zickzacklinie, welche die Punkte 0, ± 2, ± 4, . . mit der Abszissenachse 
gemein hat und für die Abszissen ± 1, ± 3, ± 5, ... die Höhe 1 erreicht. 

Wir })etrachten jetzt die Funktion: 


Dieselbe ist nach dem Satze von § 6, Nr. 5 (S. 51) eine stetige Funktion 
von Xj so lange ^ stetig ist, d. h. für jedes x mit Ausnahme der Stelle 
X 0, für welche a-ls nicht definiert erscheint. Wir könnten also 

zur Definition von ®(0) irgendeine besondere Festsetzung treffen, indem 
wir z. B. setzen: ^(0) ~ 0. Doch läßt sich, falls man Wert darauf legt, 
diesen Schönheitsfehler zu beseitigen, auch leicht eine einheitlidie Defini- 
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tionsformel herstellen, deren Brauchbarkeit auch die Stelle x^O umfaßt. 
Hierzu stellen wir zunächst einen Ausdruck &(x) her, der für a? = 0 den 
Wert 1, für alle anderen x den Wert 0 hat. Dies würde z. B. der Aus- 
druck leisten, falls man dem Funktionszeichen lE die in Fuß- 

note 1, S. 42, abgegebene Bedeutung beilegt. Oder auch, um das in dem 
vorliegenden Zusammenhänge fremdartige Funktionszeichen durch den 
Gh*enzwert einer (sehr einfachen) rationalen Funktion zu ersetzen: 


(16) 


®{x) s lim - , 


1 für X = 0 
0 „ rr + O.O 


1) Wir wollen die gelegentliche Erwähnung dieser Funktion benützen, um 
daran noch ein charakteristiBches Beispiel für die überraschende Leistungsfähig- 
keit arithmetischer Ausdrücke zu knüpfen. Bedeutet a eine ganz beliebige Zahl, 
so hat man: 

, 1 ( = 1 (x =» o) 

S(x — a) — hm - ^ \ 

n->ooi +n(j* — a)* [ = 0 {x=^a) 

Denkt man sich die abzählbare Menge der rationalen Zahlen in eine Folge 
«j, . ., ttv, . . . geordnet (vgl. Ij, § 26, Nr. 3, S. 162) und setzt: 

(1 t/i(a:) = 2 0{x — ap)j 

0 

so folgt: 

(v=0, 1, 2, . .) 


d. h. ifß(x)=^ 1 für jedes rationale x Dagegen 

xf,(x) — 0, falls; X =4= «»' 

d. h. für jedes irrationale x Bezeichnet man sodann mit zwei ganz be- 

liebige Konstanten oder auch Funktionen von x und setzt: 

so wird ??(«)== yj für jedes rattonale x^ W(x) = y^ für jedes irrationale x. Es 
läßt sich also selbst eine so ^,phanta8tiBche“ Funktion, wie diese DznchZetsche 
(vgl. § 4, Nr. 2, S. 28) durch einen arithmetischen Ausdruck darstellen — übrigens 
auch noch durch merklich anders konstruierte, z. B. mit Hilfe der im Text mit 
jP(x) bezeichneten (s Gl. (14), (16)). Ersetzt man nämlich x durch 55 4- so wird: 


und daher allgemein: 
Daraus folgt weiter: 


F{x 4- 1) Ä 1 für 55 = 2 1 
F(x4-l)-*0 „ = 1 

0<.F(a;4-l)<l falls: 


»=1 

lim (F{x 4- 1))'" 

W» -> flO S=: 0 


1 für: 55*= 21 
55=4* 21. 


Ist X rational^ so wird: n! 55 für hinlänglich gproßes n eine ganze und zwar sogar 
eine gerade Zahl. Für jedes einzelne rationale x wird also bei passender Wahl 
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Definiert man jetzt: 

(!’) (ifH!)- 

SO wird: #(0) = F{0) = 0, im übrigen: 0{x) == ^('^) x=^0. Man 

hat nun nach Gl. (15): 




(1 = 0 , ± 1 , ± 2 , . .) 

(^ **= ± 1, ± 2, ± 3, . . .). 


Die Funktion ^{x) nimmt also bei unbegrenzter (links- oder rechts- 
seitiger) Annäherung von x an die Stelle rr = 0 die Werte 0 und 1 und 
infolge der Stetigkeit auch alle Zwischenwerte uvibegrmzi oft an Man 
bezeichnet dies mit dem Ausdrucke, die Funktion habe in der Umgebung 
von X = 0 unendlich viele Maxima und Minima oder mache daselbst un- 
endlich viele Oszillationen^ kürzer: sie oszilliere 

Diese Funktion ^{x) gibt, wie die in Fußn. 2), S. 58 und am Schlüsse 
von Fußn. 3), S. 65 erwähnte, ein Beispiel für den in § 5, Nr. 9 (S. 43) 
behandelten „allgemeinen" Fall des Verhaltens einer Funktion bei der 
Annäherung von x an irgendeine (a. a. 0. mit a bezeichnete) Stelle (hier 
für a = 0). Man hat im vorliegenden Falle: 

(19) Im ^{x) == 0, lim <&(a:) = 1, 

T-> + 0 r-> + 0 

die Funktion ist also für a; = 0 unstetig. Da andererseits 0(0) = 0 und 
^{x) in jeder noch so kleinen Umgebung der Stelle a: == 0, wie bereits 
bemerkt, alle möglichen Werte des Intervalls [0, 1] annimmt, also voll- 
ständig lückenlos verläuft, so gibt diese Funktion zugleich ein weiteres 
Beispiel für die Richtigkeit der in § 7, Nr. 6 (S. 58) gemachten Bemer- 
kung, daß die LückenlosigJceit einer Funktion noch keineswegs deren Stetig- 
keit nach sich zu ziehen braucht. 


von w. 

(3) lim [F{nl x + 1)]"» == 1 , 

TO->00 

während für jedes irraUonäle x, wie groß auch n sein mag: 

(4) lim [F{n ! x -f 1)]"* * 0 . 

Um zu erreichen, daß auch das Bestehen von Gl. (3) für jedes beliebige rationale x 
gesichert wird, braucht man nui; n die Möglichkeit unbegrenzten Wachsens zu 
verschaffen und dies geschieht, in dem man setzt*. 

(6) « lim lim [2^(n! x + !)]*”• 

Dieser neue Ausdruck für 'ip{x) leistet dann genau dasselbe, wie der in Gl. (1) an- 
gegebene. 
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Setzt man schließlich noch: 

(20) fp(x)^x- ^(x), 

SO oszilliert auch diese Funktion in der Umgebung der Stelle a; =*= 0, und 
zwar unbegrenzt oft zwischen den Grenzen 0 und x. Nichtsdestoweniger 
ist diese Funktion für a; = 0 stetig ^ da: 


lim (p{x) 0 = y(0) 

(vgl. § 7, Nr. 6 am Schlüsse und Fußn. 1, S. 59). 

5. Kehren wir nach dieser Abschweifung zu dem am Schlüsse von 
Nr. 3 ausgesprochenen Ergebnisse zurück, so zeigt sich dessen prinzipielle 
Bedeutung in der gewonnenen Erkenntnis, daß Grenzwerte von ratiofialen 
Funktionen einen von diesen letzteren völlig abweichenden Charakter 
haben können (natürlich nicht haben müssen) und daß sich hieraus die 
Notwendigkeit ergibt, den Umfang der für die Grenzwertbildung in Frage 
kommenden rationalen Funktionen erheblich einzuschrenken, wenn man 
darauf ausgeht, eine in dem oben angegebenen Sinne als ,finalytisch^‘ zu 
bezeichnende Funktionsklasse aus der Menge solcher Grenzwerte auszu- 
sondern. Und da sich schon Grenzwerte von gebrochenen rationalen Funk- 
tionen allereinfachster Art für den in Aussicht genommenen Zweck als 
gänzlich ungeeignet erwiesen haben, so wird man zunächst festzustelleu 
haben, ob ganze rationale Funktionen in dieser Hinsicht bessere Gewähr 
bieten. Das trifft indessen noch keineswegs zu, sofern man die allgemein- 
sten Möglichkeiten dieser Art in Betracht zieht. 

Setzt man etwa: 


( 21 ) 


und sodann: 


g^{x) - ao‘®' 
g^{x) = 


g^{x) = H 1- 


(22) f{x) — lim g^{x) = g^{x) 4-^ (ö'.(r) - 

n ->90 

1 

SO hat sich gezeigt (wie an dieser Stelle nur berichtet, nicht bewiesen 
werden soll), daß ein solcher Grenzwert bzw. die ihm gleichgeltende 
nach Polynomen fortschreitende Peihe bei passender Bestimmung der 
Koeffizienten dazu dienen kann, jede beliebige stetige Funktion darzu- 
stellen, z. B. wieder eine solche, die in verschiedenen Intervallen mit ver- 
schiedenen willkürlich vorgeschri ebenen rationalen Funktionen zusammen- 
fallt. Da hiernach die Grenzwerte ganzer rationaler Funktionen von der 

Pringiheim, Vorleiangen II, 1. 
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Form gjjt) — + • • + d. h. solcher, deren Koeffi- 

zienten als vom Index n abhängig mit diesem variieren können, den 
Charakter „analytischer^^ Funktionen nicht zu besitzen brauchen, so wird 
man dazu geführt, sich auf den Fall konstanter Koeffizienten zu be- 
schränken, also schließlich Grenzwerte von folgender x^orm: 

OD 

(23) f(x) — lim l'o, + a,a; +■•• + a^af') = ^o, x' 

n -^OO 

0 

den weiteren Betrachtungen zugrunde zu legen, d. h. konvergierende^ nach 
ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende Reihen^ zumeist schlecht- 
hin (gewöhnliche) Potenzreihen genannt, denen man noch durch Einfüh- 
rung von X — Xq (wo Xq eine beliebige Konstante) an Stelle von x die 

ao 

etwas allgemeinere Form — x^^)* geben kann. Daß diese spezielle 

Gattung von Grenzwerten rationaler Funktionen auch wirklich geeignet 
ist, die Grundlage für die Definition einer als „anälyiisc¥‘ zu bezeichnen- 
den Funktionsklasse abzugeben, wird sich später zeigen. Hier sollte zu- 
nächst nur deutlich gemacht werden, daß die getrofiPene Wahl keine zu- 
fällige oder willkürliche ist, sondern als eine durch das Wesen der Sache 
wohl begründete erscheint. Des weiteren ist aber noch auf eine prinzi- 
pielle Schwierigkeit hinzuweisen, die sich in dem vorliegenden Zusammen- 
hänge sehr bald^instellt, und zu zeigen, wie dieselbe durch Ausdehnung 
des Bereiches der unabhängigen und abhängigen Veränderlichen auf das 
komplexe Zahlengebiet behoben werden kann. 

6. Eine Potenzreihe kann so beschaffen sein, daß sie für 

jedes endliche x konvergiert ^z. B. x^^ : sie definiert alsdann für jeden 

noch so großen endlichen Bereich eine eindeutige Funktion von x. Hat 
dagegen die Reihe ^a^x^ nur ein heschränktes Konvergenzintervall, so 
entsteht die Frage, ob bzw. in welchem Sinne von einer Fortsetzung der 
zunächst nur für jenen beschränkten Bereich definierten Funktion die 
Bede sein kann. Betrachten wir z. B. die einfachste überhaupt existie- 
rende Potenzreihe, die unendliche geometrische Reihe Man hat 

(s. I„ § 44, Gl. (23), S. 301) für |a:| < 1: 



Es steht also hier von vornherein fest, daß die für |a:| < 1 in der Form 



x^ darstellbare, in dem angegebenen Sinne „analytischef* (nämlich 
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rationale) Funktion auch für a: ^ 1 existiert (für x = 1 als c» noch „un- 
eigentlich" definiert). Nehmen wir aber einmal an, dies sei uns nicht 
bekannt. Alsdann besteht die folgende Möglichkeit, eine ^flncäytisch^^ 


Fortsetzung von .r* herzustellen. Es sei Xq irgendeine von 0 ver- 
0 

schiedene Stelle im Innern des Intervalls [—1, +1], also — 1 <a;o<+ 1, 
so hat man identisch: 


(25) 


= 2(^0 + (« - 

0 0 

06 

— ^ («o’ + (*')i — -To) + + ix — XgY). 

0 


Wird jetzt x so eingeschränkt, daß nicht allein die Reihe (25), sondern 
auch diejenige mit dem allgemeinen Glieder -f \x — x^\ konvergiert, 
was offenbar dann und nur dann der Fall ist, wenn: 

(26) la;o( + k — «oK 1, also: |.r — a;*! < 1 — l^ol 

(^d. h für alle Punkte x, deren Abstand von x^ kleiner ist, als die Strecke 
Irr^lf, also, je nachdem Xq> 0 bzw. Xq < 0, für alle im Innern des Inter- 
valls [2rr^ — 1, 1] bzw [— 1, 2x^+ 1] gelegenen Punkte), so hat man: 
06 00 

2 (ko I + ( •* - D" = ^ (I ^ 0 1' + (*')i 1 1” ■ ‘ - *ol + • • • + I »-«ol”) 

0 0 

und da die rechts stehende Reihe, als aus lauter positiven Gliedern be- 
stehend, beliebig, insbesondere nach Potenzen von \x — Xq\ geordnet 
werden darf, so gilt das letztere unter der Voraussetzung (26) nach dem 
sog. Cauc^schen Doppelreihensatze (s. I„ § 58, Nr. 4, S. 411) auch für 
die Reihe auf der rechten Seite von Gl. (25). Eine einfache Rechnung 
(die wir an dieser Stelle übergehen, da es zweckmäßiger erscheint, sie 
erst späterhin^) unter allgemeineren Voraussetzungen im einzelnen durch- 
yuführen) liefert alsdann das folgende Ergebnis: 



Der Gdtung^exerch dieser Beziehung ist durch die Bedingung (26) fest- 
gelegt, dagegen der jEbnver^efurbereich der rechts stehenden Reihe durch 
die folgende: 

(28) (* — -Xol- 


1) S. § 44, Nr. 4. 


9 * 
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Ist nun ajj < 0, aUo ■= — |a;j| (liegt demnach die Stelle links vom 
Nullpunkt), so wird: |1 — ar^l =- 1 + \x^\, und die Konvergenzbedingung 

(28) nimmt daher die Form an: 

(29) k — *ol < 1 -H kol» 

der Konvergenzbereich umfaBt daher alle Punkte, deren Entfernung vom 
Punkte x^ Meiner ist als 1 +1*01, d. h. alle diejenigen, die im Innern des 
Intervalls [— (1 + 21arQ|), 1] li^en, so daß also seine linke Grenze um 
die Strecke 2|a:,| über die ursprüngliche Grenze (— 1 ) hinausragt, wäh- 
rend als rechte Grenze wieder die Stelle 1 erscheint. Die Reihe (27), 

deren Summe in dem engeren durch Ungl. (26) bezeichneten Bereiche 

00 

mit derjenigen der Reihe ^}x' übereinstimmt, ist dann geeignet, nach 

0 

links hin eine „andytisclu^ Fortseteung der letzteren zu liefern*), und wir 
wollen hiernach die durch die Gleichungen (25), (27) gekennzeichnete 
Transformation als die MeOiode der analytischen Fortseteung bezeichnen. 
Diese Methode, die zur Herstellung der Reihe (27) geführt hat, laß t sich 
dann wieder mit entsprechendem Erfolge auf diese anwenden und in 
analoger Weise unbegrenzt wiederholen. 

Ist dagegen a;, > 0, also ar, = < 1, so hat die Konvergenzbedin- 

gung (28) dieselbe Bedeutung, wie die folgende: 

(30) |aj — «ol < 1 - l^ol, 

sie stimmt also genau mit der Bedingung (26) überein, so daß in diesem 
Falle keinerlei Erweiterung des ursprünglichen Konvergenzbereiches er- 
zielt wird. 

00 

Es erweist sich also als unmöglich^ die Reihe über die 

Stelle a? ** 1 hinaus ^^analjtisch^^ fortzusetzeu, was ja seine natürliche 
Erklärung darin findet, daß die Reihensumme für a? — ► 1 monoton nach 
4“ oo wächst.*) Nichtsdestoweniger steht ja im Yorliegenden Falle fest, 


1; Man kann sich durch Summation der geometriBchen Progression (27) über- 
zeugen, daß diese für den ganzen durch die Bedingung (28) bzw (29) definierten 
Konyergenzbereich die Summe — ^ — liefert. 

1 — OJ 


2) Nimmt man statt der Reihe die folgende: (mit der Summe 

1 ® 

^ür |a;( -< 1^, so besteht sogar an den beiden Grenzen a? * — 1 und a; = l 


des Konvergenzbereiches die Unmöglichkeit einer „analytischen** Fortsetzung, wie 
schon daraus erschlossen werden kann, daß die Reihe an diesen beiden Stellen 


nach 4- oo divergiert. 
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daß die analytische FunJctmi deren Wert links von der Stelle x^l 

00 

mit der Summe der Reihe und deren Fortsetzungen übereinstimmt, 

0 

auch rechts von ä; ~ 1 existiert. Andererseits gibt es, wie leicht zu sehen, 
auch rechts von der Stelle x == 1 konvergierende Poienereihen mit der 

Summe yiTi' findet z. B. för |x — 2| < 1, d. h. für 1 < x < 3: 


(31) 


2(- 

0 


iy^^{x^2y 


1 + (.r — 2) i^x 


Die beiden Reihen: ^x* und ^ (— 1)’'+^ (x — 2)*' liefern also tat- 
0 0 

sächlich Darstellungen derselben analytischen Funktion, wir besitzen aber 
vorläufig keinerlei Möglichkeit, die eine durch analytische Fortsetzung 
in die andere überzuführen, da an der Stelle x =» 1, wo ihre Konvergenz- 
bereiche aneinander stoßen, die eine nach + oo, die andere nach — oo 
divergiert. Die Erkenntnis, daß zwischen den beiden Reihen in Wahr- 
heit ein intimer Zusammenhang besteht, beruht hier lediglich auf einer 
Art Glücksfall, nämlich auf dem Umstande, daß man in der Lage ist, ihre 
Summe durch ein und dieselbe rationale Funktion darzustellen. 

7. Im Anschluß hieran betrachten wir nun aber zwei Reihen von 
der analogen Form: 

00 00 

^ a^x^ und : (-- 1 )’^ — 2)’*, 

0 *0 

wo (öy), (b„) zwei Folgen positiver Zahlen bedeuten , von der Beschaffen- 
heit, daß lim = lim = 1 und daß die beiden Reihen ^g. . 

»->oo y->oo 

divergieren. Alsdann folgt aus dem (7auc%schen Fundamentalkriterium 
erster Art (s. I,, § 50, Nr. 4, S. 341), daß: 

^a^x^ für (x( < 1, also für: — 1 < .r < -|- 1, 

(x -2)’' für |x-2(<l, also für: 1< x < 3, 

konvergiert y während für die Stelle x=* 1, wo die Konvergenzbereiche 
beider Reihen aneinanderstoßen, wieder Divergenz nach + oo bzw. — oo 
stattfindet. Dabei kann immerhin, wie der zuvor betrachtete Spezialfall 
Uy == — 1 zeigt., ein „analytischer" Zusammenhang zwischen den beiden 

Reihen stattfinden: die Divergenzstelle x = 1 bietet aber für die Her- 
stellung eines solchen Zusammenhanges ein mit den verfügbaren Hilfs- 
mitteln nicht zu beseitigendes Hindernis. Eine Möglichkeit, dasselbe aus- 
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2uschalteii, würde sich ergebei); wenn man der Veränderlichen x die Frei- 
heit verschafiPte, jene kritische Stelle x^ \ zm umgehen. Dies gelingt, 
wenn man tob der Tatsache Gebrauch macht, daß in beliebiger Nähe der 
Zahl 1 außer den reellen auch unendlich viele Komplexe Zahlen liegen. 
Setzt man hieran anknüpfend rr | d. h. dehnt man den Bereich 

der Veränderlichen x auf das kompleoce Zahlengebiet aus, so lassen sich 
zwischen zwei Stellen a: = 1 — d und rr = 1 + d mit Hilfe der beiden 
reellen Veränderlichen % und ri (unendlich viele) stetige Wege herstellen, 
welche die Stelle x 1 nicht berühren. Damit ist zunächst jedenfalls 
die Möglichkeit gegeben, einen etwaigen Zusammenhang zweier Reihen 
von der Art der zuletzt betrachteten vermittelst der Methode der analy- 
tischen Fortsetzung herzustellen. Es wird sich im Laufe unserer weiteren 
Betrachtungen zeigen, daß die angedeutete Ausdehnung des Bereiches 
der Veränderlichen wirklich auch ausreicht, um nach dem Vorgänge von 
Weierstraß und Meray auf dem Prinzip der analytischen Fortsetzung 
eine befriedigende Theorie der yflnalytischen^^ Funktionen aufzubauen. 


Kapitel II 

Fanktionen einer komplexen Veränderlichen. 

§ 14. Geometrische Darstellung der komplexen Zahlen und der 
Tier Spezies in komplexen Zahlen. 

1. Da jedem redlen Zahlenpaare (5, i^) eine und nur eine komplexe 
Zahl a; =* I + 1 ^? entspricht^), andererseits mit Hilfe eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems eine umkehrbar eindeulige Korrespondenz zwischen 
allen möglichen Zahlenpaaren (£, und den Punkten einer Ebene her- 
gestellt werden kann (s. § 4, Nr. 3, S. 29), so ist damit zugleich die 
nämliche Art gegenseitigen Entsprechens auch für die Punkte einer Ebene 
und die komplexen Zahlen gegeben. 

Der komplexen Zahl x ^ i wird als deren Abbild derjenige 
Punkt („Bildpiinkt") x zugeordnet, welcher die Koordinalen hat, und 

1) Wir bezeichnen von jetzt ab Zahlen, die ausdnicklich als reell charakte- 
riiiert werden sollen, mit griechischen Buchstaben, während lateinische im allge- 
meinen komplexe Zahlen vorstellen sollen (die sich selbstverständlich unter Um- 
ständen auch auf reelle reduzieren können). Nur für den absoluten Betrag einer 
komplexen Zahl werden wir häuüg die typisch gewordene Bezeichnung r oder B 
(a* Radius Vektor) benützen, außerdem für natürliche (zumeist als Indizes oder 
Exponenten auftretende) Zahlen gewisse besonders dafür üblich gewordene latei- 
nische Buchstaben, wie m, n, p usw. (vgl. I,, § 72, Nr. 1, S 661). 
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umgektJtrt entspricht dem Punkte x mit den Koordinaten die komj^sxe 
Zahl X fji. Auf Qrund dieses Zusammenhanges werden die redlen 

Kom^wnenten einer komplexen Zahl auch schlechthin als. deren Koordi- 
naten, der reeUe Teil als Abszisse, der vom Faktor i befreite imaginäre 
als Ordinate bezeichnet und die Ausdrücke komplexe Zahl und Punlct (sc. 
in der Ebene, genauer gesagt: Koordinatenebene) als äquivalent von uns 
gebraucht. 

Den redlen Zahlen entsprechen als Abbilder die Punkte der Ah- 
szissenachse („reellen^* Achse), den rein imaginären diejenigen der Ordi- 
ncdenachse („imaginären^^ Achse). Zwei konjugierten Zahlen, ^ + qi und 
I — qi, entsprechen Punkte, die symmetrisch zur Abszissenachse liegen, 
zwei entgegengesetzten, S + r^i und | — f]i, solche Punkte, die auf der- 
selben durch den Nullpunkt gehenden Geraden zu jenem symmetrisch liegen. 

Der absolute Betrag der Zahl x ^ ^ + r^i, also \x\ « (die 

Quadratwurzel in diesem Zusammenhänge ein für allemal positiv ver- 
standen), ist gleich dem Abstande des Punktes x vom Nullpunkte, also 
der Strecke Ox (dem „Radius Vektor^% 

Die komplexen Zahlen gewinnen auf diese Weise in demselben Sinne 
eine „reaU^^ (nämlich geometrisch anschauliche) Bedeutung ^), wie die reellen : 
jede zwischen komplexen Zahlen bestehende Beziehung kann sofort in eine 
Beziehung zwischen Punkten übersetzt werden und umgekehi. Können 
hiernach geometrische Wahrheiten aus Beziehungen zwischen komplexen 
Zahlen entnommen werden, so erweist sich andererseits (und das ist für 
uns der eigentlich leitende Gesichtspunkt!) die in dem vorliegenden Zu- 
sammenhänge eimöglichte Heranziehung der geometrischen Anschauung 
und einer zum Teil daran anknüpfenden Ausdrucksweise als ein äußerst 
forderliches Hilfsmittel für die Herleitung und Darstellung funktionen- 
theoretischer Erkenntnisse. Hierzu erscheint es zunächst erforderlich, 
die Ergebnisse der vier Spezies in komplexen Zahlen geometrisch dar- 
zustellen 

2. Addition. Es sei: 

(1) a = « + a a + ß' i 

und sodann: 

(2) c — a -f a « (a + «') + (/^ + ß')i, 

BO ergibt sich, wie die in Fig. 11 vorgenommene Konstruktion unmittel- 
bar erkennen läßt, der Punkt c als vierter Eckpunkt desjenigen Parallelo- 
gramms, das durch die Strecken Oa und Oa als anliegende Seiten be- 

1) Vgl. hienu (insbesondere über das unzutreffende der Bezeichnung „ima- 
ginäre^« Zahlen) I,, $ 70, Nr. 1, S. 682/3. 
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etimmt ist. Man überzeugt sich leicht^ daß dieses Ergebnis von der in 
obiger Figur getroffenen Wahl, daß nämlich beide Punkte a, a in dem- 
selben^ und zwar im ersten Quadranten liegen, durchaus unabhängig ist. 



Da der absolute Betrag von c also 
von a + a' durch die Strecke Oc dar- 
gesteUt wird, andererseits der 
Betrag der Summe zweier komplexer 
Zahlen, abgesehen von einem sogleich 
zu erwähnenden Grenzfall, stets Jdeiner 
ist, als die Summe der absoluten Be- 
träge \a\ + |öT), so daß also: 

Öc < Oa + Oa' = Oa + ac, 


/ so ergibt sich auf diese Weise als 

/ erstes Beispiel für die oben gemachte 

-Q Fig 11. Bemerkung betreffs der Möglichkeit, 

geometrische Sätze aus Beziehungen 
zwischen komplexen Zahlen herzuleiten^ ein Beweis für den bekannten 
elementaren Satz, daß in jedem Dreieck jede Seite Heiner ist als die Summe 
der beiden anderen. 

Der zunächst ausgeschlossene Grenzfall |a -f ^ (anders 

geschrieben: Oa + ac^ Oc) tritt nur ein, wenn a auf demselben durch 
0 gehenden Halbstrahl liegt, wie a, also das Barallelogrammy bzw. jedes 
seiner beiden Teildreiecke sich in eine Gerade zusammenzieht. 

Da eine der beiden Strecken a'c, ac für die Konstruktion des Punktes 
c überflüssig ist, so läßt sich diese in der Weise vereinfachen, daß man 
die Strecke ac gleich und paralld mit Oa' an Oa bzw. a'c gleich und pa- 
raUd mit Oa an Oa' ansetzt. Und da sich dieses Verfahren beim Hin- 
zutreten eines weiteren Summanden a" entsprechend wiederholen läßt, so 
ist damit zugleich der einfachste Weg zur Konstruktion der Summe be- 
lidng vider Summanden gegeben. 

3. Subtraktion. Da aus Gl. (2) folgt: 


( 3 ) 


a ^c — a (bzw. c — a), 


so ist mit der in Fig. 11 dargestellten Konstruktion zugleich diejenige 
für die Differenz zweier komplexen Zahlen gegeben. Es erscheint dabei 
der Punkt a', welcher die Differenz c — a verstellt, wiederum als vierter 
Eckpunkt eines gewissen FaraUdogramms, nämlich desjenigen, welches 
bestimmt wird durch Oc (also die den Minuendus c mit dem Nullpunkt 


1) Vgl. § 72, Nr. 2 (S. 56S). 
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Terbindende Strecke) als Diagonale und durch Oa (die Subtrakendtis- 
Strecke) als eine der beiden Seiten, 

Man kann aber auch mit Hilfe der Beziehung c — c + (- a) 
die fragliche Konstruktion nach dem in Nr. 2 gelehrten Verfahren als 
diejenige für die Summe von c und (— a) ausführen Da der Punkt (— a), 
entsprechend einer bereits in Nr. 1 gemachten Bemerkung; auf der rück- 
wärtigen Verlängerung von Oa im Abstande Oa vom Nullpunkt liegt; 
BO erscheint hier der Punkt a! ^ c — a auf Grund der in Fig. 11 durch 
die gestrichelten Linien dargestellten Konstruktion. 

An die Konstruktion der Differenz zweier komplexen Zahlen knüpft 
Bich die folgende wegen ihrer häufigen Anwendung nützliche und wich- 
tige Bemerkung. 

Aus: 

c — a^ d 

folgt zunächst; daß: 

je — a| =*= \d\ == Od. 

Da andererseits: 


BO ergibt sich: 


Od = ac, 


(4) |c-a| =-= ac (selbstverständlich auch: |a — c| = ac); 


d. h. der absolute Betrag der Differenz zweier komplexer Zahlen ist gleich 
dem Abstande der betreffenden Punkte, 

4. Multiplikation, Jede von Null verschiedene komplexe Zahl a » oc 
4- ßi läßt sich in die Form setzen: 

(.5) a =. |ol • e, 

WO e eine eindeutig bestimmte Zahl mit dem Absolutwerte 1; den „fUn- 
heitsfaktor^* von a bedeutet^) Setzt man: c = d + yi, so folgt: 

« — ^ = |o|-y, 

d. h der Punkt a liegt auf demselben Hdlbstrahl, wie der Punkt c. Aus 
diesem Grunde wird die Zahl e auch als RichUzngskoeffizient von a be- 
zeichnet. 

Es werde nun unter der Voraussetzung |a| > 0, |a | > 0 gesetzt:* 

(6) c=- a- d — (|al • c) • ( |a I • c') , 
so folgt zunächst: 

(7) |c| = |ol- ia'l. 

Da die Definition jeder Multiplikation auf der Anfangsgleichung: 


1) Vgl. 1,. § 72, Nr. 1, S. 662 
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beruht^), so muß naturgemäß bei der KonsiruJctian eines Produkts der 
Eifdieüspufikt bzw. die der betreffenden geometrischen Darstellung der 
komplexen Zahlen zugrunde liegende Wahl der Einheitssireclfeeme wesent> 
liehe Rolle spielen. Aus: 

|c|-l = |rt|-|o'| 

findet man: 

(7a) |c| : |a I — |a| : 1, anders geschrieben: Oc : Oa'— Oa: Ol. 

Setzt man noch: 

(8) c = |c|-e", 
so folgt aus 6L (6): 

|c(*c"«la|.|a|.ee'-|c|*ec' 

und daher: 

(9) c"-ee'. 

Es mögen nun Oe, Oe' mit der positiyen Abszissenachse die Winkel ß*, 
bilden und es sei, um eine Festsetzung zu treffen, ^ ff. Subtrahiert 
man € von den beiden Seiten der Gleichung (9), so wird: 

e"-e'»e'(e-~l) 

und daher: 

je"— e'l =« |c — 1|, anders geschrieben: e"c'=* cl. 

Die gleichschenkligen Dreiecke e'^Oe^ und eOl sind daher und 

somit die Winkel bei 0 einander gleich^ d. h. man hat: ^ ^ ff. Der 

Halbstrahl, auf welchem e'' liegt, bildet also mit der positiven Abszissen- 
achse entweder den Winkel ff' H- ff oder den Winkel ff' — ff. Um zu ent- 
scheiden, welcher dieser beiden Werte der richtige ist, beachte man, daß 
es infolge der Kommutativität des Produkts ee' freisteht, ff und ff' zu 
vertauschen. Danach muß der Halbstrahl, auf welchem der eindeutig 
bestimmte Punkt c" liegt, einen der Winkel ff + ff ' oder ff — ff' mit der 
positiven Abszissenachse bilden, ln dem allgemeinen Falle ff' + ff sind 
aber ff' — ff und ff — ff ' verschieden, es bleibt also für den Winkel, 
welchen Oe" mit der positiven Abszissenachse bildet, nur die Wahl 
ff + ff'. Dies gilt auch in dem Sonderfalle ff' — ff, in welchem 

ff'—ff-ff — ff'«0 

ist: dann würde nämlich e"» ee' auf der positiv reeUen Achse liegen, was 
unmöglich ist, da (wegen ff' >- ff) e' und e nicht kontiert sind. 

Aus Gl. (6) folgt schließlich: 

(6a) c “ (W*- 1«'!) • (e • e'), 

d. h. der Punkt e » aa' besitzt den Riebtongskoeffizienten ee', liegt also 


1) Vgl. I,, § 4. Nr 1, Gl (A), S. 84. 
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auf dem Halbstrahle ^ welcher den Winkel '&■ + “ö*" mit der positiven Ab- 
szissenachse bildet, und zwai* so, daß die Strecke Oc sich gemäß der 
Proportion (7 a) bestimmt. Die beiden Dreiecke ~\Oa und a Oc sind also 
akfilich^), und zwar gleichstimmig ähnlich (s. Fig. 12), d. h sie können 
durch bloße Verschiebung in der Koordinaten- 
ebene (nämlich durch Drehung um den Punkt 0), 
insoweit zur Deckung gebracht werden, daß beim 
Aufeinanderfallen der Schenkel des mit be- 
zeichneten Winkels die gegenüberliegenden Seiten 
parallel werden. 

5 Division. Die Konstruktion des Quo- 
tienten zweier komplexer Zahlen kann ganz ana- 
log, wie zuvor die Konstruktion der Differenz 
aus derjenigen der Summe hergeleitet wmrde, un- 
mittelbar der vorstehenden Konstruktion eines Produkts entnommen 
werden. Bringt man 61. (6) auf die Form: 

/ c 
a =* — 
a 

und setzt: <^c01 = + -ff", also: == -ß’" — -ff, so folgt, daß der 

Punkt a auf demjenigen Halbstrahl liegt, der mit der positiven Ab- 
szissenachse den Winkel 0^ bildet, und zwar so, daß die Strecke Öa' 
sich gemäß der Proportion Oa : Oc — 0 1 : Oa bestimmt 

Hieraus folgt speziell für c = 1, also -ff" — 0, daß der Punkt ~ . 
auf demjenigen Halbstrahle liegt, der mit der positiven Abszissenachse 
den Winkel (— d') bildet, und zwar so, daß die Strecke Oa' sich gemäß 
der Proportion Oa : 01 = 01 : Oa' bestimmt 

§ 15. Komplexe Veränderliche x — g + — Die Stelle x^oo. — 
Definition und allgemeine Eigenschaften von Funktionen f{x) 
einer komplexen Veränderlichen. — Zurttckf fihrung auf komplexe 
Funktionen zweier reellen Veränderlichen §, — Bemerkenswerte 

Darstellbarkeit jedes arithmetischen Ausdrucks ri) durch 
einen solchen von der Form f{x). — Aussonderung einer besonderen 
Klasse ,, analytischer^^ f(x) aus der Menge der yj) auf Grund 
zweier gänzlich verschiedenen Methoden („M6ray-Weierstraß‘^ und 

„Cauchy-Riemann‘^). 

1. Unter einer komplexen Veränderlichen verstehen wir ein Zeichen, 
z. B. X = ^ Tii, welches dazu bestimmt ist, jedes beliebige Element einer 
vorgeschriebenen Menge komplexer Zahlen bzw. einer (auf Grund von Nr. 1 



1) Sie werden geradezu kongruent^ wenn Oa »|a'|-«l. 
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des vorigen Paragraphen) damit äquivalenten ebenen Fimktmenge vorzu- 
stellen Die betreiBfende Zahlen- bzw. PunTctnienge bezeichnen wir als 
den Bereich der Veränderlichen, jedes einzelne Element als einen der 
Werte, deren die Veränderliche fähig ist bzw. als eine Stdle oder einen 
PunM ihres Bereichs. Da eine Punktmenge [x], wo 5 + iden- 
tisch ist mit derjenigen, welche nach § 8, Nr 1 (S. 60) mit {S, i?} zu 
bezeichnen wäre, so gelten für solche Punktmengen ohne weiteres die 
dort gegebenen Definitionen und daran geknüpften Aussagen. Dabei ge- 
stattet das jetzt zur Verfügung stehende Zeichen \x 1 für l/l* + 1 ?* ge- 
gebenenfaUs eine entsprechende Abkürzung der Schreibweise. So läßt 
sich jetzt eine Menge komplexer Zahlen x als beschränkt durch eine Un- 
gleichung von der Form charakterisieren: 

(1) \x\<r, 

und analog die Umgebung einer Stelle a durch: 

|a: — a( < p (bzw. ^ p), 

eine Bedingung, welche auf Grund des Schlußsatzes von Nr. 3 des vorigen 
Paragraphen in der Tat die Gesamtheit aller Punkte x darstellt, deren 
Abstand von a kleiner (bzw. nicht größer^ als p ist, die also innerhalb 
(bzw. nUM außerhalb) eines Kreises um a mit dem Radius p liegen 

2. Jede beschränkte unendliche Menge komplexer Zählen besitzt als 
äquivalent mit einer beschränkten ebenen Punktmenge nach § 8, Nr. 2 
(S. 61) mindestens eine Häufungszahl (eine Häufungsstelle, einen HäU‘ 
fnngspunkt). 

Wir wollen jetzt* eine neue Festsetzung treffen, welche es ermöglicht, 
diese Aussage auch auf jede unbeschränkte Menge komplexer Zahlen aus 
zudehnen’) (welche ja im Endlichen gelegene Häufungsstellen besitzen 
kann, aber nicht muß). Wir ordnen einer unbeschränkten kompleitm 
Menge [x], die also zu jedem noch so großen R > 0 Zahlen x mit dem 
absoluten Betrage ]a:|>jR enthalten muß, von der wir vorläufig an- 
nehmen wollen, daß sie die Stelle o? ^ 0 nicht enthält, diejenige Menge 

{o;'} zu, deren Elemente durch die Beziehung definiert sind 

Jedem x entspricht dann ein und nur ein bestimmtes x, insbesondere 
entsprechen denjenigen x mit hinlänglich großem \x\ solche x, welche in 
bdiebiger Nähe der Stelle x' ^ 0 liegen, also diese letztere zur Häufungs- 
stelle haben Und wenn insbesondere die Menge { x } alle durch eine Bezie- 

1) Vgl. die vollkommene Analogie mit der Definition einer reellen Veränder- 
lichen: § 4, Nr. 1 (S. 26). 

2) In etwas anderer Weise, wie dies früher für unbeschrankte Mengen reeller 
Zahlen {lineare Punktmengen) ausgeführt wurde* vgl. § 1, Nr 5 (S. 7). 
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hung Ton der Form |a;| > iJ definierten Stellen enthält^ so entspricht diesen 
die gesamte Umgebung ^ ßiit einziger Ausnahme der Stelle x =- 0. 

Um diese Ausnahmestellung von a;' ~ 0 zu beseitigen , fügen wir zur 
Menge { x } eine ^yUneigentliche ZahV^, die oder den „Punkt"^ x= (x> 

(ohne Vorzeichen) als korrespondierend mit x'=^ 0 und betrachten diese 
in jedem der genannten Fälle als („im Unendlichen gelegene") Häufungs- 
stdle der Menge { a; ) .') Als Umgehung dieser Stelle a? = oo gilt dann die 
Menge aller Zahlen a?, welche den Zahlen x einer Umgehung von x' = 0, 
etwa |a:'| < p, entsprechen, d. h. schließlich alle Zahlen ar, welche der Be- 
dingung |a?| > genügen. Im Anschluß an diese Ausdrucks weise sagen 

wir, der Bereich |a:| > ü (bzw. la:|^Ji) enthalte die Stelle x^oo im 
Innern, der Bereich ai(a:j>0 (bzw. 9i(a!;) > 0) also die rechte Halbebene 
mit Ausschluß bzw. Einschluß der imaginären Achse enthalte die Stelle 
X ^ <x) auf der Begrenzung (als RandpunJct). 

Hätte die Menge {x} die Stelle x == 0 enthalten, so wäre dieser 
nunmehr die Stelle a;' = oo zuzuordnen 

3. ln vollkommener Analogie mit der Definition des Funktionsbe- 
griffes für eine reelle Veränderliche (s § 4, Nr. 2, S. 26) verstehen wir 
unter einer eindeutigen oder einwertigen Funktion der komplexen Veränder- 
lichen X eine zweite liomplexe Veränderliche y von der Beschaffenheit, daß 
jedem x eines gewissen Bereiches {x), des ,jDefinitionshereiches'^ der Funk- 
tion, eine eindeutig bestimmte Zahl y zugeordnet ist — in Zeichen etwa 
wieder: 

(3) y ^ f{x) (oder ähnlich). 

Gehören zu jedem x mehrere (d. h. zwei bis unendlich viele) y, so heißt 
y eine mehrdeutige Funktion von x 

Im folgenden soll unter f(x\ um die Ausdrucks weise nicht unnötig 
zu komplizieren, stets eine für den in Frage kommenden Bereich eindeutig 
definierte Funktion bedeuten, da die Übertragung auf mehrdeutige Funk- 
tionen gegebenen Falles keine besonderen Schwierigkeiten macht. 

Auch die Definitionen des Grenzwertes und der Stetigkeit einer Funk- 
tion f{x) bei komplexem x lassen sich den entsprechenden Definitionen 
für den Fall eines reellen x nachbilden. 

Es sei f{x) (eindeutig) definiert für einen komplexen Bereich S8, den 
wir jetzt ausdrücklich als ein Gebid (zweidimensionales Kontinuum)^) 
annehmeii wollen, a eine Stelle dieses Bereiches, so sagen wir (analog mit 


1) Is^ § *^^1 Nr. 3 (S. 561) 

2) S § 8, Nr. 4, VI (S. 65'.. 
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§ 5, Nr. 5, S. 39) f{x) habe für x—*a den Grenzwert b, in Zeichen: 

(4) 

(venn zu jedem b> 0 ein q> 0 existm% derart, daß: 
l4a) \f(x) — b\<£ für: 0 < (a: — a] < (>, 

soweit diese Umgehung \x — a\ < g dem Bereiche S angehört (nämlich bei 
hinlänglicher Verkleinerung von g vollständig j wenn a ein Innenpunkt^ 
nur teilweisCy wenn a ein Randpunkt von 93 ist). 

Durch diese Festsetzung wird wiederum der Wert von f(x) für die 
Stelle X ^ a in keiner Weise präjudiziert. Ist aber f{a) eine bestimmte 
Zahl und besteht außerdem die Beziehung: 

(5) lim f{x)^ f{a), 

x^a 

SO heißt f{x) stetig an der Stelle a oder für x^^ a (vgl. § 6, Nr. 1, 61. J), 
(II), S. 46). Dabei läßt sich die Definitionsgleichung (5) auf Grund von 
(4) und (4a) auch durch die folgenden Ungleichungen ersetzen (vgl. a.a 0. 
Ungl. (II a)): 

(5 a) \f(x) - f(a) \<£ für: ( - a | < p ^) 

(wiederum nur, soweit die Umgebung \x a\<g dem Bereiche 93 an- 
gehört). 

Die als Vervollständigung von GL (4) (nämlich für 6 = cx>) anzu> 
sehende Beziehung: 

(6) lim f{x) ^ <x> (ohne Vorzeichefi) 
definieren wir als gleichbedeutend mit der folgenden^): 

(6a) lim |/■(a:)| = + «», 

und diese besagt schlieBlich, daß zu jedem noch so großen positiven B ein 
(•>0 gehört, derart, daß: 

(6b) |/’(x)[ > B für: 0 < — a| < p. 

Eine zweite Vervollständigung von Gl. (4) (nämlich für a oo) 
bildet die Beziehung: 

(7) lm/'(a;) = &, 

X-> 00 

welche wir durch die folgende definieren: 

(7 a) lim f{x) = b, 

1) Beispiel f(x)xBx’', wo n eine nstütliche Zahl. Der Beweis rerläuft 
buchstähheli genau, wie für reelles x und a: vgl. § 6, Nr. 2, Beispiel 1, (S. iS). 

2) Vgl I,, § 73, Nr. 8, Gl (13), {U\ S. 661/2. 
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und diese letztere besagt: zu jedem £ > 0 hat man bei hinlänglich großem 
A>Q-. 

(7b), !/’(*) — I < * för: {x\> A. 

Im übrigen unterscheiden wir ausdrücklich zwischen 

lim f(x) und f{<x>) 

(geradeso wie zwischen limf{x) und /*{a)). Wir definieren nämlich das 

x^a 

Zeichen f(oo), also den Wert von f{x) an der Stdle x oo analog wie 
diese letztere (s. Nr. 2) durch die Beziehung: 

d. h. sofern das rechtsstehende Zeichen einen bestimmten Sinn besitzt, 
andernfalls ist f{<x>) überhaupt nicht definiert, ln diesem Falle pflegt man 
(nach Analogie von § 5, Nr. 4 am Ende, S. 38 und § 6, Nr. 2, Beispiele 
5), S. 49), f{po) als „unei^entlich definiert“ anzusehen durch die Beziehung : 

(8 a) f Xoo) = lim /•(«), 

sofern dieser Grenzwert existiert. 

Liefern die Ausdrücke li^f{x) und /(cx)) dieselbe bestimmte Zahl^ 
so gilt f{x) als stetig an der Stdle x == oo.*) Doch können lim f{x) und 

X — ^00 

/\oo) auch verschieden ausfaUen.*) 


1) Das ist natürlich nicht so zu verstehen, daß das Zeichen f 
weiteres durch f zu ersetzen sei. da dieses Zeichen sinnlos ist. Vielmehr wird 

dabei angenommen, daß f(~^ zunächst für x ^0 auf eine Form q>{x) gebracht 

werden kann, für welche q)(0) einen eindeutig bestimmten Sinn hat (vgl die Bei- 
spiele in Fußn 2), 3)). 

2) Beispiel: (w>0), also: ^==0 


Andererseits : 


also auch: 

3) Beispiel: Es sei: 

und : 


(wegen: Um ^ 

\ ® .r->« X^\ x->oi.|a7|« / 

'■(s’l..-“- 


/•(«) = 0 


^«(*) = 


nx 

n-f'x*' 


1 + 


/•(x) = lini/',(x). 
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Im Anschluß an die vorstehende Definition erscheint es angemessen, 
auch zwischen der durch Gl. (6), (6 a) bzw. Ungl. (6 b) definierten Be- 
ziehung lim fipc) — oo und der folgenden: 

(9) f(a) - oo 

eine Unterscheidung zu treffen, indem wir die letztere als gleichbedeutend 
mit der folgenden definieren: 

( 9 «) -fjä) = 

Sollte f{a) nicht definiert sein, so pflegt man wiederum die Beziehung: 
(9 a) f{a) = lim f{x') 

als jyUneigenUiche Definition^^ gelten zu lassen. 

4. Setzt man wieder: a; =* 5 + Vh jedes dem 

Definitionsbereich angehörige Wertepaar (S, ri) einen gewissen reellen 
und imaginären Teil besitzen, deren erster eine redle Funktion t}), 
deren zweiter eine mit i multiplizierte ebensolche Funktion t]) ist, 
so daß also: 

( 10 ) + + 


also: 

und somit* 
Dagegen: 

also auch: 


f{x) ^ X für jedes x 

lim f(x) = oo 
»->-00 ' 

/■(oo) = lÜB^„(<*>)-= 0 . 


1 ) Beispiele: /*(«) = 


{X ay 


(w> 0 ), also. 


auch* 


Dagegen * 


lim f(x) = 00 , 


/■(«) = «> wegen: ^ = 
/(*) = lim /■„(*), 


wo: /-,(*) aUo für * + «: 

m. 


1 

' X — o 


Andererseits * 
also auch: 


lim/’(a;) « oo. 
x-^a 

A«) “ ® 
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Hiernach ist also /*(g + rii) schließlich nichts anderes^ als eine (im allge- 
meinen')) Icomplexe Funktion der beiden reellen Veränderlichen | und 
Ja, es steht sogar frei, jede beliebige (sogar auch jede rcdfe) Funktion 

rj) als Funktion der komplexen Veränderlichen 5 + lyi zu bezeichnen. 
Denn zu jedem ^ + rji gehört ein und nur ein bestimmtes Wertepaar 
(5, ly), zu diesem ein bestimmter Wert <^(5, rj), somit läßt die am Anfang 
von Nr. 3 gegebene Definition nicht den geringsten Zweifel, daß jedes 
(reelle oder komplexe) ®(J, rj) unter den Begriff einer Funktion AS + 
fällt. Somit würden also schließlich die beiden Begriffe: (reelle oder kom- 
plexe) Funktion der beiden reellen Veränderlichen rj und Funktmi der 
komplexen Veränderlichen ^ 7]i genau denselben Umfang haben, sich 

vollständig decken, und der letztere wäre eigentlich überflüssig. Da dies 
doch sicherlich nicht der Zweck seiner Einführung gewesen sein kann, 
vielmehr dabei die Absicht vorlag, aus der Menge der Funktionen 0(^, 'ij) 
eine besondere Klasse herauszuheben, welche infolge eines noch genauer 
zu charakterisierenden intimeren Zusammenhanges mit der Verbindung 
^ + rii irgendwelche ausgezeichnete Eigenschaften besitzt, so ergibt sich 
daraus die Notwendigkeit, die ursprünglich gegebene Definition einer 
Funktion f(J^ + rii) durch geeignete Einschränkungen für die Erreichung 
jenes Zieles brauchbar zu machen. Von der zweckmäßigen Wahl dieser 
Einschränkungen wird weiter unten die Bede sein (s. Nr. 7). Hier sollen 
zunächst noch gewisse Folgerungen abgeleitet werden, welche auch ohne 
jede Einschränkung der fraglichen Definition aus der Erkenntnis ent- 
springen, daß jede Funktion AS + dem Schema von Gl. (10) als 

komplexe Funktion der beiden reellen Veränderlichen ri aufgefaßt wer- 
den kann. 

5. Wir zeigen zunächst, daß die Stetigkeit von + 

vollständig mit derjenigen ihrer beiden Bestandteile (s. Gl. (10)) <p(5, iy), 
^( 1 , ri) zusammenfällt 

Ist f{x) an der Stelle a^ a + ßi stetig, so hat man nach Gl. (5): 
lim fix) =- /■(o), 

also mit Berücksichtigung von Gl. ( 10 ): 

lim { 9 >(|, 17 ) + » • 1 /)) => (p{a, /*) + »■ ß). 

Da andererseits*): 

lim { y (1, 1 ?) + I • V ) } = V) + * • li“ V), 

1) Es könnte ja auch der Fall eintreten, daß 1 ]) sich identisch auf Null 

reduziert, also jji) reell ausfällt 

2) Über die Begründung einer solchen Grenzwertbeziehung z irischen kotn~ 

Pringsheim, Vorlesungen II, 1. 10 
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BO folgt: 

lim 9»(6> >?) - 9(a> /*), . lim ^(5, ij) - ^(a, /}), 

{->o, 


d. h. ri)y ly) sind gleichfalls stetig an der Stelle (a, ß). 

Da man umgekehrt von den beiden letzten Gleichungen aufsteigend 
zur ersten der yorstehenden Gleichungen zurückgelangen kann, so ist da- 
mit die vollständige Äquivalenz der Stetigkeit von /'(rr) und derjenigen von 
rf)y V'd, rf) erwiesen.^) Daraus ergibt sich die Möglichkeit, gewisse 
für stetige Funktionen von (i, rj) bewiesene Sätze auf stetige Funktionen 
von a; — S -f- iji zu übertragen. So folgt z. B. ohne weiteres (vgl. § 12, 
Nr. 10, S. 116): 

Die Summe und das Produkt beiidßig vieler an der Stelle 
a: — a stetigen Funktionen von x^^ + rii ist dasdbst gleickfcdls 
stetig.^) Dasselbe giü für den Quotienten zweier solcher Funktio- 
nen, vorausgesetzt^ daß der Nenner für x ^ a von NuU verschie- 
den ist 

Da ferner aus: 


folgt, daß: 


Im /■(«)- /•(o) 

X ->a 

limjr(a;)| = |Aa)|, 


SO ist |/'(a;)| allemal stetig, solange f(x) diese Eigenschaft besitzt. Und 
da andererseits \f(x) | eine reelle, übrigens niemals negative Funktion von 
71 ist, BO ergibt sich weiter, daß | f{x) | für jeden abgeschlossenen und 
zusammenhängenden, aus Stetigkeitsstellen von f{pc) bestehenden Bereich 
iB ein (nicht negatives) reales Maximum und ein (nicht negatives) reales 
Minimum besitzt und daß f(x) in 93 beschränkt ist. 

Die Übertragung des Satzes von der gleichmäßigen Stetigkeit einer 
punktweise stetigen Funktion erfordert zunächst die folgende Vorbemer- 
kung. Die Begriffe der oberen und unteren Chrenze sind nur für redle 
Zahlenmengen bzw. redle Funktionen definiert, und es scheint keinerlei 
Vorteil zu bieten, wenn man versuchen wollte, die fraglichen Definitio- 
nen in irgend einer entsprechend modifizierten Form auf komplexe Funk- 
tionen auszudebnen. Damit entfällt auch die Möglichkeit, den für redle 


plexen Zahlen yermittelst der definierenden Ungleichungen zwischen reellen Zahlen 
▼gl- Is. § 73, Nr. 2, S. 660/1. 

1) Danach erkennt man z. B mit Benützung des binomischen Satzes die 
Stetigkeit von rr** — (£ -f^ f]«)” (n eine natürliche Zahl) auf Grund der in Fußn 1, 
8. 116 gemachten Bemerkung. 

2) Hieraus folgt z. B. mit Benützung der vorigen Fußnote die Stetigkeit jeder 

n 

gansen rationalen Funktion 

0 
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Funktionen bestehenden Begriff der Schwankung ohne weiteres auf eine 
Funktion f{^ + ^0 zu Übertragen. Dagegen steht nichts im Wege, als 
„absolute Schwankung“ von /*(a;) — /*(! + für irgendeinen abge> 
schlussenen Bereich 8 die obere Grenze von für alle 

möglic .n x' , x'' von 8 einzuführen. Setzt man: 
x" == I" + so folgt aus der Beziehung: 

I fix') - fix") i* { g)(r, ijO - yd", V") } * + { ^d', V) - vl } *, 

daß I f{x') — f{x") I gleichzeitig mit 

lyd^’jO-vd^ij")! uDd \tii',v)-Hi",v')\ 

beliebig klein wird und umgelehrt. Infolgedessen läßt sich jetzt der für 
reelle Funktionen zweier reeller Veränderlichen bewiesene Satz von der 
gleichmäßigen Stetigkeit (§ 12, Nr. 13, S. 118) folgendermaßen auf Funk- 
tionen f{x) übertragen: 

Ist f{x) stetig für jede einzelne Stelle eines beschränkten, zu- 
sammenhängenden und abgeschlossenen Bereiches 8, so ist f{x) in 
8 gleichmäßig stetig, d. h, zu jedem £ > 0 gibt es ein d > 0, 
derart daß die absolute Schwankung von f{x) kleiner als s aus- 
fällt für jedes dem Bereiche 8 angehmige Quadrat von der Seiten- 
länge d, 

6. Wir kommen jetzt auf die oben bereits berührte Frage zurück, 
welche Art von Einschränkungen erforderlich sei, uro den als f{l^ + r^i) 
bezeichneten Funktionen eine besondere Stellung innerhalb der Gesamt- 
heit der Funktionen g?(|, i^) i ly) zu sichern. Die Beantwortung 
dieser Frage scheint sehr einfach, wenn i?) + ^ • ^(6, in Form eines 
arithmetischen Ausdrucks vorliegt. Man wird dann etwa verlangen, dieser 
letztere müsse sich, wenn wieder ^ + rji^ x gesetzt wird, mit Hilfe der 
bisher als zulässig angesehenen Rechnungsoperationen, nämlich der vier 
Spezies und der Limesbildung, so umformen lassen, daß er schließlich 
weder § noch r;, sondern nur x enthält. Das klingt sicherlich äußerst 
annehmbar und erweist sich dennoch als inhaltlich völlig wertlos. Es 
läßt sich nämlich zeigen, daß sogar | und ri einzeln und somit jeder arith- 
metische Ausdruck in 17, ohne den Kreis der obengenannten rechneri- 
schen Hilfsmittel zu überschreiten, als arithmetische Ausdrücke in x dar- 
gestellt werden können. 

Es seien w, v, p natürliche Zahlen, x eine komplexe Veränderliche, 
so hat man zunächst für x » 0: 


(11a) 


lim 

n->oo 


nx^ 


0 


10 
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und für | a? | + 0: 


(llb) lim - = lim , , ,, , 

■****■ + ■**- + i fe) I- ö 1*1 < V ■ > 

Nimmt man | a; | < 1 und verteilt das entsprechende Wertegebiet von 
X auf die Teilgebiete: 

02) 

SO findet man für jedes einzelne dieser Teilgebiete durch Summation des 
mit ^ multiplizierten Ausdrucks (11a, b) über v =* 1, 2, . . jp: 


1 für 1®!^ - 


(13) -V • lim 5 r-;» 


und somit für jp ao : 




I X I* = 2 lim lim \ 

p->flO n -«>00 p 


+(?)■ 


zunächst für |x| < 1, jedoch, wie mit Benützung der ersten Gleichung 
(llb) unmittelbar ersichtlich ist, auch noch gültig für |x| =- 1. 

Durch Substitution von an Stelle von x läßt sich dieses Ergeb- 
nis auch auf den Bereich | x { ^ r übertragen, unter r jede noch so große 
positive Zahl verstanden. Man findet auf diese Weise: 

p 

(15) I X I* =« 2r* lim lim \ ^ — für | x j < r.*) 

1) Man hat nämlich in diesem Falle: 


i 1 + d, wo: d >> 0 


und daher für n > 2 : 


- — I V 

n pxj n 


> l (t + « , + 


1 1 V ** 

lim — — « -f OO 
n px ' 


2) Multipliziert man Gl. (llb) nur mit dem Faktor , so g^elangt man durch 

P 
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Wegen: (| + (5 ““ V^) *= ^(5 — vO ^^Igt hieraus^ zunächst 

unter der Voraussetzung a; + 0, durch Division mit x: 

p 


(16) 


rii 2r* lim lim ^ 

P->con->«p " nrc« 


vnx'* 


+©*’ 


und diese Gleichung gilt dann^ wie unmittelbar ersichtlich, auch für x^O. 
Durch Kombination mit ^ + 7]i = x ergibt sich schließlich: 


p 




als die oben angekündigte Darstellung von | und durch arithmetische 
Ausdrücke in x, gültig für 0 ^ | a; | ^ r bei beliebig großem r, also in 
jedem noch so großen endlichen Bereiche (schließlich auch für r — ► + 00 
und 0 ^ I a; I < 00 ). 

7. Das wesentliche bei den vorstehenden Darstellungen von | a; (*, 5 
und fj durch arithmetische Ausdrücke in a; =* | + benützte rechnerische 
Hilfsmittel besteht in dem iterierten Grenzwerte einer (von zwei Parame- 
tern abhängigen) rationalen Funktion von x. Man wird also dieses Hilfs- 
mittel als nicht zuverlässig für die Gewinnung einer mit SicherJteit brauch- 
baren Definitionsform für f{x) ausschließen müssen und, wenn man über- 
haupt über die rationalen Funktionen hinauskommen will, sich etwa auf 
einfache Grenzwerte rationaler Funktionen beschränken. Damit würde 
man in der Tat dem gewünschten Ziele etwas näher kommen (wie spä- 
tere Untersuchungen noch genauer erkennen lassen werden: s. § 49, 
Nr. 1, 2), doch ergibt sich hier derselbe Übelstand, welcher bei der Be- 
trachtung derartiger Grenzwerte unter der Voraussetzung einer redlen 
Veränderlichen sich schon gezeigt hat, daß nämlich ein arithmetischer 
Ausdruck dieser Art in verschiedenen Gebieten z. B. verschiedene rationale 
Funktionen darstellen kann (s. § 13, Nr. 3). Analoge Überlegungen, wie 
sie bei jener früheren Gelegenheit angesteUt wurden (§ 13, Nr. 5 — 7) 
führen dann dazu, die Potenereihe als einfachste Form eines auf die vier 
Spezies und einen einfachen Grenzübergang beschränkten arithmetischen 


das gleiche (etwas einfacher verlaufende) Verfahren wie im Text, zu der Beziehung: 


I a; I = r lim 

p->ao 


n 


lim 

n->o 



nx^ 
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Ausdrucks zugrunde zu legen^ um möglicherweise eine in jeder Beziehung 
zweckmäßigen De^nition einer Funktion f{x) zu erzielen. Mit anderen 
Worten, man gelangt hier wieder zu dem am Schluß von § 13 skizzier- 
ten Meray-Weierstraß^cAiQii Ausgangspunkte für die Theorie der analy- 
tischen Funktionen. 

Eine andere Methode, die Cauchy-BiemannsQ\LQ, erzielt die zur Ge- 
winnung einer zweckmäßigen Definition für f{x) erforderliche Einschrän- 
kung nUM du ch Zugrundelegung einer bestimmten arithmetischen Aus- 
drucksform y sondern davon gänzlich unabhängig durch die Forderung 
einer besonderen Eigenschafty nämlich der Existenz eines bestimmten 
Differentialquotienten oder, was (abgesehen von gewissen Zusatzbedin- 
gungen) auf dasselbe hinausläuft, der Erfüllung gewisser Differentialglei- 
chungen durch den reellen und imaginären Teil von /(o?). Es ist hier 
noch nicht der Ort, den Sinn dieser Forderungen entsprechend zu er- 
läutern: das wird erst später in ausreichender Weise geschehen (s. 
§ 50—54). 

Dagegen mögen die folgenden Bemerkungen zu einer vorläufigen 
Orientierung über die gegenseitige Stellung dieser beiden Methoden die- 
nen. Beide führen zu demselben Ziele, d. h. jede in dem einen Sinne 
analytische Funktion ist es auch (sc. cum grano salis^f) in dem anderen. 
Ohne Zweifel hat sich gerade die zweite Methode für die Forschung als 
besonders forderlich bewährt. Sie führt wesentlich schneller in medias 
res und verfügt in der komplexen Integration über ein Forschungs- und 
Beweisinstrument von erstaunlicher Wirksamkeit. Diesen ihren Vorzügen 
stehen aber auch entsprechende Nachteile gegenüber. Insbesondere besitzt 
ihr Ausgangspunkt einen im hohen Grade willkürlichen Charakter, und 
seine Wahl wird in Wahrheit nur durch den Erfolg gerechtfertigt. Zu- 
gleich setzt er die Beherrschung erheblicher, anderen Untersuchungen zu 
entnehmender Vorkenntnisse und Hilfsmittel voraus. Für einen wirklich 
systematischen Aufbau der Lehre von den Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen dürfte er deshalb kaum geeignet erscheinen. Wir ziehen 
daher vor, die Meray- Weierstraßse\ie Definitionsform unserer Darstellung 
zugrunde zu legen, werden jedoch im Laufe unserer Betrachtungen an 
die Cauchy-Biemanmc^e Methode in dem Sinne Anschluß gewinnen, daß 
die dort zur Definition dienende Funktionseigenschaft als ein wertvolles 
Erkennungszeichen für den anderweitig definierten analytischen Charakter 
zum Vorschein kommt (vgl § 52, insbesondere Fußn 1). Auch die kom- 


1) Die Cauehy • Hxemanmehe i^efinition bedarf noch einer auf Weierstraß 
zprückzuführenden Einschränkung: Vgl. § 63, Nr 4 am Ende mit der zugehörigen 
Fußnote. 
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pUxe Integration wird im Rahmen dieser Darstellung an geeigneter Stelle 
Platz finden^), aber erst dann, wenn die bis dahin verwendeten wesen t> 
lieh elementareren Hilfsmittel nicht mehr aasreichen. 

§ 16. Die durch eine Funktion + Termittelte Abbil- 

dung. — Die ganze lineare Funktion y i« ao? -f b. — Ahnlichkeits- 

transformationen. 

1. Es sei y — f{x) eine für irgendeinen Bereich 35^^ der komplexen 
Veränderlichen a? — | + lyi eindeutig definierte und stetige Funktion im 
Sinne der im vorigen Paragraphen Nr. 3 gegebenen allgemeinsten De- 
finition, also schließlich nichts anderes als eine (in entsprechendem Um- 
fange eindeutige und stetige) homplexe Funktion der beiden reellen Ver- 
änderlichen 5 und etwa y wo: tp = 9 )(g, iy), ^ = ^(5, i^). 

Einem beliebig angenommenen Punkte wird dann ein bestimm- 
ter Punkt und jedem Punkte x einer gewissen Umgehung von x^ in- 
folge der Eindeutigkeit und Stetigkeit von y =» f{x) je ein Punkt aus der 
Umgebung von entsprechen. Wir wollen nun ausdrücklich die Annahme 
machen, daß auch umgekehrt jedem Punkte y einer gewissen Umgehung 
von y^j ein und nur ein Punkt x aus der Umgehung von Xq entspricht, und 
daß die Annahme eines derartigen umkehrhar eindeutigen gegenseitigen 
Entsprechens sich auf zwei bestimmte die Punkte x^ und y^ umgebende 
Bereiche und 83y ausdehnen läßt. Wir sagen dann, der Bereich 85, 
werde durch die Funktion y = f{x) in den Bereich 85y transformiert 
oder auf den letzteren ahgehildet Um von einer solchen Ahhüdung ein 
übersichtliches geometrisches Bild herzusteUen, pflegt man mit Rück- 
sicht darauf, daß die Bereiche 85, und 85y auch ganz oder teilweise über- 
einander greifen können, zwei Zeichenebenen, eine x- und eine y-Ebene 
zu Hilfe zu nehmen und im Anschluß hieran zu sagen, es wird durch die 
Funktion y = f{x) die x-Ehene (bzw. ein Teil derselben) auf die y-Ebene 
(bzw. einen Teil derselben) ahgebildet. 

Diese, wie bemerkt, auf beliebige d. h. insbesondere auch auf nicht- 
analytische^ Funktionen f{x) sich beziehende Betrachtungsweise wollen 
wir jetzt auf die einfachsten (auf Grund der in § 13, am Schlüsse von 
Nr. 2 getroffenen vorläufigen Festsetzung) als analytisch zu bezeichnen- 
den Funktionen, nämlich die linearen ganzen und gebrochenen anwenden, 


1) In der zweiten Abteilang dieses Bandes. 

2) Einfache Beispiele dieser Art: — tji 

^ i-ni + £* + »)’ 


und: 
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um daraus gewisse Anhaltspunkte zur Feststellung einer allen analyti* 
sehen Funktionen znkommenden Abbildungseigenschaft zu gewinnen. 

2 Für die Beurteilung der Abbildung, welche durch die lineare 
ganze Funktion y ^ ax hergestellt wird, erscheint es zweckmäßig, 
zunächst die beiden Spezialfalle a = 1 und 6 = 0 in Betracht zu ziehen. 
Sei also zunächst: 

( 1 ) x^y + h, 

WO 6 == jd + yi, und daher, wenn wieder y ^ (p + gesetzt wird: 

(la) q> = ^ + ß, ii> = v + r 

Der Punkt y, der irgendeinem bestimmten x = ^ rji entspricht, 
entsteht somit aus dem letzteren durch Verschiebung um die Strecke ß 
in horizontaler Richtung (nach rechts, wenn /3 > 0, nach /info, wenn ß < 0 ) 
und (entsprechend) um die Strecke y in vertilcaler Richtung. Die gleiche 
Parallelvei'schiehung erleidet also jeder von einem einfach geschlossenen 
Wege begrenzter ic-Bereich beim Übergange in den entsprechenden y-Be- 
reich. Die durch die Funktion y = rr + 6 vermittelte Abbildung ist also 
eine kongruente, die einer beliebigen ^r-Figur entsprechende y-Figur geht 
durch bloße Paraüelverschiebung aus der ersteren hervor. 

3. Es sei jetzt: 

(2) y ^ ax \ a\ • ex 

(wo also e den Einheitsfaktor von a bedeutet). Bildet der Halbstrahl, auf 
welchem a liegt, mit der positiven Abszissenachse den Winkel der- 
jenige, auf welchem x liegt, den Winkel so bildt Oy nach § 14, Nr. 4 
mit der positiven Abszissenachse den Winkel erscheint daher gegen 

die Richtung von Ox um den Winkel # (in der Richtung der wachsen- 
den Winkel) gedreht. Zugleich zeigt die Strecke Oy gegenüber der Strecke 
Ox (sofern nicht gerade | a | — 1 ist) eine Proportionaländerung (Ver- 
größerung oder Verkleinerung im Verhältnis |a|:l, also gemäß der 
Proportion Oy : Ox =» Oa: Öl). Beschreibt dann x irgendeine Figur, so 
ist die von y beschriebene Figur der ersteren ähnlich (nur im Falle 
I a i =« 1 ihr kongruent). Diese Ähnlichkeit ist eine gleichstimmige in dem 
Sinne, daß insbesondere jedes a;-Dreieck in ein gleichstimmig ähnliches 
y-Dreieck übergeführt wird, wie ohne weiteres daraus entnommen werden 
kann, daß das letztere lediglich durch Drehung und Proportionaländerung 
aus dem ersteren hervorgeht. Zugleich erkennt man, daß es auf das End- 
ergebnis keinen Einfluß übt, wenn man die Reihenfolge jener beiden 
Operationen vertauscht. 

4. Um den allgemeinen Fall y « ao; + & auf die vorstehenden zwei 
Spezialfälle zurückzuführen, werde gesetzt: 

(3 a) x' =* ax, 

(3b) y ^ X -\-b (also schließlich ^ ax + b). 
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Faßt man die geometrische Bedeutung von Gl. ^ 3 a) auf als Abbil- 
dung der ÄJ-Ebene auf eine vermittelnde a;'-Ebene, sodann diejenige von 
61. (3 b) als Abbildung dieser x'-Ebene auf die y-Ebene, so liefert Gl. (3 a) 
eine durch Prcportionaländerung und Drehung hervorgebrachte ähnliche 
Abbildung, sodann 61. (3 b) eine noch hinzutretende Pa/r dllelver Schiebung , 
bei welcher die (übrigens gleichstimmige) Ähnlichkeit erhalten bleibt. 
Dabei ist zu bemerken, daß die Reihenfolge der beiden in Betracht kom- 
menden Operationen, nämlich erstens Proportionaländerung und Drehung^ 
zweitens Parallelverschiebung nicht ohne weiteres vertauscht werden darf. 
Denn aus: 

X = X -f y =- ax 

würde folgen: 

y == ax ah (nicht: // = ax h) . 


Dagegen läßt sich die Reihenfolge der beiden Operationen in der Weise 
vertauschen, daß man setzt: 

(4) X ^ X ^ y y = ax (also schließlich = arr -|- ?>) 


Sind x^y x^y x^ irgend drei nicht in gerader Lime liegende a;-Punkte, 
Vij Vz Abbilder in der y-Ebene, so hat man : 


und daher: 


y, = a.r^ -f h 
== ax.^ + h 
!h ==ax:^ + b 

yi —Vi ^ — -^3 

2/2 — ys ‘^2 — 


Die Eckpunkte der beiden gleichstimmig ähnlichen Dreiecke x^x^^ 
und y^ 2 / 2^5 genügen also der Bedingung (5), falls jene gleichstimmige 
Ähnlichkeit durch eine Beziehung von der Form y = ax -\-b hervorge- 
bracht worden ist. Wir wollen nun zeigen, daß die Beziehung (5) ge- 
radezu die notwendige und hinreichende Bedingung für die gUichstimmige 
Ähnlichkeit zweier Dreiecke x^x^x^ und y^y^y^ ist, wenn man sich die- 
selben ganz willkürlich in einer Ebene verzeichnet denkt. 

5. Es mögen außer drei nicht in einer Linie liegenden Punkten 
x^y x^y x^ noch zwei Punkte y„ y^ willkürlich angenommen werden. Dann 
läßt sich mit Hilfe einer linearen Beziehung y ^ ax -^-b ein dritter 
Punkt y^ so bestimmen, daß das Dreieck x^x^x^ dem Dreieck y^y^y^ 
gleichsitimmig ähnlich wird. Bestimmt man nämlich zwei Konstanten a, h 
auf Grund der Bedingungen: 

y, = aa:, + & 

Vz = ^ 
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also: 


(6) 



und setzt: 

(7) 

y = ax + b - y,)x + r,y, -x,y,}, 

SO wird; 

y ^3 “ a;, _ - ys)* - (yi - ys)*$ I 

oder auch: 


(7a) 

y — ys x — a:. 

y» — ys — «5 


Diese lineare Beziehung zwischen x und welche keine andere ist, 
als die Gleichung (7), wenn man den Konstanten a und h die Werte (6) 
gibt, liefert eine Abbildung, vermöge deren, wie in der vorigen Nummer 
bewiesen, jedem Dreieck xx^x^ ein gleichstimmig ähfdiches yy^Vi ent- 
spricht. Nimmt man also speziell x ^ und bestimmt sodann y^ gemäß 
der Gleichung (7a), so daß also: 

Vi — !/. ^ ar, 

(gleichlautend mit Gl. (5)), so erkennt man zunächst, daß diese Bedingung 
für die gleichstimmige Ähnlichkeit der Dreiecke x^x^x\ und y^y^y^ hin- 
reichend ist.^) 

Daß sie aber auch notwendig ist, ergibt sich einfach daraus, daß bei 
gegebenem y^, y^ nur ein Punkt y^ existiert, für welchen das Dreieck y^y^y^ 
dem gegebenen x^x^x^ gleichstimmig ähnlich ist. Dieser Punkt muß also 
mit dem durch Gleichung (5) gelieferten identisch sein. 

Da hiernach, wenn man wieder x^y statt x^^y^ schreibt, die Glei- 
chung (7 a) sich als notwendig und hinreichend dafür erweist, daß nach 
willkürlich vorgenommener gegenseitiger Zuordnung der Strecken x^x^ 
und jedem Dreieck xx^x^ ein gleichstimmig ähnliches yy^y^ entspricht, 
so folgt, daß die ganze lineare Funktion^ also jede von derFormy = aa:-f 6, 
die einzige ist, welche eine gleichstimmig ähnliche Ahhildung (jgleichstim- 
mige Ähnlichkeitstransformation) hervorbringt. 


1) Man kann dieser Bedingung (6) auch die Form geben: 

; ^ ?/i 1 

' a:, y, 1 


I ys 1 j 

(d. h. ix^yt — x^y^) + {x^y^ — ar.y.) + « 0). 

Eb sei daran erinnert, daß diese nämliche Gleichung, wenn man die Zahlenpaare 
y^) (v» 2, S) reeü annimmt und als Punkte in der Cartesischen Koordi- 

natenebene deutet, die Bedingung dafür angibt, daß jene drei Punkte in einer 
Geralden liegen. 
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§ 17. Die reziproke Transformation 

Selbstverständlich gibt es auch eine und nur eine Funktionsgattung, 
welche eine unghiclistimmige ähnliche Ähbädung erzeugt. Bezeichnet man 
nämlich wieder^) allgemein mit S die zu irgendeiner Zahl 2 honjugiertef 
so erkennt man, daß die Dreiecke und x^x^x^ zwar kongment sind, 

aber symmetrisch zur reellen Achse liegen (so daß ein jedes als das Spiegel- 
bild des anderen erscheint, und daß daher nicht durch bloße Verschie- 
bung die Eckpunkte mit gleichen Indizes zur Deckung gebracht werden 
können. Daraus folgt weiter, daß die Funktion: 

(8j y ^dx + h 

(welche als lineare Funktion von 5 — i?® keine „analytische" von + 
ist) eme Abbildung liefert, welche dsLS Spiegelbild der zur Funktiony«=aa;+6 
gehörigen längs der reellen Achse darstellt und somit eine ungleichstimmig 
ähnliche ist. Auch folgt aus der Reziprozität zwischen den Funktionen 
ax -\-b und ax + 6, daß sie die einzige dieser Art sein muß. 


§ 17. Die reziproke Transformation: — Konforme Ab- 

Qu 

bildnng, — Die allgemeinste lineare Funktion // ■■ (Krels- 

verwandtschaft). 


1. Einen von der zuvor betrachteten wesentlich verschiedenen Cha- 
rakter zeigt diejenige Abbildung, welche durch die Funktion: 


0) 

vermittelt wird, 
so daß also: 

( 2 ) 

so ergibt sich: 
(3a) 


^ ^ X 

Bezeichnet man die Koordinaten von y mit g? und V' 

’’ “ ^ “ l’l- ri‘ 


und infolge der zwischen x und y bestehenden Reziprozität auch um- 
gekehrt: 

5 qj* ^ 1 /,» ^ 

Daraus ersieht man zunächst, das ( und g? gleiches, i] und p entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben. Es wird somit die rechte bzw. linke a;-Halb- 
ebene auf die gleichnamige y- Halbebene, dagegen die obere bzw untere 
:r- Halbebene auf die ungleichnamige y - Halbebene abgebildet, so daß also 
den Quadranten 1 2 3 4 der x- Ebene 

die Quadranten 4 3 2 1 der y-Ebene 

entsprechen. 

1) Vgl I,, § 110, Nr. 3 (S 846). 
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Beschreibt x eine durch den NnUpunkt gehende Gerade, besteht-also 
eine Beziehung von der Form: =«5, so wird nachGl.(3a)^: 

^ _ ag?. Es beschreibt also auch y eine durch den Nullpunkt gehende 
Gerade, jedoch mit entgegengesetztem Richtungskoeffizienten, d. h. bildet 
die a;-Gerade mit der positiven Abszissenachse den Winkel in der Rich- 
tung der wachsenden Winkel, so bildet die entsprechende y-Gerade den 
nämlichen Winkel in der entgegengesetzten Richtung. 

Beschreibt x von dem reellen Punkte rr =* p > 0 ausgehend um den 
Nullpunkt einen Kreis mit dem Radius q etwa in „positiver^^ Richtung 
(d. h. in der Richtung nach oben beginnend), so hat man, wegen q, 

durchweg: iy| beschreibt also y mit dem Radius ~ gleichfalls 

einen Kreis um den Nullpunkt, jedoch vom Punkte y = y ausgehend in 

entgegengesetzter Richtung, da ja der oberen rr-Halbebene die untere y-Halb- 
ebene entspricht. Nimmt man speziell |a:| =-« 1, so wird auch |y| — 1. 


X -Ebene 



y- Ebene 



Dem x-Kreise um den Nullpunkt mit dem Badius 1 oder, wie man kürzer 
zu sagen pfiegt, dem Einheitskreise in der iC-Ebene, entspricht also auch 
der Einheitskreis in der y-Ebene, und zwar (wegen: |y| > 1 für |a!:| < 1 
und: |y I < 1 für |a;| > 1) dem Inneren des a;-Einheitskreises das Äußere 
des y-Einheitskreises, dem Äußeren des ic-Einheitskreises das Innere des y- 
Einheitskreises (speziell der Stelle o; = 0 die Stelle y ^ oo, der Stelle 
(x> die Stelle y = 0). Im übrigen wird das gegenseitige Entsprechen 
der zwei Gruppen von je acht Teilgebieten, in welche die x- und die 
y-£bene durch den Einheitskreis und die beiden Koordinatenachsen zer- 
legt wird, durch die in der Fig. 13 angebrachte Numerierung übersicht- 
lich zur Anschauung gebracht. 

2. Des weiteren wollen wir jetzt untersuchen, wie ein a?- Kreis, 
dessen Mittelpunkt nicht der Nullpunkt ist, dessen Gleichung also die 
Form hat: 

( 4 ) + = 
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(wo mindestens eine der beiden Zahlen a, ß von Null verschieden ist), auf 
die y-Ebene abgebildet wird. Schreibt man Gl. (4) folgendermaßen : 

I* + ij* — 2(a| + /3ij) + a* + /3* — p* = 0, 
so liefert sie mit Berücksichtigung von GL (3b) für q), ^ die Beziehung; 

( 6 ) + + 

als Gleichung für das Abbild des Kreises Gl. (4) in der y-Ebene. 

Wir behandeln zunächst den Spezialfally daß a* -f — p* =* 0, daß 
also der durch Gl. (4) dargestellte ^r-Kreis durch den Nullpunkt geht. In 
diesem Palle reduziert sich die Gl. (5) auf die folgende: 

(6) ‘2aq)-2ß^^ l, 

d. h. auf die Gleichung einer Geraden mit dem Richtungskoeffizienten 

welche also mit der positiven Abszissenachse denselben Winkel bildet, 
wie die Mittelpimktsordinate ß mit dem Radius vom Mittelpunkt zum Null- 
punkt, und welche die y- Achse im Punkte <li6 J/'- Achse im 

Punkte ^0, — schneidet.^) Für ihren Abstand vom Nullpunkt findet 
derselbe wächst also mit unbegrenzt abnehmen- 


man: 


den Q ins Unendliche. 

In dem allgemeinen Falle: «* + — p* + 0 läßt sich die in Frage 

kommende GL (5) durch Multiplikation mit dem Faktor ^ zu- 

nächst in die folgende überführen: 

1 


S I /* I 




a* 4- fi* 

und nimmt, wenn auf beiden Seiten addiert wird, die Form an: 

( a I / / I ß 

kürzer geschrieben: 


a)_ + 

1) ln den besonderen Fällen ß^O bzw. a=s0 reduziert sich 61. (6) auf: 

d. h. liegt der Mittelpunkt des (durch den Nullpunkt gehenden) a^-Kreises auf der 
reellen baw imaginären Achse, so beschreibt y eine Vertikale bzw Horizontale im 

Abstande ^ bzw. — ^ von der entsprechenden Achse. 
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wo: 

(7a) 


a — 








Es beschreibt also y gleichfalls einen Kreis, dessen Badius außer von 
Q nur von | a* I abhängt, während die Mittdpumkskoordinaten 

gleichzeitig mit a*+ das Vorzeichen wechseln. Da gleichzeitig mit 

— p* + 0 auch: «'* + /?'* — p'* == tißi ~ «4“ 0, so geht der be- 

Ct I p Q 

treffende y-Kreis niemals durch den Nullpunkt}) Dieser Fall würde, wie 
auf Orund des zuvor behandelten Spezialfalles aus der zwischen x und y 
bestehenden Reziprozität hervorgeht, nur dann eintreten, wenn x statt 
des Kreises eine nicht durch den Nullpunkt gehende Gerade beschreibt. 
Zugleich erscheint der eben erwähnte Spezialfall in dem vorliegenden Zu- 
sammenhänge als Grenzfall für a*-f /J* — p*— ►0. Der Mittelpunkt («', jS') 
und der Radius q des ^-Kreises rückt dann ins Unendliche und die beiden 
Scharen von y-Kreisen, welche für a* -f /J* p* ^ 0 bei Festhaltung von 
(«, ß) und Variation von p entstehen, arten in die durch 61. (6) dar- 
gestellte Gerade aus.’) 

3. Nach dem Gesagten entsprechen bei der Abbildung durch die 
Funktion y * ~ Kreisen in der a:- Ebene mit Einschluß des eben be- 

trachteten Grenzfalles stets auch Kreise in der y-Ebene. Aber gerade 
jener Grenzfall macht evident, daß die Abbildung keineswegs eine ähnliche 
sein kann (was übrigens schon aus Nr. 5 des vorigen Paragraphen hervor- 
geht). Einem geradlinigen Dreieck x^x^x^ entspricht nämlich danach im 
allgemeinen ein aus drei Kreisbögen gebildetes Dreieck (von dom 

eine Seite geradlinig ausfällt, wenn die Verlängerung einer Seite des x- 
Dreiecks durch den Nullpunkt geht®)) — damit ist die Möglichkeit einer 
Ähnlichkeit von vornherein ausgeschlossen. Dennoch besitzt die frag- 
liche Abbildung eine Eigenschaft, die mit der (gleichstimmigen) Ähnlich- 
keit in engster Beziehung steht und die sich überdies als geradezu cha- 


1) Ist a* 0, enthält also der ar-Kreis den Punkt a; » 0 niäit im 

Innern, so muß das dem letzteren entsprechende y-Gebiet ganz im Endlichen 
liegen, besteht also aus dem Inneren des y-Kreises (dagegen aus dem Äußeren^ 
w enn a* + — c* < 0) 

2) Wegen : ^ ~ liegen die Mittelpunkte aller dieser Kreise auf dem- 

P P 

jenigen Strahle, welcher die Grenzgerade (6) rechtwinklig schneidet. 

3) Der Fall, daß ztoei Seiten des x-Dreieckes geradlinige Bilder liefern, würde 

nur eintreten, wenn einer der drei Punkte der Nullpunkt wäre, also der 

entsprechende y-Punkt tns Unendliche rückt und ein j^-Dreieck im gewöhnlichen 
Sinne gar nicht existiert. 
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Nr. 8. § 17. Begriff der konformen Abbildung. 

rakteristisch für jede „analytische" Funktion erweisen wird (vgl. § 50, 
Nr. 2, Fußnote). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die gleichstimmige 
Ähnlichkeit zweier Dreiecke und lautet nach Nr. 3 des 

vorigen Paragraphen (wenn man in 61. (5), S. 153, ar,, durch x^y er> 
setzt und auf beiden Seiten die reziproken Werte nimmt): 


( 8 ) 


yt -ya 


Im vorliegenden Falle hat man: 


api — 


1 1 


( 9 ) 


wo: 


yt — yp _ ^ 
yi — yp Jl 


(»*) ‘-( 5 - 

und daher: 


«p 


0 


(10) |i| ^ 


X\ Xq ““ Xji 

Xq X-y 


(1 + i)t), 


«1 — »» ^ (®I — *.)— (jg. — *.) 

afJ + K — Jg»! . 

I«.l— l*i— ^ol 


Da y ==> oo für ir ■> 0, so kommt der Wert x = 0 in dem rorliegenden 
Zasammenhange nicht in Betracht. Es sei etwa: 

(11) |a:o| = (»>0, 

außerdem sollen x^y x^ von vornherein verhältnismäßig nahe bei Xq an- 
genommen werden, genauer gesagt: wird d > 0 nicht nur an sichy son- 
dern auch im Verhältnis m q sehr Mein angenommen, so soll sein: 

(12) \x^ XqI <C äy \x^ I <C d . 


1) £b existieren also bei dieser Abbildung keine drei Punkte x^^ x^, Xy^^ der- 
arty daß die Bildpunkte y^, y^, y, ein dem Dreieck gleichstimmig ähnliches 

Dreieck yoyi y^ liefern — sc in der durch die Folge der Indizes bestimmten An- 
ordnung. Ohne diesen Zusatz wäre die vorstehende Aussage unrichtig. 

In der Tat wird z. B. das Dreieck y^y, yj (in dieser Anordnung) bei passen- 
der Wahl von x^^Xy^x^ dem Dreieck gleichstimmig ähnlich. Man hat 

nämlich : 

1 1 


also, wenn 
gesetzt wird: 


und daher: 


V i — yo ^ ^ 

y. — yp 1 _ 1 ** «I «P — ^ ’ 

«p 

xl^x^x^ 

Vi — yp ^ a;i -gp 
yt — yp av» 

Aypyiyi ^x^x^x^. 
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Alsdann folgt ans üngl. (10), daB: 

( 13 ) 

d. h. gleichzeitig mit d belidng Mein wird, und der Inhalt von Gl. (9), 
verglichen mit demjenigen von Gl. (8), läßt sich dahin aussprechen, daß 
in diesem Falle die Dreiecke und ,ynaheisu^^ ähnlich werden. 

Um dieser Aussage eine schärfere Fassung zu geben, schreiben wir 
üngl. (9) folgendermaßen: 


(14) 


»i— y« 


Verkürzen wir jetzt sukzessive die Dreiecksseiten x^x\y x^x^ proportional 
/^also in der Weise, daß — — konstant bleibt), indem wir x. und 

immer näher an x^ heranrücken lassen, derart, daß die Verbindungslinie 
sich beständig parallel verschiebt, so läßt sich bei unbegrenzter Fort- 
setzung 'dieses Verfahrens die Gl. (14) durch die folgende ersetzen: 


(15) 


lim = 1 , 

-►*0 Vi 2^0 ^ 


als Ausdruck dafür, daß der Zustand der beiden Dreiecke sich unbegrenzt 
demjenigen der Ähnlichkeit nähert, wenn man x^yX^ in der angegebenen 
Art gegen die Stelle Xq konvergieren läßt. Dabei muß insbesondere, wie 
aus Gl. (14) leicht geschlossen werden kann, die Größe des (veränder- 
lichen) Sehnenwinkels unbegrenzt derjenigen des (festen) 

Winkels x^x^x^ nähern, also für x^yX^—^x^ gegen den letzteren kon- 
vergieren. Da andererseits gleichzeitig mit a^j, x, — ► x^ auch y, — ► y^y 
so gehen bei diesem Grenzprozeß die Sehnen ^y^y y^y^ in die Tan- 
genten der betreffenden beiden Kreisbögen im Punkte x^ über, und 
da der Tangentenwmkel als das Maß des von den zugehörigen beiden 
Kreisbögen gebildeten Winkels gilt, so besagt schließlich Gl. (15), daß 
der KreisbogenwinkeV) das Abbild des geradlinigen Winkels 

diesem letzteren gleich ist. Infolge der zwischen x und y be- 
stehenden Reziprozität würde auch umgekehrt einem geradlinigen Winkel 
Beschränkung y^ + 0) ein ihm gleicher KreisbogenwinkeV) 
XjXqXj entsprechen. 


1) Uoter ylyly^ ist selbstverständlich nicht das als Abbild auftretende Kreis- 
hogendreieck, sondern das zugehörige Sehnendreieck zu verstehen 

2) bzw. der aus einer Geraden und einem Kreisbogen gebildete Winkel, wel- 
cher zum Vorschein kommt, wenn die Verlängerung von öc^Xy oder durch 
den Nullpunkt geht 

3) Mit der analogen Modifikation wie in Fufin. 2). 



Nr. 4. 


§ 17. Abbildung durch die aligemeinste lineare Funktion. 
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Das vorstehende Ergebnis bleibt der Sache nach bestehen^ wenn 
man an die Stelle des geradlinigen Winkels denjenigen zweier be- 

liebiger bei mit bestimmten Tangenten versehenen Kurvenbögen x^^, 
x^^ treten läßt, während dann die Kreisbögen durch die auf 

Orund der Beziehung — sich ergebenden, gleichfalls mit Tan^en^en im 

Punkte versehenen Kurrenbögen zu ersetzen sind. Auch in diesem Falle 
werden zunächst die Sehnendreiecke x^x^x^, hinlänglicher Ver- 

kleinerung von \x^ — Xq\, \x^ — Xq\ ,yndh€zu^* ähnlichy und die bei x^ -> 
x^ — > Xq als Grenzlage der Sehnen winkel zum Vorschein kommenden Tan- 
gentenwinkel müssen dann einander gleich sein. Bei der vorliegenden Abbil- 
düng schneiden sich rlso entsprechende, im Schnittpunkte^) mit Tangenten 
versehene Kurvenpaare unter gleichen Winkeln („isogonal^^. Eine solche 
Abbildung heißt winkeUreu, konform oder auch (mit Rücksicht auf die 
Grenzbetrachtung, welche zu dem vorstehenden Ergebnis geführt hat) 
„iw den Ueinsten Teilen^^ ähnlich *) 

4. Die bezüglich der Abbildung vermittelst der Funktionen y=^ax+h 
und y gefundenen Ergebnisse setzen uns in den Stand, auch den 
Fall der allgemeinsten linearen Funktion: 


(16) 


y 


ax + h 
dx -fÄ' 


vollständig zu beherrschen. Int dabei insbesondere; d ^ 0, also: 


y- 


a , b 


so kommt der bereits in § 16, Nr. 4 (S. 153) erledigte Fall der ganzen 
linearen Funktion zum Vorschein. 

Wird jetzt zunächst angenommen, daß außer a 4* 0 auch a 4" 0 
(wobei eine der beiden Zahlen b, V auch Null sein könnte), so findet man: 



1) Die Punkte a; » 0, y^O scheiden in diesem Zusammenhänge aus. 

S) Eigentlioh hätte man jede dieser Beseichnungen noch durch den Zusats 
„gleichsttinmig*^ genauer zu präzisieren. Denn selbstverständlich gibt es auch uw- 
gleichstimmig konforme Abbildungen. Eine solche wird im Anschluß an den zu- 


nächst vorliegenden Fall durch die Beziehung y^ 


1 

l-ni' 


und allgemein, wenn 


y mm f{x) — qp(4, ij) + 1 • n) eine gleichstimmig konforme Abbildung hervorbringt, 
durch die Funktion y ** ({,»]) — i i]) erzeugt. Doch pflegt man unter hm- 
former Abbildung sohlechthin stets eine gleichstimmig konforme zu verstehen. 


Pringsheim, VorlMtuigen II, 1 


11 
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Diese Umformung zeigt zunächst^ daß aV — ab + 0 sein mnß^ wenn y 
sich nicht auf die Konstante reduzieren soll. Zugleich erkennt man, 

daß das Endresultat von 61. (17) auch noch für a » 0 gültig bleibt, da 
es in diesem Falle in das folgende sichtlich zutreffende übergeht: 


a 


Setzt man sodann 
(18) X 








ab' — ab „ , a 


so besteht zwischen y und x die durch 61. (18) geforderte Beziehung. 

Die fragliche Abbildung setzt sich also zusammen aus: Parallelyer- 
Schiebung, reziproker Transformation und Ahnlichkeitstransformation (be- 
stehend aus Drehung mit Proportionaländerung und nochmaliger Parallel- 
Verschiebung). Sie ist also eine Tconforme und wird insbesondere, da hier- 
bei Kreisen in der a;-£bene stets Kreise in der j/^Ebene entsprechen (mit 
dem am Anfang von Nr. 3 gemachten Vorbehalt), als allgemeine Kreis- 
Verwandtschaft bezeichnet (von der die Ähnlichkeitstransformation, so- 
wie die in Nr. 2 behandelte Beziehung y ^ nur besondere Fälle dar- 
stellen). 

- Vy-\-h 
ay — a ^ 

so erscheint x auch als eindeutige, nämlich lineare Funktion von y, die 
vorliegende Abbildung ist also eine umkehrbar eindeutige, d. h. es ent- 
spricht nicht nur jedem Punkte x ein einziger Punkt y, sondern auch 
jedem Punkte y ein einziger Punkt x, 

5. Zur Bestimmung der linearen Funktion y — stehen vier 

Konstanten (die nur der Bedingung aV — a'b^^O zu genügen haben) zur 
Verfagung. Da es aber freisteht, Zähler und Nenner durch eine dieser Kon- 
stanten zu dividieren, z.B. (unter vorläufiger Ausscheidung des Falles a'—O, 
in welchem die Funktion sich auf eine ganze lineare reduziert) durch a , so 
hängt y außer von x schließlich nur von den Werten der d/rei Konstanten 

Ky K ab, über die man so verfügen kann, daß die fragliche Abbil- 
dung drei willkürlichen (unter sich widerspruchsfreien) Bedingungen ge- 
nügt. Man kann z. B. verlangen, daß drei willkürlich angenommenen 
Punkten x^, x^y x^ drei gleichfalls willkürlich angenommene Punkte y^y y^y y^ 
(in der durch die Folge der Indizes fixierten Anordnung) entsprechen, 
mit der Einschränkung, daß das Dreieck y^y^y^ dem Dreieck x^x^x^ niM 




Nr. 6. 


§17. Abbildung durch die allgemeinste lineare Funktion. 
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gleicbstimmig ähnlich sein darf.^) Wird im übrigen zunächst angenom- 
men, daß die fraglichen sechs Punkte sämtlich im Endlichen liegen und 

setzt man zur Abkürzung A, ^ = J?, JB', so hat man zur Her- 


stellung der fraglichen Funktion y 


Ax + B 
X "t“ B* 


die drei Bedingungen: 


( 20 ) 


AXy-\- B 
«y + JJ' 


y. 


(*'“ 0 , 1 , 2 ), 


anders geschrieben: 


(20a) x^A y^B* + J? « x^y^ {y — 0, 1, 2) 


zu erfüllen, welche in der Tat zur eindeutigen Bestimmung der Konstanten 
A, By B' genau ausreichen.*) 

Kommt unter den Punkten x^ oder (bzw. und) y^ die Stelle oo vor, 
so hat man bei der erforderlichen Abänderung der Bedingungsgleich ungen 
(20) nur zu berücksichtigen, daß nach der früher gegebenen Definition 


(s. § 15, Nr. 3, S. 143) f((x>) = setzen ist und f(x) oo 

die Bedeutung von — 0 hat. Hiernach tritt also an die Stelle der' 

Bedingungsgleichung (20) 

im Falle «, = 00 die folgende; d. h. ^ = y,. 


( 21 ) 


im Falle = cx> „ 


+ , 
Ax^ + i 


d. 


Die Annahme, daß für irgendein v gleichseitig: x^^ ooy y^= oo, 
kommt hier nicht in Betracht (s. die erste der vorstehenden Gleichungen), 
sie entspricht dem zuvor ausgeschlossenen Falle a ^ 0, in welchem y 
sich auf eine ganze lineare Funktion reduziert, die dann in der Tat für 
a; — oo auch y — oo liefert.*) Bei jeder anderen, eine der beiden Stellen 


1) Vgl. Nr. 3^ Fußn. 1), S. 169: die daselbst am Anfang gemachte Aussage 
bleibt hier gültig, da die Wirkung der in der vorliegenden Transformation ent- 
haltenen reziproken Transformation d^irch das Hinzutreten von Ähnlichkeitstrans- 
formationen keine wesentliche Änderung erleidet. 

2) Eine Ausnahme würde nur eintreten, wenn: 



Fl 

1 

a?, 

y* 

1 


Vs 

1 


was aber ausgeschlossen ist, da ja diese Beziehung die gleichstimmige Ähnlich- 
keit der Dreiecke x^^x^x^ und nach sich ziehen würde (vgl. S. 164, Fußn. 1). 

S) Es steht dann nur noch frei zwei Punkten x^, x^ zwei Punkte y^, y, will- 
kürlich zuzuordnen. Da die Funktion jetzt die Form hat: y«= Ax-f- J?, so findet 

11 * 
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oo, oo oder auch beide enthaltenden Zuordnung erweisen sich 
die nach Erfordernis gemäß der Vorschrift (21) abzuändemden drei Be- 
dinguiigägleichungen (20) ohne jede Einschränkung gerade als ausreichend 
zur eindeutigen Bestimmung der Konstanten A, B, B. Als einfaches Bei- 
spiel wollen wir diese Bestimmung für den Pall durchführen^ daß: 
y ^0 für X = 


y^oo „ x=^x^, 

y^C + 0 „ 37 = 00 . 

Die erste dieser Bedingungsgleichungen liefert zunächst: 


+ B 


also 


B 

A 


Xo- 


Aus der zweiten und dritten folgt mit Berücksichtigung der beiden Er- 
gebnisse (21): 

IT = — rr j , A =* c , 


so daß sich schließlich ergibt: 
(22) y 



eine lineare Funktion, welche in der Tat den vorgeschriebenen Bedin- 
gungen genügt Da aus Ql. (22) folgt: 

\y -jc|, wenn: \x - \x — x^\, 


SO beschreibt y einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius \c\, wenn 
X den geometrischen Ort derjenigen Punkte durchläuft, welche von den 
beiden Punkten Xq, Xj^ gleichen Abstand haben, also diejenige unbegrenzte 
Gerade, welche die Verbindungslinie x^x^ in deren Mittelpunkte recht- 
winklig schneidet. Durch die fragliche Funktion werden also die beiden 
durch jene unbegrenzte Gerade begrenzten Halbebenen auf das Innere 
und Äußere des Kreises |yj =* jc| abgebildet, und zwar, da ^ » 0 für 
X ^ x^, diejenige Halbebene, welche den Punkt x^ enthält, auf das Innere 
des Kreises. 


Setzt man c’ = j c | • e, wo e einen beliebigen Einheitsfaktor bedeutet^ 
so erkennt man, daß man durch geeignete Wahl von e noch erzielen 
kann, daß einem beliebig vorgeschriebenen Punkt der begrenzenden x- 
Geraden ein gleichfalls beliebig vorzuschreibender Punkt des Kreises 
I y ! = I c I entspricht. 


man aus den beiden Bedingungsgleichungen: 

Ax^ + B^ y« 

Ax^+B^ yi 

ohne jede weitere Einschränkung 

A = * B * . 

Xi—X^' «0 



Nr. 6. 


§17. Abbildung einer Halbebene auf einen Kreis. 
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Setzt man speziell: 


(23) 


1, 1, c — 1, 


y 


X — 1 

x + 1^ 


so erscheint als diejenige Gerade, welche die Strecke im Mittelpunkte 
rechtwinklich schneidet, die imaginäre Achse, und es wird somit (wegen: 
y » 0 für X ^ 1) die redite x-Hälbebene auf das Innere, also die linJce auf 
das Äußere des y-Einlmtshreises abgebildet 
Da andererseits aus Gl. (23) folgt: 


v24) 

so wird der Kreis | x | 


x 


y + ^ 


1 auf die imaginäre y-Achse abgebildet, und zwar 



das Innere des x-Einheitskreises auf die linke y~Halhebene (wegen: x 0 
für jf — — 1). 

Wird wieder gesetzt: x = ^ + i^», y =*= 9 ? + i^i, so hat man zunächst: 
|y|<l für: 5 > 0, .x!<l für: 9 ?< 0 , 

l|y|>l » 6<0, |s:|>l „ 9>>0, 

außerdem nach 61. (23): 


(25) 


q> + i>*' 


und daher: 
(26) 


{ + ! + »»< 

in 


^•1 


> 0 , 

<0, 


(i + i)* + »j’ 

wenn : »} > 0 , 

M U < 0 . 


(1+1)*+^ 

Es entspricht also die obere y-Halbebene der oberen x-Halbebene, die 
untere der unteren. Durch Kombination der in (25) und (26) enthaltenen 
Angaben ergibt sich, daß die 8 Teilgebiete, in welche jede der beiden 
Ebenen durch die Koordinatenachsen und den Einheitskreis zerlegt wird, 
sich in der Weise gegenseitig entsprechen, wie durch die Numerierung 
in Fig. 14 angezeigt wird. 
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§ 18 . Die Funktion und deren Umkehrung. 


1. Die lineare Funktion besitzt, wie im vorigen Paragraphen ge- 
zeigt wurde, die Eigenschaft, eine umkehrbar eindeutige Abbildung her- 
Yorzubringen (vgl. a. a. Nr. 4, Gl. (19)). Sie ist übrigens, wie hier nicht 
bewiesen, nur erwähnt werden soll, die einzige „analytische^^ Funktion, 
welcher diese Eigenschaft zukommt, anders ausgesprochen, welche eine 
in der ganzen Ebene eindeutige Umkehrung besitzt. Um an dieser Stelle 
wenigstens ein Beispiel des entgegengesetzten (also „allgemeinen^^) Typus 
zu diskutieren, wollen wir als einfachstes dieser Art die durch die Funktion: 
( 1 ) y — x* 


yennittelte Abbildung etwas näher betrachten. 

Mit Beibehaltung der bisherigen Bezeichnungen ergibt sich aus 
Ol. (1) durch Trennung des Reellen und Imaginären; 

V-rT 

2|i?. 


( 2 ) 


l’’ 


Durchläuft x vom Nullpunkte ausgehend die positive Wkltte der reellen 
Achse, also die Punkte I ^ 0, ij =* 0, so wird auch ^ 0, ^ = 0, d. h. 
auch y durchläuft die positive Hälfte der reellen Achse. Das letztere findet 
aber offenbar ganz ebenso für | ^ 0, rj ^ 0 statt, es entspricht also der 
ganzen reellen rr- Achse doppdt zählend die positiv-reelle y-Ha2&achse. 

Es beschreibe jetzt x eine Parallele zur reellen Achse, etwa im Ab- 
stande ß und in der oberen Halbebene, so daß man also zu setzen hat: 

= /J > 0, + ßi (— c» ^ 5 ^ + oo) 


und die Gleichungen (2) die Werte: 


( 3 ) 


q, = 


V-ß* 

2ßi 


für die Koordinaten des y-Bildes jener a:-Geraden liefern. Um die Glei- 
chung der fraglichen Bildkurve zu gewinnen, hat man lediglich | aus 
den beiden obigen Gleichungen zu eliminieren, indem man aus der zweiten 
den Wert I ^ in die erste einführt. Man findet: 

(4) 4/5V + 4/3*, 

also die Gleichung einer Parabel, welche die reelle Achse zur Symmetrie- 
achse, den Punkt (— /3*, 0) zum Scheitel hat (wegen: ^ — 0 für y « — /S*) 
und ihre Öffnung nach rechts erstreckt (wegen : ^* > 0 für qp > — /3*). 
Da sie den Parameter 2/3* besitzt und andererseits die Entfernung des 
Brennpunktes vom Scheitel (— /3*, 0) bekanntlich gleich dem halben Para- 
meter,^ also » /3* ist, so folgt, daß der Brennpunkt im Nullpunkt liegt. Da 



Nr. 2. 


§ 18. Abbildung durch die Funktion y » x*. 
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^ » 2/3£ (nach der zweiten Gl. (3)), also ^ dasselbe Vorzeichen hat, wie 
I, so entspricht der obere Parabelast der rechten Hälfte der Geraden 
^ — 6 + ßi} dör untere der linken Hälfte. 

Legt man ß alle möglichen positiven Werte bei, so entspricht der 
kontinuierlichen, die obere x-Halbehene bedeckenden Parallelenschar eine 
kontinuierliche^) Schar konfokaler Parabeln (nämlich mit dem gemein- 
Samen Brennpunkt 0), welche die ganee y- Ebene bedeckt und für 
/3 0 in die doppdt zählende positiv reelle y-£aZbachse ausartet. Es wird 

also schon die halbe rr-Ebene einschließlich der begrenzenden reellen 
Achse auf die ganze y-Ebene abgebildet, und zwar, abgesehen von den 
Punkten der reellen 2 :- Achse (außer x — 0), umkehrbar eindeutig: in dem 
letztgenannten Falle entspricht zwei Punkten: a: — | > 0 und a: — — g 
ein einziger Punkt y =» 

Ersetzt man ß durch — /}, läßt man also x eine Parallele zur reellen 
Achse im Abstande ß und in der unteren Halbebene beschreiben, so bleibt 
die lediglich von abhängende Gleichung (4) ungeändert, es erscheint 
also als Abbild dieser Parallden wieder dieselbe Parabel, wie in dem zu- 
vor betrachteten Falle, mit dem einzigen Unterschiede, daß jetzt wegen 
^ — 2/JS (s- gl (3)) die rechte Hälfte der Geraden x^^ — ßi den 

unteren, die linke den oberen Parabelast erzeugt (entsprechend dem Um- 
stande, daß zwei Punkte x und — x, welche dasselbe y erzeugen, in bezug 
auf den Nullpunkt sich diagonal gegenüberliegen). Bei veränderlichem 
/} > 0 erzeugt dann wieder die unendliche Schar der die untere xSalb-, 
ebene bedeckenden ParaUden die bereits zuvor gewonnene, die ganze 
y-Ebene bedeckende Schar konfokaler Parabeln, welche für /J — ► 0 in die 
doppdt zählende positiv reelle y-HaUfSLchse ausartet. 

Die Zusammenfassung dieser beiden Ergebnisse zeigt (wie übrigens 
sehr viel einfacher erkannt werden kann: vgl. Nr 4 am Anfang), daß durch 
Abbildung der o^-Ebene vermittelst der Funktion 2 :^ die gesamte y Ebene 
genau zweimel erzeugt wird mit Ausnahme des Punktes x ^0, welchem 
ja nur der eine Punkt y 0 entspricht (übrigens auch der „Stelle" x^oo, 
welche ja ebenfalls nur die eine Stelle y 00 erzeugt) 

2. Es beschreibe jetzt x eine Paralide zur imaginären Achse, etwa 
rechts davon und im Abstande a, so daß also: 

S — a> 0 , + (— 00 ^ 7/ ^ -t- c»). 

Die Bestimmnngsgleichungen für die Koordinaten der entsprechenden 
y-Eurve nehmen dann die Form an: 

^ ^ l ^ — 2aifi 


1) „Kontinuierlich^^ da ja y » x* eine stetige Funktion von x 
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und liefern durch Elimination von t] die Beziehung: 

(6) ~ + 4«^ 

als Gleichung der Bildkurve, also (wie die Vergleichung mit Gl. (4) ohne 
weiteres erkennen läßt) einer Parabel mit dem Scheitel (a* 0), der redlen 
Achse als Symmetrieachse j dem Brennpunkte (0, 0) und nach Unks ge- 
richteter Öffnung. Der unendlichen, für alle möglichen a > 0 resultieren- 
den Schar von Vertikalen entspricht also wiederum eine Schar Ton (unter 
sich und mit den zuvor betrachteten) konfokalen Parabeln, die aber für 
a — ► 0 in die doppelt zählende negativ reelle y-HalhexSaee (als Abbild der 
imaginären Achse) ausartet. Es wird also auf diese Weise die rechte 
x-Halbe\ievLe auf die ganze y-Ebene abgebildet Das gleiche geschieht mit 
der linken Halbebene, wenn man a durch — a ersetzt. 

3. Wir zeigen jetzt, daß auch die durch die Funktion y ^ ver- 
mittelte Abbildung eine konforme ist. Allerdings steht bereits soviel fest, 
daß dies bezüglich des Punktes x^Q nicht zutrifft. Denn den beiden an der 
Stelle X ^0 unter einem Winkel von 180^ zusammentreffenden Hälften 
der reellen Achse entspricht in der ^-Ebene die doppelt zählende positiv 
reelle JBoI&achse, d. h. zwei zusammenfallende, also im Nullpunkt keinen 
sichtbaren Winkel, in Wahrheit einen solchen von 360 Grad^) bildende 
Strecken. Der Punkt x^O erweist sich aber als der einzige (im End- 
lichen gelegene) Ausnahmepunkt. Werden wieder mit y^, y^, y^ diejenigen 
Punkte bezeichnet, welche auf Grund der Beziehung y^x^ drei willkür- 
lich angenommenen Punkten Xq, x^, x^ entsprechen, so findet man: 

Vt-Vo ^ ^ (l 4 . . 

yi — y® « 1 *— «0* «1— «0 ^i + «o — «oV + 

Ist sodann: 

l»l = P>0, 

ferner d> 0 nicht nur an sich, sondern auch im Verhältnis zu p sehr 
klein und werden x^, x^ so nahe bei x^ angenommen, daß: 

1^1 1^* 

so ergibt sich: 

(gl — — agp)! 2d 

*go + («i — go) — 

d. h. gleichzeitig mit d hdiehig Mein, Die fragliche Abbildung ist also, 
wie behauptet, fär jedes Endliche, von Null verschiedene x eine konforme. 

Die Anwendung dieses Ergebnisses auf das vorhergehende, wonach 
den beiden Scharen sich rechtwinklig schneidender Horizontalen und 
Vertikalen zwei Scharen konfokaler Parabeln mit derselben Symmetrie- 
achse entsprechen, liefert einen überaus einfachen Beweis des Satzes, daß 


( 8 ) 


a^ — 


*i + *. 


1) Vgl. Nr. 4 dieses Paragraphen. 
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zwei solche Parabelscharen sich rechtwinklig schneiden (anders ausge- 
sprochen^ daß jede der beiden Scharen die orthogonalen Trajektorien der 
anderen liefert). 

4. Da je zwei Zahlen x und — x denselben Wert y = a;* erzeugen 
und da andererseits, wie die Yorhergehenden Betrachtungen gezeigt haben, 
schon die ganze j^-Ebene erzeugt wird, wenn man x auf eine JSoZ&ebene 
z. B. die rechte oder linke beschränkt, also auch umgekehrt zu jedem end- 
lichen y zwei zugehörige x vorhanden sind (abgesehen von ^ ^ 0, dem 
lediglich a? = 0 zugeordnet ist), so ist die „ümkehrung^^ der Funktion 
y = a?*, d. h. X als Funktion von y eine zweiwertige Funktion, die mit 
X = ]/y bezeichnet wird. Übrigens lassen sich, wie in I,, § 70, Nr. 4 ge- 
zeigt wurde, die beiden Werte von x == Vy = mit Hilfe posi- 

tiver Quadratwurzeln aus positiv reellen Zahlen explizite darsteUen, näm- 
lich (s. a. a. 0. S. 539, 61. (13)) unter der Voraussetzung ^ + 0: 

(9) a: - ± (^|/^ + ^ y) + . |/ A. (j/^* 4. . ) 

Dabei stellt ojSenbar der Faktor die Einheit mit dem Vorzeichen von 
ih vor. Die Formel (9) umfaßt auch noch den zunächst ausgeschlossenen 
Fall V' * 0, wenn man dem Symbol für = 0 die Bedeutung von 1 
beilegt. Alsdann wird nämlich: 

\x = ±Vv, wenn:9)>0, 

\x = ± i V—9, wenn: ^ < 0 . 

Man pflegt den aus der Formel (9) bei Wahl des Pluszeichens hervor- 
gehenden Wert (also denjenigen mit positiv reellem Teil bzw., wenn der 
reelle Teil Null ist, den positiv imaginären) als den Hauptwert von x ^Vy 
zu bezeichnen. Geben wir diesem Werte von x zur Unterscheidung das 
Zeichen x, dem anderen das Zeichen x\ so hat man also: 

(10) x' -]/ Y (V'<)P* + + 9 ) + • ]/ ^ + ^*— 9») • * 7 x"^-x 

und es gehören also zu jedem y ^ ^i diese beiden verschiedenen 
Werte von Xy die nur für y ** 0, also wenn gleichzeitig qp = 0 und =*= 0, 
in den einen x' ^ x'' ^0 zusammenfallen. 

Diese beiden durchaus eindeutigen Funktionen x\ x” der beiden 
reellen Veränderlichen und ^ laufen völlig unverbunden nebeneinander 

1) Alle Quadratwurzeln als positiv zu verstehen! (Genau genommen mußten 
sie durchweg in die üblichen Abeolutwertstriche eingeschlossen werden, was 
lediglich zur Vereinfachung der Schreibweise unterblieben ist, da die obige Be- 
merkung genügt, um jedes Mißverständnis auszuschließen.) 
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her und, wenn sie auch in dem einen Punkte ^ » 0, ^ » 0 Zusammen- 
treffen, so gehen sie auf Grund der Definitionsgleichungen (10) sofort 
wieder auseinander, wenn mindestens eine der beiden Veränderlichen q> 
und ^ den Wert 0 verläßt. 

Dabei verlaufen die als Bestandteile von x\ x' auftretenden Quadrat- 
wurzeln: y), durchaus stetig}) Dennoch wird (wegen 

— + 1 för ^ ^ 0, dagegen = — 1 für ^ < 0) der imaginäre Teil 

für < 0, ^ 0, also längs der negativ reellen y- Achse unstetigy indem 

z. B. derjenige von x' für y < 0, ^ 0 den Wert y\g>\-i erreicht*), wäh- 

rend er für numerisch hinlänglich kleine ^<0 dem Werte (— y\^\i) be- 
liebig nahe kommt. 

Diese lediglich von dem willkürlichen Auseinanderreißen der beiden 
mit xfy X* bezeichneten „Zweiget der Funktion x » Yy herrührende ün- 
stetigkeit verschwindet vollständig, wenn man sich durch Zurückgreifen 
auf die Gleichung y ^ x^ von dem zwischen jenen beiden Zweigen tat- 
• sächlich bestehenden Zusammenhänge Rechenschaft gibt. ]^äßt man etwa, 
nach Annahme einer Zahl r > 0, vom Punkte x «-> +1^ ausgehend, 
X einen im Punkte a; — )/r endigenden Halbkreis um den Nullpunkt 
in der Richtung der wachsenden Winkel, also in der oberen Halbebene 
beschreiben, so wird y « a;*, wegen \y\^ r sich auf einer Kreisbahn um 
den Nullpunkt bewegen, die im Punkte y «= r beginnt und ebendaselbst 
wieder endigt. Dabei du^hläuft y diesen Kreis genau einmal, und zwär 
gleichfalls in der Richtung der wachsenden Winkel. Denn, wie aus deih 
in § 14, Nr. 4 (S. 139) über die geometrische Darstellung der Multipli- 
kation komplexer Zahlen gesagten hervorgeht, muß y » a;* den Winkel 2d‘ 
beschreiben, wenn x den Winkel ff beschreibt. Hiernach wird also der 


1) Um die Stetigkeit einer solchen Quadratwurzel zu erkennen, genügt es 
offenbar diejenige von |/p für p ^ 0 festzustellen. Daß für p 0 Stetigkeit /ec nach 
rechts) besteht, ist unmittelbar ersichtlich, denn, um }/p<<f zu machen; braucht 
man ja nur p<Ce* anzunehmen. Ist andererseits p]>po>’^* bo kann man h>>0 
von vornherein so annehmen, daß auch noch p — Alsdann hat man: 

}/p±Ä — l/p* 

also: 

\\'9±h-V9\<}l=. 
d h. gleichzeitig mit h beliebig lUein. 

2) Der reeüe Teil von x' ist übrigens gleichzeitig »0, so daß geradezu: 
x'^y\ep\'i wird (in Übereinsttmmung mit der ohne weiteres ersichtlichen Tat- 
sache, daß für negativ reelle Werte von y die Quadratwurzel aus y rein imaginär 
ausfällt). 
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von X beschriebene Halbkreis mit dem Radius Yr auf den ganzen von y 
mit dem Radius r beschriebenen Kreis abgebildet. Sieht man jetzt um- 
gekehrt diesen letzteren als den primären an^ macht also y zur unab- 
Veränderlichen und ordnet dem Änfangswerte ^ » r als Anfangs- 
wert den Wert x ^ + Yr zu, so hat Xy wenn y nach XJmlaufung des 
ganzen Kreises \y\^r wieder in seinen Anfangswert mrückgekehrt ist, 
statt dessen den Wert a; = — angenommen, ist also von einem Werte, 
der dem zuvor mit x' bezeichneten Zweige angehört, zu dem entsprechen- 
den (d. h. zur immlichen Stelle y ^r gehörigen) des Zweiges x"' über- 
gegangen. Dieser Übergang von einem Zweige zum andern vollzieht sich 
vollkommen stetig gerade da, wo nach dem zuvor gesagten der Zweig x 
eine Unstetigkeit erleiden würde, nämlich, sobald y die negaliv reelle Achse, 
also den Wert (— r) erreicht bzw. überschreitet. In der Tat wird ja für 
y ^ — r zunächst x ^Yr ^ i und tritt, sobald y seine Kreisbahn weiter 
verfolgt, in den zweiten Quadranten ein, bekommt also einen negativen 
redlen Teil und geht somit in den Zweig x" über. 

Der Hauptpunkt des vorstehenden Ergebnisses, daß nämlich x als 
Funktion von y nicht in den Anfangswert + ]/r zurückkehrt, sondern in 
den anderen (einzig noch möglichen) Wert (— yr) übergegangen ist, wenn 
y seinen Anfangswert r wieder erreicht hat, bleibt offenbar bestehen, 
wenn man den Radiusvektor Oy nicht als konstanty sondern als veränder- 
lich annimmt, und zwar in der Weise, daß er gleichzeitig mit dem stetig 
wachsenden Winkel -ß, den er mit der positiv reellen Achse bildet, sich 
irgendwie stetig ändert, mit der einzigen Beschränkung, für » 360^ 
wieder denselben Wert r anzunehmen, wie für -ff =* 0®. Da der ent- 
sprechende Radiusvektor Ox dann allemal mit der reellen x-Achse nur 

den Winkel y bildet, so erscheint gerade so wie zuvor (— }/r) als End- 
wert von X. Es hat keine Schwierigkeit, dieses Ergebnis auf den Fall 
auszudehnen, daß man die Annahme beständigen Wachsens des Winkels ^ 
fallen läßt, auch kann als Anfangs- und Endwert von y statt des positiv 
reellen Wertes y — r ein ganz beliebiger: y — y© + A^angswert 

von X ein beliebiger der beiden zugehörigen Werte von YVq gewählt 
werden. Beschreibt also y von irgendeiner Stelle y^ ausgehend und dahin 
wieder zurückkehrend eine stetige einfach geschlossene Kurve um den Null- 
punkt und legt man x zunächst einen beliebig gewählten der beiden mög- 
lichen Werte von bei, so ist x nach Vollendung des genannten 
y-Weges stetig in den anderen Wert von j/y^ übergegangen. 

Das vorstehende Beispiel (das einfachste seiner Art) dürfte vorläufig 
genügen, um erkennen zu lassen, daß durch die Ausdehnung des Be- 
reiches der tmahAäny^en Veränderlichen (im vorliegenden Falle alsoy) auf 
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das komplexe Zahlengebiet ein ganz neues Licht auf die Natur der mehr- 
dmligen Funktionen geworfen wird: durch Aufzeigung eines inneren ge- 
setzmäßigen Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Werten bzw. 
„Zweigen^^ einer solchen Funktion, welcher bei Beschränkung auf reelle 
Werte der unabhängigen Veränderlichen gänzlich verborgen bleibt, 
werden diese erst zu einem einheitlichen anah/tischen Oebüde vereinigt. 


Kapitel III. 

Rationale Funktionen einer komplexen Veränderliclien. 

§ 19. Algebraische Definition der Derivierten einer ganzen 
(ratibnalen) Funktion g(x). — Die Taylorsche Formel ffir ganze 
Funktionen. — Die erste Derivierte eines Produkts von ganzen 

Funktionen. — Die Derivierten als Dilferentialquotienten. 

1. Um weitere Anhaltspunkte für den Aufbau einer Theorie der 
analytischen Funktionen zu gewinnen, beschättigen wir uns jetzt mit 
deren grundlegendem Vorbilde (vgl. § 13, Nr. 2, S. 123), den rationalen 
Funktionen, insbesondere mit denjenigen ihrer Eigenschaften, welche mit 
der Einführung einer komplexen Veränderlichen Zusammenhängen. 

Wir betrachten zunächst ganze rationale oder, wie wir weiterhin zu- 
meist kürzer sagen werden, ganze Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen Xy also Ausdrücke von der Form: 

( 1 ) ^ -\raiX + %, 

WO n eine natürliche, a^o, a^, . . .y a^ beliebige komplexe Zahlen (einschließ- 
lich der Null) bedeuten. Ist + so heißt n der G^ad der ganzen 
Funktion mit den Koeffizienten Uj, . . ., a„. Man erkennt auf Grund 
der elementaren Rechnungsregeln ohne weiteres, daß Summen und Pro- 
dukte beliebig vieler ganzer Funktionen stets wieder ganze Funktionen 
liefern. 

Aus den aUgemeinen, die Stetigkeit einer Funktion der komplexen 
Veränderlichen x betreibenden Sätzen hat sich bereits die Stetigkeit der 
Funktion g{x) für jede im Endlichen gelegene Stelle ergeben^) und daraus 
folgt weiter die gleichmäßige Stetigkeit für jeden abgeschlossenen end- 
lichen Bereich.^) Um aber die Veränderung von g{x) beim Übergange von 

1) Vgl. § 16, Nr. 6, S. 146, Pußn. 2. 

2) A. a. 0. S. 147. 
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X in X + h genauer abschätzen zu können, wollen wir den Ausdruck: 

^(a?+ A) — + *)" + »n + Ä)**“ ' H h a^x + A)’' + * • • + »i (« + A) + 

in der Weise umformen, daß wir jedes Glied nach dem binomischen Satze 
entwickeln und sodann alles nach steigenden Potenzen Ton A ordnen. 
Man findet zunächst, wenn man die aus der Entwicklung von (x + A)*, 

{x + A)*”^, . . ., (a: + A)^, . . . hervorgehenden Gliedes als 1**, 2*®, . . ., 

(n — V + 1)*®, . . . Kolonne anordnet: 

(2) g(x+h)^^ a^x^ + H H + ’• 

+ axX- 

+(» — 

+ (1V 

+ 

+ (nXa,a:»-"A’'4- (» - + • • • + {v\a, • h- 

+ 

+ «.« Ä"-‘ + (» - 1),_, o„_, • Ä»-‘ 

+(♦»).«,• 

Bringt man den Koeffizienten von A*, nämlich: 

(«).«,*»-»+ (n - • • • + CvXa, 

auf die Form: 

^ { »(n — 1) • • • (n — V + 1 ) o.re"-' + (n — l)(n — 2) • • • (n — v) a,_i af*-—» + • • • 

+ v(v — !)•• • 1 'O,) 

and setzt: 

(3) =- »(n — 1) • • • (n — V + l)o,af 

+ (M — 1) (n— 2) ••• (n — h v(v — 1) • • 1 • o. 

(v — 1, 2, . . n), also insbesondere 

+ *"“*+• • + 3-a,a:*+2o,« + l-Oi 

jf" (x) — n(n — l)a,*"~*+ (n — l)(n — 2)a^_^af~‘-\ h 3 • 2 -Oja: 

(3b). +21a, 

s- n(w — 1) • • • 2 • a^x + (w — 1) (w — 2) • • • 1 • 
g^"^(x) -= n(n — 1) • • • 2 • 1 • — n! (also konstant), 

so geht die Entwicklung (2), wenn man sie nach Zeilen summiert, in die 
folgende (die „Taylorsche Formdf^ für eine ganze Funktion) über: 

(4) 9ix + h)^gix) + . Ä + . A* + . . . + . A« 
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oder^ kürzer geschrieben: 


* _ 

(4a) g{x + Ä) - g{x) + 2ß<’'>(«) • ^ ^ 

1 0 


v\ 


(falls man im letzten Ausdruck die Bedeutung yon g{x) und dem 

Symbol 0! diejenige von 1 beilegt). 

Setzt man in 61. (1) und (3) speziell o; =» 0^ so folgt: 

'9(0) =0» 

g'{0) = l!a, 

(5) /'(0)-2!a. 

p(-»(0) = (w-l)!o,_; 
j,(-)(0) -n!«,. 


2. Um nun zunächst aus der Entwicklung (4) einen neuen Beweis 
für die Stetigkeit von g{x) zu gewinnen, bringe man 61. (4) zunächst auf 
die Form: 


(6) g(x + A) = g{x) = A + • • • + 

Für jedes bestimmte x werden die absoluten Beträge der Zahlen 

eine gewisse endliche Zahl M nicht übersteigen^ und man hat daher^ 
wenn {A| » p < 1 angenommen wird: 

( 7 ) + + + + 

Ist jetzt s > 0 beliebig vorgelegt, so hat man sicher: 

(8a) |^(x + A) — g{x) \ < e, 

wenn: 

(8'>) Ah. wenn: 


SO daß also jeder bestimmten Stelle x eine gewisse Umgebung (p) zuge- 
ordnet werden kann, derart, daß für alle dieser Umgebung angehörigen 
Stellen a; + A die Ungleichung (7) befriedigt wird.*) 


1) Man kann übrigem anf diese Weise auch die gleichmäßige Stetigkeit von 
g{a^ für jeden endlichen abgeschlossenen Bereich L direkt erschließen. 

Ist nämlich zunächst die Stetigkeit von g{x) also auch von für jede 

einzelne Stelle x erwiesen, so folgt, äsA jede der Zahlen — ~|, also, auch ihre 


Gesamtheit für den Bereich 93 eine endliche obere Grenze (sogar ein reales Maxi- 
mum) G besitzt. Man hat alsdann nur, um zu dem fraglichen Resultate zu ge- 
langen, in üngl. (6), (8) G statt M zu substituieren. 
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3. Die oben (Gl. (3)) mit (v =*= 1, 2, . . n) bezeichnete ganze 

Funktion (n — Grades, welche den Koeffizienten von in der Ent- 
wicklung von g(x + }i) nach ganzen Potenzen von % darsteUt, wird die 
t/*® Ableitung oder Derivierte^) yoTL,g{x) genannt und generell auch 
folgendermaßen bezeichnet: 

(.9a) = Dlg{x) , epezieU: g'ix)-- Dlgix) = D^g{x)y 

oder, falls kein Mißverständnis möglich, kürzer: 

(9 b) < 7 ^ {x) * D'^gix) bzw. g{x) « Bg{x ) . 

Die Definitionsgleichungen für die 1^, 2*®, . . v*® Derivierte lassen deren 
einfaches Bildungsgesetz deutlich erkennen: die Derivierte entsteht 
offenbar aus g{x^j indem man jedes Glied mit seinem Exponenten multi- 
pliziert^ diesen selbst um eine Einheit erniedrigt und das konstante Glied 
durch Null ersetzt (also wegläßt). Da sodann, wie ein Blick auf die zweite 
der Gleichungen (3a) lehrt, die 2*® Derivierte von g{x) durch das eben 
beschriebene Verfahren aus g\x) gebildet werden kann, so läßt sich die- 
selbe auch auffassen als die 1^® Derivierte von g {x). Und man erkennt 
hiernach allgemein, daß man die (ja + v)*® Derivierte von g{x) auch er- 
hält, wenn man die Derivierte von g^^"\x) oder die Derivierte von 
bildet, in Zeichen: 

(10a) g^^^^Kx) « ( 9 <'')y»)(r) = 

oder auch: 

(10b) - iy\D^g(x)) ^ D^ilTgix)). 

Ferner wird man mit Zugrundelegung desjenigen Gesetzes, welches all- 
gemein die (v + 1)^ Derivierte aus der v*®“ bilden lehrt, sagen können, 
daß die (n + 1)*® Derivierte von g{x) als U® Derivierte der Konstante 
gf(»)(a;) (somit die Derivierte jeder Konstante) und um so mehr jede von 
noch höherer Ordnung den Wert 0 hat: dies steht auch mit der ursprüng- 
liehen Definition von g^^'^x) (als Koeffizient von — in der Entwicklung 
von g{x + h)) völlig im EinÜange, da ja die Koeffizienten von + 
... in der Entwicklung von g{x -|- A) sämtlich Null sind. 

Reduziert sich die g^ze Funktion g{x) auf das eine Glied ax^^ so 
folgt daß: 

(11) Tfax^ “ w(n — 1) • • • (w — r + 1) • ax^~^. 

1) Ich werde mich im folgenden ansschließlich des zweiten Ansdrackes statt 
des im allgemeinen üblicheren ersten bedienen, weil es bei der Ansdehnnng des 
vorliegenden Begriffes auf Potenzretken zweckmäßig erscheint, den Ausdruck „oü- 
gdeitetef* Reihe in anderem Sinne zu gebrauchen als den Ausdruck „derivierte^* 
Reihe. 
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Es gilt auch^ wenn irgendeine Konstante bedeutet, die analoge Formel: 
(12) D’oC« — * 0 )" =» n(« — 1) • • • (« — V + 1) • a(a: — *,)"-% 
wie sich ohne weiteres aas der Entwicklung: 


(« + A — »o)" -{ (a: - *0) + *}““(«- «0)“ 
+ "(a?-a:o)"-‘Ä + -- + 


n(n — 1) • • (n — v + 1) 




ergibt. 

Hat man ferner ^swei ganze Funktion gi(jxi)y Graden 

und fii, so lehrt die Multiplikation der beiden Entwicklungen: 

gi(x + Ä) = gi(x) + gi(x) • y + g"{x) • + • • - + g^^’^ix) ■ 

g^{x + A) = g,{x) + g;{x) • * + g,"(x) •- + ••• f 
daß: 

(13) D{g^(.x) • g,(x)) - g^ix) ■ g^'^x) + g^(x) ■ g,(x). 

[Hieraus speziell: D{a • g(x)) — a • g\x)\. 

Und analog (bzw. durch Tollständige Induktion) ergibt sich, wenn ge- 
setzt wird: 

(14) g{x) = gi{x) ■ g^{x) • • • g^{x\ 


(wo die g^x) (v 1, 2, . . ., fc) sämtlich wiederum ganze Funktionen be- 
deuten), daß: 

(15) g{x) =. Dg{x)’^gi{x) • ••p*_,(x) -g^ix) 

+ »i(*) • • •9'k-iix)-g„{x) + • • • +9i'(®) '9t{x) ■ . •g^{x). 


oder kürzer geschrieben (NB. unter der Voraussetzung, daß keine der 
Funktionen ^^(a;), . . ., g^^ix) für die gerade betrachtete Stelle x den Wert 
0 hat): 


(16) 

Ist speziell: 
(17) 

also etwa: 


i''(»)-i/(*)( 


Pt(*) 


+ 


9t{x) 


+ ••• + 


y* («) i 
»*(*) J 


g{x) = a{x — ®i)**(a: — a:,)"* ■ • • (a: — «»)■*, 


g^{x) ~ a{x - a:i)% “ « • «i(* — 


und för V > 1 : 


so wird: 
(18) 


g^{x) - (a: - arj*», g^{x) - », • (a: - xj*»- ‘ 
g{x)^g{x)\^ + ^ + ... + ^Y). 


1) Es verdient bemerkt zu werden, daß die Herleitung und folglich aucl 
Gültigkeit der Formel (18) unabhängig davon ist, ob die . ,,Xj^ durchwei 
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4. Die Einführung der Derivierten einer ganzen Funktion g{x) gibt 
noch zu folgender Betrachtung Anlaß. Setzt man zunächst Gl. (4) in 
die Form: 




A + * • * + 


n! 


■I 


und bezeichnet bei festgehaltenem x mit M die obere Grenze der end- 
lichen Zahlen: 


so wird für |Äj — () < 1: 




2 ! 


n\ 


(19) 


g{x + fc) — g(x) 






Betrachtet man also h als (komplexe) Veränderliche^ so lehrt die Un- 
gleichung (19), daß bei Anwendung des Limesbegriffs in dem früher^) 
definierten allgemeinsten Sinne, insbesondere also, wenn man h auf einem 
beliebigen Wege gegen Null konvergieren läßt: 


( 20 , 

wird — eine Relation, der man auch die Form geben kann: 

( 2 *) 


wenn man mit Ax » h das Inkrement oder die Änderung von x und dem 
entsprechend mit ^g{x) das zugdibrige Inkrement (die durch den Über- 
gang von zu o; -f Ax hervorgebrachte Änderung) des Funktionswertes 
g{x) bezeichnet, so daß also: 

(22) A(/(a;) = g{x + t^x) — g{x). 


Man pflegt sodann die Gleichung (21) kürzer folgendermaßen zu schreiben: 
(23) 


voneinander verscbieden sind oder nicht. Wäre etwa g{x) statt in der Form (17) 
folgendermaßen vorgelegt: g{x)=‘a{x — a;,) {x — ar,) . . . (a? — wo nur x^, 
• • .y Xj^ voneinander verschieden, dagegen jede der Zahlen 
mit irgendeiner jener früheren identisch sein möge, so daß g{x) durch Zusammen' 
fasBung der gleichen Faktoren zu Potenzen die Form (17) annimmt, so würde die 
Anwendung der Formel (18) auf die jetzige Schreibweise von g{jc) ergeben: 

+ . . . + . 

Dabei würde aber jetzt jeder der Summanden — - — , — - — , • • — hzw. 

X Xj X Xj X Xf^ 

w,-, . . ., n^-mal verkommen, so daß das Resultat mit dem in GL (18) enthal- 
tenen gleichwertig ist. 

1) VgL § 16, Nr. 3 (S. 142) und § 12, Nr. 2, 3 (8 106/7). 

Pringtbeim, Vorleiungan II, 1. 


12 
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Dabei bedeutet alao — nichts anderes als den Grenz wert für das Ver- 

hältnis der Inkremente ^g(x) und Ax, falls Ax — tmd vermöge der 
Stetigkeit von g{x) auch Ag(x) — gegen NuO, konvergiert. Dieser Grenz- 
wert des „Differenzenqnotientemf* wird nun als Differentialquotient 

von g(x) bezeichnet, und man kann daher den Inhalt der GL (23) jetzt 
folgendermaßen aussprechen: 

Die ganze Funktion g{x) besitzt für jeden endlichen Wert x 
einen eindeutig bestimmten, d, h. lediglük von der WaM des 
Wertes x, nicht aber von der besonderen Art des Grenzükerganges 
(geometrisch gesprochen: vom yfDifferentiationswegtf^, weniger 
korrekt: von der „FortsehreituMgsrwktun^^)) abhängigen Diffe- 
rentialquotienten Sein Wert ist gleich der Derivierten g'(x). 

Ich bemerke ausdrücklich, daß die Begriffe „Differentüdguotieni^ und 

„Derimerttf, also auch die Operationssynbdle ^ und in dem vorlie- 


genden Zusammenhänge an sich durchaus verschiedene Bedeidung haben. 
Der DifferenHedquotient bezeichnet ein für allemal das Resultat eines be- 
stimmten Grenzuberganges, des „Differentiationsprozessetf', und seine De- 
finition ist offenbar in keiner Weise an den gerade hier vorliegenden Fall 
der ganzen rationalen Funktion gebunden. Dagegen bedeutet die Deri- 
vierte lediglich eine ans einer gegebenen ganzen Funktion nach bestimmter 
Vorschrifl zu bildende ganze Funktion, und dieser Begriff wird späterhin 
nur insofern eine Erweiterung erfahren, als er sich unmittelbar auf eine 
gewohzdiehe Potenzreihe (d. h. eine konvergierende, nach ganzen positiven 
Potenzen von x bzw. (jx — x^) fortschreitende Reihe) übertragen laßt. 

Da die zweite Derivierte von g{x) mit der ersten von g'(x) identisch 
ist, und die letztere wiederum den Differentialquotienten von g'{x) dar- 
stellt, so hat man zunächst: 


9'' ix) - 


dg’{x) 

dx 



1) Man hat n&mlich bei jenem Grensprozesse nicht nuz an ein Fortschreiten 
in bestimmter BiMwfigi d. h. in gerader Linie ^ sondern anf einem ganz beliebig 

üMBonümenden Wege in denken, d. h. der Quotient besitzt einen ganz 

X ““ X 

bestimmten, lediglich von x abhängigen Grenzwert, wenn x' im Sinne der all- 
gemeinen Grenzwertdefinition eine ganz beliebige Wertereihe mit dem Grenzwerte 
X durchläuft, insbesondere also, geometrisch gesprochen, wenn der bewegliche Punkt 
x' eine gone bdiebige dem festen Punkte x zustrebende Jordanaohe Kurve beschreibt. 
(Dieselbe darf z. B. auch den Punkt x in nnendlieh vielenWindungen spiral- 
förmig umlaufend oder mit unendlich vielen Oszillationen sieh ihm nähernd ge- 
dacht werden.) 
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Man nennt alsdann den durch Bweimcdige Anwendung des Differentiations- 
prozesses aus g{x) herTorgehenden Grenzwert den zweiten Differential- 
quotienten von g{x) und bezeichnet ihn kürzer durch das Symbol: , 

so daß also die letzte Gleichung jetzt folgendermaßen geschrieben werden 
kann: 

(24) i^Dlgix)), 


d. h. der eweite Differmtiaiquatimt Ton g{x) ist gleich der eweiten Deri- 
viertm. Und analog ergibt sich allgemein: 

(25) (~D:g{x)), 

wenn man mit den v**" Differentialquotienten von g{x) d. h. den 

durch V' malige Anwendung des Differentiationsprozesses resultierenden 
Grenzwert bezeichnet. 

Insbesondere ergibt sich aus Gl. (25), daß: 


(26) 


da^ 


= n\ 


nia^ 




{fl = 1, 2, 3, . . .). 


5. Legt man in Gl. (4) der Vemnderlichen x einen beliebigen, aber 
als irgendwie fixiert zu denkenden Wert x^ bei, so daß also: 

v27) g{xo + Ä) - g{x^) + 5'(®o) • n + + 


und betrachtet sodann h als komplexe Veränderliche, so geht die letzte 
Beziehung, wenn man noch: 


setzt, in die folgende über: 
(28) 


+ i/"(*o) 


(*• 


2! 






Diese Gleichung, welche offenbar die Umformung einer ganzen Funktion 
von X in eine solche Ton {x — x^ liefert, lehrt aber, daß der Wert von 
g{x) für jede helid)ige Stelle x eindeutig bestimmt ist, wenn f&r irgendeine 
bestimmte Stelle x ^ x^ die Werte von g{x^ und (v — 1, 2, . . n) 

bekannt sind. 

Nimmt man speziell x^^Qg so ergibt sich die Beziehung (die ggMaCr 
Laurinsche Formel**): 


(29) 




'(®), 


“irr*» 


12 
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welche in der Tat mit der ursprünglichen Definition Ton g{x)^ nämlich: 

g{x) — a, + Oio: + o,®* H 1- a,®*, 

zusammenfallt, da ja nach (5) die Beziehungen bestehen: 

( 80 ) ..-jto),..-«..-« 

In diesem Zusammenhänge erscheint also 01. (28) als eine Verallgemei- 
nerung des (selbstverständlichen) Satzes, dafi eine ganze Funktion 
Grades durch ihre n + 1 Koeffizienten eindeutig bestimmt ist. 


§ 20. Verhalten einer ganzen Funktion für relativ große und 
relativ kleine Werte von \x\. 

1. Hilfssatz. Bedeuten bdieMg vorgdegte 

komplexe Zahlen (die oMch teilweise — 0 sein können) j so lassen 
sich jeder positiven Zahl a awei positive Zahlen R, r so guardnen, 
daß: 

(I) lao+öi^rH 1} <a*|£c|» für 

(H) <« für \x\'^r. 

Beweis zu (1). Es sei A die größte unter den Zahlen \ao\f\^i\f •• •; 
so hat man: 

(1) |ao + ajo; + h ^ ^(1 + kl H 1" kl"“*) 


Bestimmt man nun \x\ so, daß: 


= * —1 


d. h. nimmt man: 




( 2 ) + 

80 folgt aus Ungl. (1), daS: 

(3a) Og + a^x-] + ^ • {1»!“— 1} 

und a fortiori 

(3b) ko + »1^ H H < « • kl" 

für alle x, welche der Bedingung genügen: 

(4) 1*1 wo: + q. e. d. 

Beweis zu 11. Es sei A' die größte der Zahlen |ai|, |a,|, 
so ist wiederum: 
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§ 20 Verhalten tob g{x) für relativ große und kleine \x\. 
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Bestimmt man jetzt \x\f so daß: 


— 1 — * 




d. h. nimmt man: 

( 6 ) 

80 folgt aus üngL (5), daß: 

(7a) \aiX a^x* ■\ h ^ { 1 — 1*1“) 

und a fortiori 

(7b) \a^x + 0|«* + • • • + < « 


fQr alle x, welche der Bedingnng genfigen: 

(8) ja:! ^ r, wo: r = q- e. d. 

2. Ist jetzt wiederum die ganze Funktion m*®“ Grades vorgelegt: 

g{x) = + h + «o» 

so hat man zunächst: 


(9) ^ + • • • + 0,3! + 0,||. 

Nun folgt aus Ungl. (3a) und (4)^ wenn man speziell a » |a^| setzt: 


lOo + O,« + • • • + o,_,x— ^ |o,a:-| - |aj 
oder anders geschrieben: 

+ • • • + 0,3: + 0,1 ^ |o,l 


für: 


1*1 ^ 1 + 



> 


80 daß aus üngl. (9) sich ergibt: 

(10) l5'(*)l^|aj für: 

wo: 

^11) ü — l + i^ und: Z^(o,l (v - 0, 1, . . n — 1). 

Aus diesem Ergebnisse läßt sich nun der folgende wichtige Schluß ziehen: 

Besitzt die gq,nze Funktion g(x) Nullstellen ^ d. h. gibt es 
Wertex^f für welche g(x^)^^0 wirdj so muß stets 
sein. 

Oder auch^ da man eine Gleichung von der Form g{x) 0 als alge- 
braische Gleichung (n**“ Grades) und demgemäß jeden bestimmten Wert 
für welchen g{x^ 0 wird, als Lösung oder Wurzd dieser algebrai- 
schen Gleichung zu bezeichnen pflegt: 

Alle etwaigen Wurzeln x^ der cdgAraischen Gleichung g(x)^0 
müssen der Bedingung \x^\<,B genügen^ d. h., geometrisch ge- 
sprochenj im Innern eines um den Nullpunkt mit dem Radius 

U — 1 beschriebenen Kreises liegen. 
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3. Setzt man in Ungl. (3b) und (4) n e • \ ajj wo s eine nach Be- 
darf beliebig klein anzimehmende positive Zahl bedeutet, so findet man: 

(12) |Oj+Oia:H h < e • 

oder, anders geschrieben: 

(13) lp(a5)-a,*»l<£- |o„®»| 


ffir alle z, welche der Bedingvtng genfigen: 

(14) 1 + 7 -j^, (v-0,l,...,n-l). 

Setzt man Ungl. (13) in die Form: 


(15) 


gjfc) 


1 <«, 


so erkennt man, dafi der Quotient sich beliebig wenig ron der Ein- 

a^x 

heit unterscheidet, wenn s hinlänglich klein und sodann | | ^ ü ange- 
nommen wird. Und da mit unbegrenzt abnehmenden Werten von c die 
Zahl B über alle Grenzen wächst, so ergibt sich: 


(16) 


lim 

«->00 U 


gjz) 


10, 


eine Beziehung, deren Inhalt man folgendermaßen auszusprechen pflegt: 

Die gange Funktion g{x) wächst gleichgeitig mit x in der- 
selben Weise ins Unendliche, wie 
Bezeichnet man ferner das Unendlichwerden von für o: — > oo als 
ein solches von der Ordnung und beme]ckt außerdem, daß g{x) für 
jeden bestimmten endlichen Wert von x selbst einen bestimmten end- 
lichen Wert besitzt, so erscheint es angemessen, den Inhalt von Gl. (16) 
(einschließlich der Tatsache, daß g{x) für jedes endliche x selbst einen 
endUcken Wert besitzt) folgendermaßen auszusprechen: 

Eine gange Funktion n^ Grades wird nur für a? — ► oo, und 
gwar von der n^ Ordnung unendlich?) 


1) AIbo mit Übertragung der in 1^ , § 37, Nr. 6 (8. 237) eingeführten Schreib* 
weise auf das komplexe Gebiet: 

g{x)^a^aP («-►oo) 

oder auch weniger scharf: 

i«r («->00). 

2) Übrigens hat man im Torliegenden Falle nicht nur: 

lim g{x) — 00 , 

»->oo 

■ondem »nf Grnnd der in § 16, Nr S (S. 148) getroffenen Festeetinngen auch: 

g{a>) mm eo , 
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Mau kann die Grenzen, innerhalb deren | sich bewegt, falls \x'< 
eine gewisse positive Zahl JR erreicht oder übersteigt, mit Hilfe von 
üngl. (13) noch genauer angeben. Aus Ungl. (13) folgt nämlich a for- 
tiori, dafi: 

und daher: 

(17) (!-«)• < l^(®) l< (1 + ») • I ««*"1 

für alle x, welche der Bedingung (14) genügen, d. h.: 

I a; I ^ Ä - 1 + , wo Ä^\a,\ (v - 0, 1 , . . n - 1) . 

Nimmt man etwa speziell £ so folgt aus dem ersten Teile der 
üngl. (17), daß: 

(18) \9{x)\>\-\a,^\, Wls: |*|^Ä'-1+^. 

Bedeutet dann G eine beliebig vorgelegte positive Zahl, so wird: 

faUs: 

und daher: 

(19) |K»)I><^ für: 

4. Zu den bisher aus Ungl. (1) abgeleiteten Folgerungen, die sich 
auf das Verhalten von g{x) für relativ große Werte von \x\ bezogen, 
fügen wir noch eine unmittelbar auf Ungl. (H) beruhende, welche das 
Verhalten einer ganzen Funktion für rdativ Meine Werte von \x\ cha- 
rakterisiert. 

Ersetzt man in Ungl. (7 b) und (8) a durch ^ - ja^l, woiT eine (be- 
liebig groß anzunehmende) bdiebige komplexe Zahl be- 

deutet, und multipliziert unter Hinzufügung der Bedingung: |a;| > 0 die 
ganze Ungleichung mit K- \xf^ (wo m eine pos. ganze Zahl, bzw. Null) 
so folgt: 

(20) > iST* -h a,a;***^-* H 0<\x\^r, 

wo: 

(21) (v-l,2,..,n). 


wegen : 


und: 
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In Worten: Man kann stets eine ZaJd r so fixieren, daß für 0 <\x\^r 
der absolute Betrag des niedrigst potenzierten Gliedes eines Aggregates 
\on der Form: a^x”* + + • * + den absoluten Betrag dci^ 

übrigen Aggregates beliebig oft übertrifft, 

§ 21. Über etwaige Maxima und Minima des absoluten Betrages 
einer ganzen Funktion. 

1. Wir gehen jetzt darauf aus, den für die Punktionentheorie wie für 
die Algebra fundamentalen Satz zu beweisen, daß jede ganze Funktion 
mindestens eine bestimmte im Endlichen gelegene Nullstelle besitzt, oder 
anders ausgesprochen, daß jeder algebraischen Gleichung mit einer Unbe- 
kannten mindestens eine komplexe (d. h. reelle, imaginäre oder eigentlich 
komplexe) Wurzel zukommt. 

Wir schicken hier zunächst den folgenden Hilfssatz voraus: 

Sind a + ßiy \h\ und die positive ganze Zahl m beliebig vor- 
gelegt, so läßt sich der Einheitsfaktor von h stets so bestimmen, 
daß der reelle Teil von (a + ßi) • Ä*” ein bestimmt vorgeschrie- 
benes Vorzeichen besitzt 

Beweis: Es werde wieder der reelle Teil einer komplexen Zahl x 
mit 3i{x) bezeichnet, und es sei zunächst verlangt, daß 

SR((a + ßi) • Ä”*) > 0 

ausfallen soll. Setzt man |A| = p und h ^ q • z, so wird: 

(a + ßi) • Ä'" = («p”» + ßg”^i) • z”^ , 

und man genügt daher im Falle « > 0 der gestellten Forderung ohne 
weiteres, wenn z ^ 1 gesetzt wird. 

Ist dagegen a < 0, so hat man z so zu bestimmen, daß: 

1 

wird. 

Ist endlich a = 0 und zugleich j3 > 0, so müßte: 

iz^ =* 1 , also: z^ ^ —i, 
dagegen im Falle a =» 0, /J < 0: 

iz'’^ = — 1 , also; z”^ ^ i 

werden. Es kommt also in allen nach Ausschluß des bereits erledigten 
Falles a > 0 noch übrig bleilienden Fällen nur darauf an, die Zahl z so 
zu bestimmen, daß sie eine der drei Gleichungen befriedigt: 

(4) j?*” = — 1 , z”* =* — I , jgf”* =* i . 
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Hierzu genügt es aber, eine Lösung der letzten dieser Gleichungen zu 
kennen. Denn ist etwa = i, so hat man: 

{z,^y^ = - 1 , {z,y^ = {z”^)^ = ^ ^ , 

so daß also z^^ eine Lösung der ersten y z^^ eine solche der zweiten Glei- 
chung liefert. 

Ist nun m nngerade^ so findet man ohne weiteres: 

z^^ i , wenn m von der Form 4Ä + 1 , 

«2^1 * i' j r 99 9t 99 4 /t -f- 3 

(wegen: i^*+* = i, 1 ^*+® = — *). 

Ist dagegen m gerade, etwa m = 2" • ni (wo w' eine ungerade Zahl^ 
bzw. = 1), so kann man nach dem eben gesagten zunächst eine Zahl z^ 
angeben, so daß z^' = i (nämlich Zq = i oder =* — i) und sodann (nach 
Ij, § 70, Gl (14), S. 539) eine Zahl z^ so bestimmen, daß: 

und daher: 

== == i , 

womit die fragliche Aufgabe gelöst ist (d. h. man hat dann schließlich 
nur noch z einen der drei Werte z^y z^y z^ beizulegen, um je eine Lösung 
der Gleichungen (4) zu erhalten). 

Hätte die Aufgabe dahin gelautet, daß 

5 R((a + •hr )<0 

werden sollte, so ist diese Forderung offenbar gleichbedeutend mit der 
folgenden : 

SR(- (CC + ßi)-h^)> Oy 


so daß also die Lösung der fraglichen Aufgabe unmittelbar auf diejenige 
der zuvor behandelten zurückgeführt ist. 

2. Es sei jetzt wiederum die ganze Funktion Grades 

^(a:) = o,®" -f o„_,a:"- * + h O3 a; + «o I 


vorgelegt. Ferner sei Xq irgendein Wert von x, für welchen g{x) nicht 
verschwindet. Dann soll gezeigt werden: 

Es gibt in der Umgehung der Stelle stets sowohl solche 
Werte x^ + ä, für welche 

ii?(«o + Ä)l>|^(aro)|, 

als auch solchCy für welche: 


( 5 ) 


l^(iro + Ä)l<li^(aro)l- 

Beweis Man hat zunächst nach § 19, Gl. (4) (S. 173): 


n! 
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Dabei könnte der Fall eintreten, daß eyentuell auch noch eine 

Anzahl daran sich anschließender Deri vierten: sämt- 

lich verschwinden: Keinesfalls könnten aber aüe Derivierten für 
verschwinden, da ja = w!a^ sicher von Null verschieden ist. Sei 

also — wo: l^m^n — 1 — die erste nicht verschwindende 

Deri vierte, so tritt an die Stelle der 61. (5) die folgende: 




wo jetzt sicher von Null verschieden (während unter den Aus- 

drücken (Tq), . . g^^ " {x^ noch beliebig viele verschwinden können). 
Dividiert man die ganze Gleichung durch g{x^ und setzt: 

(7) ^ = J, (v = m, »» + 1, . . n), 

so wird: 

(wo |6^| > 0). Setzt man sodann: 


(9) h^Q’Z, 

so läßt sich nach dem zuvor bewiesenen Hilfssatze der Einheitsfaktor e 
so bestimmen, daß der reelle Teil von h^h"^ von Null verschieden ist und 
ein vorgeschriebenes Vorzeichen erhält. Wird also allgemein die Bezeich- 
nung eingeführt: 

( 10 ) + 

so hat man insbesondere: 


(1 1 ) - («„ + ßj) • - (ö I 1 + ßj) ■ Q” , 

wo \a^\ von Null verschieden und, je nach Wahl des Einheitsfaktors Zy 
— -f- 1 oder <y =* ■— 1 wird. 

Hiernach nimmt Gl. (8) jetzt die folgende Form an: 


( 12 ) 




und daraus folgt weiter; 


1 + (tf • |«„i + ß„i) • P’" + («„^.1 + • 

+ («. + • P“> 


( 13 ) |^(^r- (1 + • i«,J r + + • • • + CCnQ’^)* 

+ l/*mP"‘+ ß.n + l9”‘^^+ --+ß,r)*- 

Bei der Ausführung der rechts auftretenden Quadrate erscheint mit der 
niedrigsten Potenz von g behaftet das Glied: 2<f • |«„lp'", so daß man 
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setzen kum: 


g(». + h) 

?(*») 


=* 1 -|- 2 ff * 


«» 


p“ H- G(q) 


(14) =. l+ff-|a„|-p"+ff-(|a„|-p“ + ff-G{(»)) (wegen; ff*=-l), 


WO G{q) eine ganze Funktion von mit Exponenten, deren niedrigster 
^ m + 1 ist. Infolgedessen läßt sich nach üngl. (20) des vorigen Para- 
graphen eine positive Zahl r so fixieren, daß: 

(15) |a„|(>”’>|G(p)| für: g^r. 

Alsdann wird aber: 

g(x.+h) [M> ^ wenn ff- + 1, 

?(*o) I l < 1 — I a„| p“ < 1 , wenn ff = — 1 , 
und daher schließlich (für h ^ \h\ ■ g, \h \ ^r), wie behauptet: 

(16) |5'(*o + *) I WaM des MnheitsfaJctors g. 


3. Der Inhalt dieser Ungleichungen (16) läßt sich offenbar auch fol- 
gendermaßen aussprechen: 

Ist \g{x^ I > 0, 50 kann^ in beeng auf alle Werte von \g{x)\ 
einer gewissen Umgehung von jener Wert ifl^(fl?o)| weder ein 
Maximum noch ein Minimum sein. 

Dabei ist für die zweite dieser Aussagen, also die zweite der Unglei- 
chungen (16) (welche übrigens für den^zunächst in Aussicht genommenen 
Beweis der Wurzelexistenz ausschließlich in Betracht kommt) die Voraus- 
setzung I g{x^ I > 0 offenbar unentbehrlich (da ja niemals \g{x^ + ä) | < 0 
werden kann). Anders liegt die Sache bezüglich der ersten Ungleichung 

(16), da diese auch im Falle g{x^ 0 nicht nur überhaupt einen Sinn 
behält, sondern sich noch dahin präzisieren läßt, daß sie für jedes h bei 
passend eingeschränktem absoluten Betrage gilt. Im Falle g{x^ 0 
nimmt nämlich Gl. (6) die folgende Form an: 


«/(«o + Ä) 




m I 


Ä“ + 


{.« + !)! " 


+ l 


+ 




+ — 

' W! 


und da sich nach Ungl. (20) ein r > 0 so fixieren läßt, daß für 0 < | A| 
der absolute Betrag des Anfangsgliedes denjenigen der Summe aller 
übrigen Glieder beliebig oft übertriffb, so folgt,, daß 

\g{^o + Ä) I > 0 für alle h des Bereiches: 0 < |Ä| ^ r . 

In Worten: Ist g{x^ — 0, so existiert immer eine gewisse ümgdnmg 
von Xq, innerhalb deren keine weitere NtdlsteUe von g{x) liegt. 

Wir knüpfen ferner an die erste der Ungleichungen (16) noch die 
folgende Bemerkung. Es bedeute 83 einen endlichen, abgeschlossenen 
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Bereich. Alsdann muß die im Innern und auf der Begrenzung Ton 93 
stetige Funktion \g{x^ \ ein reales Maximum besitzen^ es gibt also (min- 
destens) eine Stelle X, derart, daß |sf(X)| von 'keinem dem Bereiche 95 
angehörigen Werte |flf(ar)| übertrofiFen wird. AJsdann folgt aber aus der 
ersten der Ungleichungen (16), daß eine solche Stelle X niemals im 
Innern von 93 liegen kann: sie muß somit auf der Begrenzung von 93 
liegen. 


§ 22. Der Fundamentalsatz der Algebra: Existenz nnd Anzahl der 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung (Nullstellen einer ganzen 
Funktion). — Zerlegung einer ganzen Funktion in lineare Faktoren. 

1. Ist wiederum 

(1) Sr(a:) = o,a:" + o„_,af'-‘H \- a^x + a^, 

SO hat man f ur a; «— 0 : 

^(0) - Oo . 

Ist dann speziell » 0, so wird ^(O) =» 0, so daß also g(x) in diesem 
Falle die Nullstelle x = 0 besitzt. 

Ist dagegen |(io| > 0, so läßt sich zunächst nach Ungl. (19) des vor- 
letzten Paragraphen eine positive Zahl R so fixieren, daß: 

(2) |p(x)|>|ao| für 1*1 

Andererseits existieren nach dem Satze von Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
in der Umgebung der Stelle a; =* 0 Stellen von der Beschaffenheit, daß: 

(3) l^(^)l<|öol x^\x\’-c und |a;|^r. 

Infolge der Stetigkeit von |jf(a:)| muß \g{x)\ in dem durch die Beziehung 
\x\^R definierten abgeschlossenen Bereich (geometrisch gesprochen: 
fDr alle Stellen im Innern und auf der Begrenzung eines Kreises um den 
Nullpunkt mit dem Radius R) ein reales Minimum^) besitzen, d. h. es 


1) Ohne diese Erkenntnis wäre die ganze Schlnßweise hinfällig, 
trachte z 6. die Funktion: 

nx *+ 1 

f(x) — 1 ™, 

n-^op nx -f- 1 


Man be> 


welche für jedes von Null verschiedene x den Wert 

x*+ — 

f(x) = lim ^ = X 

Ä H — 
n 

liefert, also in der Nähe der Stelle x^O jeden beliebig kleinen, von Nnll ver- 
schiedenen Wert annimmt. Dagegen wird 
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existiert daselbst (mindestens) eine Stelle für welche |^(^i)| einen 
Wert annimmt ^ unter welchen \g(x)\ nicht mehr herabsinkt. Dieser 
Minimalwert muß aber nach Ungl. (3) sicher < la^l sein, woraus mit 
Berücksichtigung von Ungl. (2) folgt, daß |a?, | < JJ sein muß, d. h. daß 
die Stelle Xi im Innern des betreffenden Bereiches (mit definitivem Aus- 
schluß der Grenze | [ =*• JS) liegt. Hieraus folgt aber mit Notwendig- 
keit, daß 

(4) 

sein muß. Denn wäre \g{x^ \ > 0, so könnte man nach Nr. 2 des vorigen 
Paragraphen in unmittelbarer Umgebung von also noch innerhalb des 
Bereiches |a;| < J? Stellen + h ausfindig machen, für welche 

+ Ä)i < ip(®i)i 

ausfiele, was der Festsetzung widerspricht, daß |^(a:j)| den Minimalwert 
von \g{x)\ für \x\^R vorstellen sollte. 

Somit gilt in der Tat die Beziehung (4) und somit der Satz; 

Jede ganze FunJction hat (mindestens) eine im Endlichen gelegene 
Nüllstelle. Anders ausgesprochen; 

Jede algebraische Gleichung hat (mindestens) eine Wurzel 
2. Aus der soeben bewiesenen Existenz einer Nullstelle der ganzen 
Funktion g{x) läßt sich erschließen, daß die letztere — in einem weiter 
unten noch näher zu bezeichnenden Sinne — genau so viele Nullstellen 
besitzt, als ihr Grad beträgt.’ Wir schicken dem Nachweis dieser Tatsache 
die folgende Definition voraus; 

Ist: 

(5) 9{x) = 9^{x) ■ g^{x) , 

WO g{x\ gi{x\ g%{x) ganze Funktionen vorstellen, so heißt jede der 
beiden FunTctionen gi{x),g^{x) ein Teiler von g{x). 

Alsdann gilt zunächst der folgende Satz: 

Hat g{x) den Teiler (x — x^, so ist eine Nullstelle von g{x). 
Umgekehrt; ist x^x^ eine Nullstelle von g{x), so ist (x — xf) ein 
Teiler von g{x). 


und OB gibt keine Stelle, für welche f{x) 0 wird. Die Funktion besitzt 

eben die untere Grenze 0 nur als ideales, nicht als reaXes Minimum 

Das gleiche Verhalten zeigt bei Beschränkung auf reelle x die Funktion: 

wenn man, wie üblich, durch das Symbol £{y) die größte in der positiven Zahl y 
enthaltene (sonst auch mit [yl bezeichnete) ganze Zahl bezeichnet. 
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Beweis. Setzt man yoraus, daß: 

SO folgt daraus ohne weiteres, daß: 

9{xd - 0, 

also die Richtigkeit der ersten Behauptung. Um diejenige der zweiten zu 
beweisen, gehen wir aus von der (nach § 19 Gl. (28), S. 179) fär alle mög- 
lichen X und Xq gültigen Entwickelung: 


(6) ^(«)-^(«o)+?'(a-o) 


Ä — ajo 
1! 






(*—*,)• 




Ersetzt man hier unter der Voraussetzung, daß x^ eine Nullstelle von 
g{x) Yorstellt, also g{x^ » 0 ist, durch x^^ so folgt: 


wo g^{x) d. h. der m der Klammer stehende zunächst nach ganzen Potenzen 
von {x — - x^ geordnete Ausdruck offenbar eine ganze Funktion (n— 1)*“ 

Grades von x ist, deren höchst potenziertes Glied den Wert ^ {x^ ) * a?" “ S 

d. h. hat. 

Man kann übrigens die Teilbarkeit von g(x) durch {x — x^ auch, 
ohne auf die Entwickelung (6) sich zu beziehen, mittelst direkter Aus- 
führung der Division von g{x) durch x — x^ folgendermaßen beweisen. 
Bedeutet wiederum x^ eine willkürlich angenommene Zahl, so hat man 
für jedes von x^ verschiedene x: 


( 8 ) 


g{x) — g(x^) 
*—«0 


^ 

X — «, X — Xf 



fOl- 


x — x^ 

ar—a?. 


Da aber für jedes r 1, 2, . . . n die Beziehung gilt: 


W ^ ^ + x^3^- * H — + V" ** + V s 

BO nimmt Gl. (8), wenn man diese Formel auf jedes Glied der rechten 
Seite an wendet und alles nach Potenzen von x ordnet, die Form an: 


(lö) + yiC^Co) • ®"'* + • • • + y— iW • ® + y.'_i(a«) 

(wo, wie leicht zu sehen, die y^ix^) ganze Funktionen vom Grade ihres 
Index sind). Ersetzt man jetzt den beliebig angenommenen Wert Xq 
durch eine Nullstelle x^ von g(x), so wird, wegen g(Xi) — 0: 


X — aC| 


g(x) - g{x^) 
X — Xi 




( 11 ). 
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wo g^{x) diejenige ganze Funktion (n — 1)*" Grades bedeutet, welche 
aus der rechten Seite von Gl. (10) hervorgeht, wenn man durchweg 
— 1, 2, . . ., n — 1) durch ersetzt. Man findet also schließ- 

lich wiederum, wie behauptet: 

(12) gix) - (* - • g^{x) . 

3. Es habe nun g{x) zunächst die Nullstelle so daß also, wie 
eben bewiesen, die Beziehung (12) gilt, wo g^{x) eine ganze Funktion 
(n — 1)*^ Grades mit dem Anfangsgliede bedeutet. Da sodann 

gi(x) wiederum mindestens eine Nullstelle besitzen muß (wo allenfalls 
auch sein kann), so ergibt sich analog: 

g^{x) = (a: - a?,) • g^{x) 
und daher durch Einsetzen in Gl (12): 

(13) g{x) - (a: - x,)(x - a:,) • g^^x) , 

WO jetzt g^(x) eine ganze Funktion (n — 2)*®” Grades mit dem Anfangs- 
gliede vorstellt. Die letzte Gleichung lehrt, daß zunächst auch x^ 

eine Nullstelle von g(x) sein muß. 

Schließt man nun in dieser Weise weiter fort, so gelangt man ein- 
mal zu einer Gleichung von der Form: 

(14) ^(a;) - (a; - a:i)(a: - a;,) • • • (« - x,.^) ■ ^._, (*) , 

WO g^^i(x) eine ganze Funktion vom Grade: w — (n — 1) 1 mit dem 

Anfangsgliede a^x sein muß, also: 

- O.a; + 6 = o,(ar + , 

WO h eine gewisse Konstante bedeutet. Setzt man der Gleichförmigkeit 
halber: 

h 

a 

so daß also x ^ x^ die (einzige) Nullstelle von 5^„_i(a:) darstellt, so wird: 
und es ergibt sich aus Gl. (14) schließlich: 

n 

(15) g(x) — a,-(x- x^)(x -x,)---(x — xj - o, (ar - xj , 

1 

woraus hervorgeht, daß g(x) die Stellen x^, Xg , . • sämtlich zu Null- 
stellen hat. Hierbei können unter den Zahlen x^, x^, . . x^ beliebig viele 
einander gleich sein. Bezeichnet man nun mit 

*1, afj (l^A:^n) 
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die wirklich verschiedenen unter den Zahlen , x^ und mit 

« 1 , «»,•••, «* (« 1 +»,+••• + »»*= «) 

diejenigen positiven ganzen Zahlen, welche angeben, wie oft jeder der 
Faktoren {x — x^), (x — a;,), . . (a? — x^) in der Zerlegung (15) vor- 
kommt, so wird, wenn man die in (15) vorkomraendeii gleichen Linear- 
faktoren zu Potenzen vereinigt, die betreffende Faktorenzerlegung die 
Form annehmen: 

k 

(16) gix) = . (a; — »j)«. . (x - ■ ■ ■ (x — x^)-t = a„ — . 

1 

Ist nun g{x) durch (x — ajJ“», aber nicht durch (x — x^yv+^ teilbar, so 
sagt man, x^ sei eine n^-fache Nullstdle von g{x), oder: die Gleichung 
g(x) habe gleiche Wuredn x^ bzw. n^mal die Wurzel x^ Zählen 
wir nun solche n„-fache Nullstellen (Wurzeln) als (gleichsam zusammen- 
fallende) Nullstelleii von g{x) (Wurzeln von g{x) == 0), so können wir 
das in Gl. (16) enthaltene Ergebnis folgendermaßen aussprechen: 

Jede ganze Funktion Grtades ist gleich dem Produkte aus 
dem Koeffizienten von x^ und n Linearfaktoren der Form {x — x^\ 
unter denen beliebig vide einander gleich sein können. Sie besitzt 
also zum mindesten n NuUstdlen, wenn man jede Nullstdle x^ so 
oft zählt, als der Faktor (ar — a?,) in denn fraglichen Produkte vor- 
kommt. 

4. Es läßt sich aber auch zeigen, daß eine ganze Funktion n^^ 
Grades nicht mdnr als n Nullstellen haben kann, d. h. es gilt der Satz: 

Hat die ganze Funktion g{x) = a„a;” + a^_^x^~^ h a^x 

H- a^, wo ja^, > 0 die k verschiedenen NuUstdlen ä:,, . . , Xj^, 
und zwar allgemein die Nullstdle x^(y^ 1? 2, . . k) als eine n- 
fache, wo n^^l und Wj -f w, -f • • • = w, so kann g[x) keine 

weitere NuUstelle besitzen, d, h, weder eine der schon vorhan- 
denen NullsteUen x^ öfter als n^mal, noch auch eine von jenen 
verschiedene Nullstdle 

Eine ganze Funktion n'®" Grades hat somit genau n NullsteUen 
(wobei eine n^-fache Nullstelle für NullsteUen gezählt wird). 

Beweis. Infolge der Voraussetzung hat man zunächst: 

9 ix) = o, • (* - «i)"- • {x — a:,)”* •••(« — a;*)"* , 

Yfo x^, x^, . . ., Xj^ sämtlich voneinander verschieden. 

Hätte nun g{x) eine der bereits vorhandenen NullsteUen x^ mehr als 

n,-mal, so müßte g\^x) zum mindesten durch (a? — also-^^-“^ 

{x — ajy) ^ 
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noch durch (rc — x^) teilbar sein und somit die NuUstelle besitzen. 
Da aber: 


" *»■ (® - • • • (flJ — »t)-* 

und für x-^x^ keiner der Faktoren a„, — a;^.i), (a?^— a:^+i) 

• • • (a:^ — a:*) den Wert Null annimmt, so ist damit die Unmöglichkeit der 
obigen Annahme bewiesen. 

Hätte andererseits ^(a;) eine Yon x^, x^, , . x^ verschiedene Nulh 
stelle x^^^y so müßte: 

(18) p(a:*+i) ~ o, • («i+i - a:i)"*(*t+i - - «*)«* 

verschwinden, was wiederum unmöglich ist, da keiner der rechts stehen- 
den Faktoren den Wert Null hat 

5. Die beim Beweise des letzten Satzes angewendeten Schlüsse be- 
ruhen wesentlich auf der Voraussetzung, daß von Null verschieden ist. 
Läßt man die Möglichkeit zu, daß 0 sein darf, so wird in der Tat 
die rechte Seite von GL (17) für x » x^y desgl. die rechte Seite von 
Gl. (18) dann und nur dann verschwinden, wenn »«= 0 ist. Also: Soll 
g^x'S noch eine (n + !)*• Nullstelle haben, so ist das nur dann möglich, 
wenn = 0 ist. Dadurch reduziert sich aber g{x) auf die ganze Funk- 
tion (n — 1)*®“ Grades a„_ia;"“*+ • • • + a^x -f- a^, und es 

ergibt sich durch die nämliche Schluß weise, daß auch ^ 0 sein muß. 
Analog folgt dann aber, daß auch jeder der übrigen Koeffizienten den 
Wert NviU haben muß, und man erMlt somit den folgenden Satz: 

Eine ganze FunUion n*^ Grades mit mehr als n NuUstdlen 
ist identisch NuUy d. h. jeder ihrer Koeffizienten muß gleich Null 
sein, und sie verschwindet somit für jeden beliebigen Wert von x. 
Daraus folgt a fortiori: 

Verschwindet eine ganze Funktion bdiebigen Grades für ein 
noch so kleines Wertdoontinuum von x (Linien- oder Flächenstück), 
so verschwindet sie für jedes x. 

Ferner ergibt sich der folgende wichtige Identitätssatz für zwei ganze 
Funktionen: 

Stimmen die Werte zweier ganzen Funktionen: 


g{x) — a^x^ + H h a^x + a^ 

f{x) — by,^af^+ 1 “ + ^0 


wo etwa n'^m, 


für mehr als n Stellen überein, so sind sie identisch, d. h, die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen sind bezidiungsweise einander 
gleich. 

Pringiheim, VorlMnngen II, 1. 


13 
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Denn die Differenz: 

ff(x) - f{x) - a,ai- + • • • + (o„ - U*" + • • ■ + («1 - 61)« + (% - 60) 

ist eine ganze Funktion n*“ Qrades mit mehr als n Nullstellen, so daB also: 

««==0, ..., a,,+,-0, a„-fe„ = 0, Oo-öo = 0. 

6. Die Zerlegung einer ganzen Funktion n**" Gbades in Linearfak- 
toren ist offenbar (abgesehen von der Anordnung der Faktoren) nur auf 
eine einzige Weise möglich. Denn bezeichnet man wiederum mit oCi, 
Xf, . . ., die n Nullstellen von g{x) (unter denen beliebig yiele ein- 
ander gleich sein können), so bat man jedenfalls: 

g{x) = a,(x - a:J(a: - a-,) ...{x- a-, 1 , 

wenn a^X* das höchste Olied von g(x) bedeutet. Angenommen man Imtte 
außerdem: 

g(x) = a^{x - x^')(x - x,') • • • (a: - x ,') , 

so folgt zunächst, das a:/, a;,', . . ., x^' wiederum die sämtlichen Wurzeln 
von g{jc), also in irgendeiner Anordnung mit den Zahlen Xi, x^, . . x^ 
identisch sein müssen. Daraus folgt dann schließlich, daß auch a/ a, 
sein muß, d h. es gibt in der Tat nur eine Darstellung der gedachten Art. 

Ferner ergibt sich, daß eine ganze FunMon Grades durch ihre n 
NuUstdlen bis auf einen hmstanten Faktor eindeutig bestimmt ist. Man hat 
nämlich, wenn wiederum a^^, a^i, . . ., a:, die sämtlichen Nullstellen irgend- 
einer ganzen Funktion g{x) vorstellen: 

n 

( 19 ) ^(a;) - (?• (a: - a;,)(a; - a:,) • • • (a; - a;„) == C-J^ix-x,), 

1 

wo C eine noch willkürlich bleibende Konstante bedeutet. 

Weiß man noch, daß die betreffende ganze Funktion für irgendeine 
Stelle x^ einen gewissen Wert annimmt, so ist C eindeutig bestimmt. 
Denn man hat: 


yo’-9{xo)’~c-]^(x^-x;) 

1 

und daher: 
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§ 23. Bedingpongen für die Existenz mehrfacher Wurzeln. — 

Einheitswurzeln. 


1. Ist eine NuUsteUe von g(x), so nimmt wegen g{x^) = 0 die 
Entwickelung von g{x) nach Potenzen von (x — x^) (s. § 19, Gl. (28), 
S. 179) die Form an: 

(1) g{x) = ^ (x - x^) + (» - Xi)*+ ■ • ■ + {x - x^Y- 

Bestehen jetzt neben der Beziehung 0 auch noch die weiteren: 


(2) “ 0, = 0, . . 9 ”'-\Xi) = 0 (dagegen: |p<")(»,)| > 0), 

SO geht die obige Entwickelung in die folgende über: 

( 3 ) 9{x) = ^ + • • • + ^ {X - x,Y, 


welche erkennen lä£t, daß x^ eine fache NuUsteUe von g{x) sein 
muß. Also: 


Jede gemeinsame NuUsteUe x^ von g{x\ g\x)y . . . , 
welche keine Ntdlstdle von g^”^\x) darstelU^ ist eine mrfache NuU- 
stdU von g{x). 

Es gilt aber auch das Umgekehrte, daß für jede m-fache Nullstelle 
x^ von g{x) auch g\x^y . , ., verschwinden müssen, während 

g^^\x^ von NuU verschieden ist. Denn hat g{x) die NuUsteUe x^ mehr 
als einmal, so folgt zunächst, daß x^ jedenfaUs eine NuUsteUe von 
und somit, wegen der Beziehung: 


gipc) 

aj — 


'9{x,)-{-i^{x-x,)+... + (X - X, )- 


X- X, “ ^ ^ 2! ^ ^ n! 

auch eine NuUsteUe von g (x) sein muß, so daß sich die letzte Gleichung 
nach Division mit {x — auf die folgende reduziert: 

_ 9 (x)_ _ g;\x^ g^{x) ^ x , . . . ^ 

(x-a:,)*-“ 2 + 3! ~ ^ J + ' ’ * H- nl 


( 5 ) 


Daraus ergibt sich dann analog, daß auch g'\x^ verschwinden muß, 
falls gix) die NuUsteUe x^ mehr als jerfi;eimal hat. Und in dieser Weise 
weiter fortschließend findet man, daß f^rx^x^ alle Derivierten bis 
inklusive verschwinden müssen, falls x^ eine m-fache NuUsteUe von g(x) 
sein soU. Dagegen muß dann von NuU verschieden sein, da andern* 

faUs Xi mindestens eine (m + l)‘fache NuUsteUe von g(x) wäre. Somit 
gilt der Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
Xj eine m- fache Nullstelle von g{x) dar stellt, besteJd darin, daßnd>en 
g{xf) auch g(xf), g'\xf), . . ., ^ nicht: g^^\xf) ver- 

schwinden. 


18 
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Daraus ergabt sich noch, daß jede m-fache Nullstelle von g{p^) genau 
eine (w — l)-fache von g{x) und allgemeia eine {m —■ i/)-fache (y =« 1, 
2, . . ., m ■— 1) von sein muß; und ferner: As&jede mehrfache Null- 

stelle von g{x) eine Nullstelle von g'(x) sein muß, und daß somit die 
Gesamtheit der mehrfachen Nullstellen von g{x) mit derjenigen der ge- 
meinsamen Nullstellen von g{x) und g'{x) identisch ist. 

2. Wir machen zunächst eine Anwendung des eben gefundenen Re- 
sultates auf die besondere ganze Funktion: 

(6) g{x) — ic« — 1 . 

Da hier: 

(7) /(*)-«•»»-», 

BO folgt, daß g'{x) die (n — l)fache Nullstelle x ^0 besitzt; und da 
andererseits g{x) für x ^0 nicht verschwindet, so kann g{x) überhaupt 
keine gemeinsame Nullstelle mit g\x)j also heine mehrfache Nullstelle 
besitzen. Somit ergibt sich der Satz: 

Die Gleichung x^ ^ 1 hat stets n verschiedene Wurzeln^ 
wdche als die n Einheitswurzeln n^ Grades (kürzer: die n*” 
Einheitswurzdn) bezeichnet werden. 

Eine dieser Wurzeln hat offenbar für jeden Wert von n den Wert 
a? « 1. Die übrigen n — 1 müssen dann nach Nr. 1 des vorigen Para- 
graphen die Wurzeln der Gleichung: 

(8) + a: + 1 = 0 

sein. 

Ist n gerade^ so genügt offenbar auch j; = — 1 der Gleichung a?" *= 1 
bzw. der Gleichung (8). Weitere redle Wurzeln kann dieselbe offenbar 
nickt besitzen, da aus x^^l stets auch |a:|"«*» 1, d. h. |a:] — 1 folgt. 
Die sämtlichen Einheitswurzdn werden also durch Punkte repräsentiert, 
welche auf der Peripherie des Einheitshreises (d. h. eines um den Null- 
punkt mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises) liegen. 

Bedeutet a irgend eine n^ Einheitswurzel und ist etwa: 

(9) a — a + (wo: «*+/?*=* 1), 
so hat man: 

(10) und:-^-a-^i 

d. h. gleichzeitig mit a ist auch eine Einheits Wurzel, und zwar 

sind a und ~ stets konjugiert.^) 

1) Gilt auch für a * ± 1, da ja eine reeUe Zahl sich selbst konjugiert ist 
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Da ferner, falls wiederum 1, für jedes ganzzahlige p folgt: 

(11) (a^ ^ 1 y 

BO stellt gleichzeitig mit a auch jede ganzzahlige Potenz eine Ein- 
heitswurzel Yor. 

Auch erkennt man ohne weiteres, daß das Produkt , sowie der 
Quotient zweier Einheitswarzein a und a' stets wiederum eine 
EinheitsYRirzel liefert, denn man hat: 

(12) («.aT--.- «"-1, 

3. Sieht man von dem (trivialen) Falle n » 2 ab, welcher nur die 
beiden Wurzeln ± 1 liefert, so besitzt die Gleichung a;** » 1 nach dem 
bisher Gesagten stets (mindestens zwei) nicht-reelle Wurzeln, über deren 
Verteilung auf dem Einheitskreise sich folgendes aussagen läßt. 

Bedeutet a irgend eine komplexe Zahl mit dem Absolutwerte 1, also, 
geometrisch gesprochen, einen auf dem Einheitskreise liegenden Punkt, 
dessen Radiusvektor mit der positiven reellen Achse einen gewissen 
Winkel # bilden möge, so liegt (nach § 14, Nr. 4, S. 138) der Punkt 
a* » a . a gleichfalls auf dem Einheitskreise, und zwar auf dem Radius, 
der mit der reellen Achse den Winkel 2d bildet, ebenso a’— a-a* 
auf dem Radius mit dem Richtungswinkel 39' usf. 

Denkt man sich also den Einheitskreis durch n äquidistante Punkte, 
mit dem Punkte 1 beginnend und in der Richtung der wachsenden Win- 
kel mit ^ 1 , bezeichnet, in n gleiche Teilbögen zerlegt, so 

hat man: a\ — a„ a® — a^, . . und schließlich: aj « 1. Es 
existiert also eine ganz bestimmte, nämlich, geometrisch gesprochen, dem 
Punkte 1 auf der oberen Halbebene nächstgelegene Einheitswurzel 
von der Beschaffenheit, daß die sämtlichen n Einheitswurzeln in der 
Form Ol, a®, . . al(«- aj) darstellbar sind. Sie mag als die n** 
6^rfmdeinheit8wurzel bezeichnet werden und ist arithmetisch offenbar 
dadurch charakterisiert, daß sie unter den nicht-reellen Wurzeln einen 
fnüanmalen reellen und zugleich einen positiv-imaginären Teil besitzt. 

Es hat keine besondere Schwierigkeit, das Vorstehende (lediglich zu 
vorläufiger Orientierung) auf geometrischem Wege abgeleitete Ergebnis 
rein arithmetisch (und zwar, abgesehen von dem als gegeben anzusehen- 
den Satze über die Wuredexistene, sogar „rein algebraisch*', d. h. ohne Zu- 
hilfenahme „transzendenter** Funktionen) zu begründen. Wir sehen jedoch 
davon ab, da wir sehr bald Veranlassung haben werden, den für uns zu- 
nächst besonders wichtigen Fall n » 2”* ganz unabhängig von dem Fun- 
damentalsatze der Algebra und den daran geknüpften Folgerungen mit 



198 Abschnitt I. Kap. III. Rationale Fnnkt. e. kompl. Veränderlichen. Nr. 1. 

aller Ausführlichkeit zu behandeln^ andererseits für die Funktionentheorie 
der Zusammenhang der Einheitswurzeln mit gewissen transzendenten 
Funktionen späterhin doch nicht entbehrt werden kann. 

§ 24. Die Interpolationsformel von Lagrange. 

1. Aus dem Satze, daß jede ganze Funktion Orades n Nullstellen 
besitzt, folgt offenbar ohne weiteres der allgemeinere Satz, daß sie einen 
beliebig Torgeschriebenen Wert a für n (verschiedene bzw. auch sämt- 
lich oder teilweise „zusammenfallende'^) Stellen annehmen muß. Denn 
die ganze Funktion g{x) —* a wird für n Stellen , a:, zu 

und man hat somit g{x^ = a (für v = 1, 2, . . ., n). Dabei können aber 
wiederum unter den Zahlen beliebig viele einander gleich sein; ist 
dann etwa x' eine m-fache NuUstelle von g{x) — a, ist also g{x) — a 
durch {x — x'y^j aber keine höhere Potenz von {x — x') teilbar, so sagen 
wir analog mit der früher gebrauchten Ausdrucksweise: es nehme g{x) 
an der Stelle x ^ x den Wert a m-mal an und wir zählen eine solche 
Stelle wiederum für m Stellen mit dem Werte g{x') « a. 

Eine ganze Funktion n*®“ Grades, die irgendeinen Wert a öfter als 
n-mal annimmt, muß offenbar konstant^ nämlich durchweg =» a sein. 

An die vorstehende Betrachtung knüpft sich naturgemäß die Frage, 
inwieweit eine ganze Funktion Grades bestimmt ist, wenn statt 
der Nulistellen eine geeignete Anzahl von Stellen gegeben ist, für 
welche sie eine Reihe beliebig vorgeschriebener Werte annehmen 
soll. Wir zeigen: 

Es gibt stets eine und nur eine ganze FnnkHon höchstens 
vom n^ Grade, welche für (fi -f- 1) beliebig vorgeschriebene ver- 
schiedene Stellen (v = 0, 1, . ., n) die (w + 1) gleichfalls be- 
liebig vorgeschriebenen (verschiedenen oder auch teilweise gleichen) 
Werte y^ annimmt 

Beweis. Man kann zunächst eine ganze Funktion g,,{x) bilden, 
welche für die Stellen x^, . . ., x,,_^y • • •> ^» verschwindet und für 

a: — ajy den Wert y^ annimmt. Man hat nämlich nach Gl. (20) des vor- 
letzten Paragraphen (S. 194), falls y^ von Null verschieden: 

/i\ ^ ^ ^ (ag Xq) « • • (x 1) * (ag a?n) 

Formel liefert schließlich auch im Falle » 0 den passenden Wert, 
nämlich: 


g^ix) - 0. 
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Gibt man hier v der Reihe nach die Werte 0, 1, . . n und setzt: 

n 

( 2 ) 

0 

so ist 0{x) die verlangte ganze Punktion höchstens vom Grade. 
Denn setzt man (wo ft irgendeine der Zahlen 0, 1, . w bedeutet)^ 

BO verschwinden gi{x), . g^+i(x), . . g^{x), während g^(x) 

sich auf reduziert. Dabei kann sich offenbar der Grad G{x) dadurch 
erniedrigen, daß der Koeffizient von x^ bzw. die Koeffizienten von a?”, x**'~\ 
. . ., a;’*“*“*’* verschwinden, so daß dann G{x) schließlich nur vom (n — 1)^“ 
bzw. (n — ky^ Grade resultiert. 

Daß aber G{x) auch die einzige Funktion von der verlangten Be- 
schaffenheit ist, ergibt sich ohne weiteres daraus, daß jede andere ganze 
Funktion w**“ (oder niedrigeren) Grades, welche den gegebenen Bedingungen 
genügt, mit G{x) für (w + 1) Stellen übereinstimmen und somit mit 
G(x) identisch sein müßte Sind also die Werte y^ so be- 

schaffen, daß eine ganze Funktion y(x) von niedrigerem Grade als dem 
w*®“ existiert, derart daß: y{x^) = y^, y{Xi) — y^, . ., y{xj =* y^, so lie- 
fert Gl. (2) mit Sicherheit diese Punktion y{x). Andererseits wird nur 
durch den Zusatz, die zu konstruierende ganze Funktion solle hödtstens 
vom Grade n sein, die fragliche Aufgabe zu einer eindeutigen gemacht. 
Denn, läßt man diese Bedingung fallen, so gibt es unendlich viele ganze 
Funktionen der verlangten Art, nä.mlich alle möglichen von der Form 
G{x) + F(x), wo Fix) jede beiid>ige ganze Funktion mit den NuüsteUen 
x^iv =*» 0, 1, . . ., n) bedeutet, also jede, die den in Gl. (5) der folgenden 
Seite mit Fix) bezeichneten Faktor (w -f* 1)*®” Grades besitzt (selbstver- 
ständlich mit Einschluß von Fix) selbst). 

Die Gleichung (2) (in Verbindung mit Gleichung (D) wird als die 
Xayranyesche Interpolationsformel bezeichnet. Sind die x^, y, sämtlich 
reeU und schränkt man auch die Veränderliche x auf das reelle Gebiet 
ein, so löst dieselbe, geometrisch gedeutet, das folgende Problem : Durch 
(w -f 1) gegebene Funkte (ir,,yj eine parahölische Kurve n^ Grades, d. h, 
eine Kurve von der Gleiehungsform: y — + • • + 

zu legen. 

2. Die in Gl. (2) auftretenden Punktionen ^^(fl?) gestatten noch eine 
etwas einfachere Schreibweise als die in (1) angegebene. Ist: 

gix) — a^ix — x,)ix — ar,) • • • (a: — rrj, 
so folgt aus § 19, Gl. (18), S. 176, daß: 

n n 

3) g'ije) 

1 l 



200 Absclinitt 1 Kap. III. Rationale Fnnkt. e. kompl. Veränderlichen. Nr. 1. 


Hieraus folgt speziell, da für x ^ alle Glieder mit Ausnahme 

des für V ^ resultierenden verschwinden: 


Um mit Hilfe dieser Formel die Gleichung (1) su rereinfftchen, werde 
gesetzt: 

(6) (® — » 0 ) (x Äj) •••(* — •» -PC*)» 

also mit Benütsung von GL (4): 

/ \ P(«) 

iffW "* y» ‘ (« — *») » 

so dafi die ZoffraitffeBohe Ittterpolationsformel nunmehr die Form annimmt: 


( 6 ) 



_y. 

P'K) « — «, 


§ 25. SymmetriMhe Fnnldioiteit der Wnrseln einer algebnisehen 
Gleichung und deren Damtellung als Funktionen der Koeffizienten. 

1. Sind iPif Xf, . . x„ die n Nullstellen der gansen Funktion: 


g(x) = a,x"+ h «i« + «,, 

so hat mau: 

(1) + 

und andererseits: 

( 2 ) i^^(^t;-Xi){x-x,)-“{x-x,). 

**11 

Führt man die angedeutete Multiplikation aus und setat lur Abkürzung: 

I ^ » 


( 3 ) 


2 1 

0'.>n) 




n n-1 11 — 2 


-2 ®*i **.*».» 


8 11 

(»'i>»a>n) 




usf., d. h. bezeichnet man allgemein die Summe der (als Produkte aufzu- 
fassenden) Kombinationen (ohne Wiederholung) der Zahlen x^^ 
zur Klasse mit: 
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SO liefert die Vergleichung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 
X in den beiden Ausdrücken (1) und (2) die Beziehungen: 


( 4 ) 


+ », + 

V 

“«f “ 

»1*» 

«n ^ • • 


+ «„) 



- (- 


Vjl'* . »1, 




i ’ "" ( 1)" * 

« 

d. h. die durch den Koeffizienten von dividierten Koeffizienten von 
g(x) sind durch die verschiedenen Kombinationssummen der Wurzeln 
von ^(a;) 0 darstellbar. Daraus erkennt man wiederum, daß diese 

Koeffizienten durch die n Wurzeln bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt sind. 

2. Faßt man die Gleichungen (4) umgekehrt auf, so besagen sie, daß 
die Kombinationssummen der Wurzeln rational durch die Koeffizienten 
a, darstellbar sind. Diese Eigenschaft kommt aber einer sehr allgemeinen 
Klasse von Verbindungen der Wurzeln zu, von denen wir zunächst 
die sogenannten Potenzsummen: 

n 

v5) 8, — X/ + X,* 1- X* — ]^x/ 

1 

^wo also spesiell: «i — — •^~) i“ Betracht ziehen wollen. Um die Be- 
ziehung zwischen den und den Koeffizienten a, aufzufinden, vergleichen 
wir den uraprünglichen Ausdruck der Derivierten g'{x), nämlich: 


( 6 ) 

-=n •o.af-^-fCn— 1) • o».iX*-*-|- (n— 2)o,_,x"-*-i-(n— 3)ffl,_,x*-*H t-Oi 

mit dem im vorigen Paragraphen Ql. (3) benützten^): 

-i'iS. - - 0). 


1) In dem dortigen Zueammenhange unter der VorausBetzang, daß 
durchweg von einander verschieden, was aber für die Gültigkeit der Formel ohne 
Belang ist (vgl S. 176, Fußnote 1). 
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Um den letzteren nach Potenzen von x zu ordnen, bilden wir zu- 
nächst: 

g{x) — g{x;) 


X — X., 


+«n-r 


— X . 


X — X^ ■ »-* X — x^ 

oder, indem man die einzelnen Divisionen ausführt: 




( 8 ) 


X — x^ 


= + a„ X, a:"~* + «„ x* «"“* + + a,a;,"“‘ 

+ «n-l • «"“* + ««-1®.*"“® + H 

+ ««-s • *""* + «»-ü». + 

+ ««-* a:"“‘+- • + a«_»ar/"* 
+ 


+ <*11 


80 daß Gl. (7) mit Benutzung der Bezeichnung (5) die folgende Form 
annimmt: 


( 9 ) 

-wo,a:“-‘ + a,s, 




9\=c) 

* + a„Sj |a:"~“ + o„Sj 
+ «n-r'''l ' +®n-l®* 

+ ««»-* I +«.- 2*1 
+««.-» 


+ ®i.-l*n-2 

+ o,_,s„_s 

■l" ®ii-2*«-4 

+ 

+ (l,Sl 
+ «Oi- 


Durch Vergleichung der Koeffizienten der Ausdrficke (9) und (6) 
ergeben sich daher die folgenden Beziehungen: 


««St + ”««-1 - (« - 1)«— I 

««»2 + «n-iS, + = (n - 2)o,_, 

«»Ss + a,_is, + a,_jSi + «a,_, - (n - 3)a,_s 


«nS«_i + ««_iS,_t + «,_ 2 S«_s + • • • + «sSi + ««1 ” «1 

oder, .anders geschrieben, die „Newtonschm Formdn“: 
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[««*1 -1- 

«x-l - 0 






««s» + 

««-1*1 + 2o, 

o 

11 

«a 

1 




(10) ■ 

«»Ss + 

«x-l«» + 

**1 + 3«»-s =■ 0 





®n^n-l 

+ ««-iS.-s + + • • ■ + a,i 

4- 

(»- 

l)a,-0 

d. h. man hat 

allgemein: 





(lOa) 

««S,+ 


■ + ö«-x + lSl + ’«»»-x 

= 0 

(x = 

1,2, ..n-1), 


eine Rekursionsformelf mit Hilfe deren man zunächst als linearen Aus- 
druck in— und in mit ganzzahligen Koeffizienten 

und somit schließlich als ganze rationale Funktion von 
mit ganzzahligen Koeffizienten findet.') Es ergibt sich z. B.; 


(11) 


** — 


*«n-i 


S* = ^ (O*-. - 

- 3a„_,o,_iO, + 3a._,aä) 
usf. 


Will man allgemein für eine explizite Darstellung durch die Ko- 
effizienten a, ableiten, so setze man die Gleichungen (10) bis zur hin ' 
in die Form: 

o„s, -l-O-Ss-l f-Os, = -a„_, 

-t-0sj-}----l-0-s^ = — 2a,_, 

+ «»-iS, + a,»» + • • • + 0 • s, 3o,_, 


“«-* + 1*1 + + + ®i.-x + sS» H b *»s» 

(x-1, 2, .. ,n-l). 


xo. 


Als Determinante dieses Systems ergibt sich: 


( 12 ) 


a„ 0 0 ... 0 

o,_, a, 0 ...0 

o«-s 0,-1 a« • • • 0 

0 

l 

I ^n- x + 1®»— jc + J — x + S ’ * • 


X 


1) Ist ae 1, so erscbeinen also die Potenzsummeu 8 ^ als ganze Funktionen 
der Koeffizienten mit ganzzahligen Koeffizienten 
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Setzt man sodann: 

0 


(13) 








0 

• - ««-1 



0 





.1 «. 

• • — 3«„_s 



.x + 2 ®ii-x + S * • ^^n-x 





0 

•0 


2a„_j o,_i 

«n 

•0 

-(-!)* 


«.-1 • • 

•0 


— X x-*-l 

®n-x+2 

•«,-1 


-i-iy-j, 

BO ergibt sieb : 

(14) (x=l,2,...,n-l).*) 

Um eine Formel zur Darstellung ron für x ^ n zu finden, benutzt 
man die Identität: 

(15) + a„..i V“ ^ H + (hx^+ (v - 1, 2, . . n). 

Legt man hier dem Index v sukzessiye die Werte 1, 2, . . n bei, so er- 
gibt sich durch Addition aller resultierenden Gleichungen: 

(16) + • • • + a,Si + na, - 0, 

eine Formel zur Bereohnung von die offenbar noch genau die Gestalt 
der Formel (10) hat, bzw. für x ^ n daraus herrorgeht. 

Multipliziert man sodann Gl. (15) mit einer beliebigen positiyen 
ganzzahligen Potenz x/, so folgt, wenn man wiederum 1 / — 1, 2, . . ., n 
setzt und alles addiert: 

(11) «,«»+,+ + ••• + «! s,+i + «oS,-0 (p- 1,2,8,...), 


1) Löst man umgekehrt das Linearsystem (10) nach — auf, so ergibt sieh 


zunächst für X -B 1, 2, . . (n — 1): 




, (-ir 

x! 


1 0 ... 0 

S, §1 2 ... 0 

l*#, f, 8^ ...0 

^*-1 •jc-i 


Dieses Resultat gilt dann mit Hinzunahme yon Gl. (16) auch noch fär x — n. 
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also eine Rekursionsformel zur Berechnung von für ^ 1, 2, 3, . . . 

(fflr j) — 0 geht dieselbe, wegen — n, wieder in die Formel (16) über).^) 
Es ergibt sich somit das Resultat: 

Die Potenesummen beliebigen (posüwen, ganescMigen) Grrades 
der n NuUstdlen einer ganzen Funktim (Wurzdn einer Gleichung) 
n*^ Grades sind cds ganze Funktionen der durch a„ (d. h. durch 


1) Die Gleichung (17) bleibt offenbar auch richtig, wenn man p durch — p 

n 

ersetzt (wobei dann selbstverständlich die Bedeutung von^^a?"* hat) Nimmt 

1 

man speziell p »■ — 1, so wird: 

1 + ®n-“ 1 - * "f" * * * “i" ^0 + ®0 1 ~ ® • 

Man kann also zunächst mit Hilfe von •*•7 ^n-i rational durch die 

Koeffizienten ansdiücken. Ebenso läßt sich dann mit Hilfe von 8}, 

als rationale Funktion der Koeffizienten darstellen usf. 

Man kann aber auch 8_i, 8.,, . . direkt^ d. h. ohne die Vermittelung von 

8j, 8,, . 8„.i, durch die Koeffizienten ausdrticken Setzt man nämlich — ^ 

so geht g{x) nach Multiplikation mit über in: 

f(y)^a^y^ + H h «n-i3/ + «n- 

Bezeichnet man dann die Wurzeln von f(y) mit y^ (v =« 1, 2, . , w), so hat man: 




und daher: 






d h. die 8_„ drücken sich genau in derselben Weise durch die Koeffizienten von 
fiy) aus, wie die 8^ durch diejenigen von g{x). Man findet also nach Analogie 
von '11): 

8_i => - 




1 


»(«.’ — 2«t) 


1 


(«,* — »«.»i «« + «o’“.)- 

und allgemein geht 8^^ aus hervor, indem man jeden Koeffizienten 

«»-w (*^=*0, 1, 2, .. ) 

durch tty ersetzt Es erscheint somit 8^^ als ganze Funktion von 

i?L., £«., fs. bzw. ^ (*^«) 

Ist also speziell l, so erscheinen die 8_^ als ganze Funktionen von 

Oj , Oj , . . a^ bzw^. , Oj , • • 7 

mit ganzzahligen Koeffizienten. 
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den Koeffizienten von x^) dividierten Koeffizienten mü ganzzahligen 
Koeffizienten darstMmr. 

Oder auch^ da ja die Quotienten — (v =» 0, 1, . . ., n — 1) den mit be- 
stimmtem Vorzeichen versehenen Kombinationssummen der gleich sind: 

Die Potenzsummen der n Elemente x^, x^; • • •> sich 

als ganze Funktionen der Kombinationssummen mit ganzzahligen 
Koeffizienten darstdlen. 

3. Die Eombinations- und Potenzsummen von n Elementen x^^ 
x^y . . .y x^ besitzen die gemeinsame charakteristische Eigenschaft^ daß 
sie ganze symmetrische Funktionen jener n Größen sind, d. h. daß sie 
ungeändert bleiben, falls man irgendzwei Elemente x^y x^ miteinander ver- 
tauscht. Es läßt sich nun zeigen, daß jede ganze symmetrische Funk- 
tion von x^y Xfy . . ., x^ als ganze Funktion der Potenzsummen und 
somit, falls man wiederum die x^ als Nullstellen einer ganzen Funktion 
g(x) a^x** -f + • • • + a^x + öq auffaßt, als ganze Funktion 

der (i/ « 0, 1, . . ., n — 1) sich darstellen läßt. 

Hierzu betrachten wir zunächst einen Ausdruck von der Form: 

(18) ?), = 9> [Pu Pt, • • v P„] 

WO die beliebige, aber feste positive ganze Zahlen bedeuten, die zu- 
nächst ausdrücklich als sämtlich verschieden angenommen werden, und 
wo die angedeutete Summation auf alle möglichen Kombinationen zur 
Klasse n^st Permutationen von n Elementen x^, , . ,y x^ (Anzahl: 
n(n — 1) • • • (n — X -1- 1)) sich erstrecken soll,^) Der Ausdruck stellt 

dann offenbar eine ganze symmetrische Funktion der x^y x^y • • .y dar, 

da bei einer Vertauschung von x^ und lediglich die Reihenfolge der in 
<)P^ enthaltenen Summanden geändert wird. 

Man hat nun zunächst: 

(19) 9>i - 9> Ol] " V 

1) In ausführlicheier Schreibweise hätte man also: 

1 1 I 

wobei aber die Summation so einzuschränken ist, dafi niemals irgendzwei der 
Indizes v, , v, , • . , t'x einander gleich werden sollen. — Man bezeichnet eine 

ganze Funktion mehrerer Elemente bzw. Variablen bei der jedes Glied die 
gleiche Anzahl n von Faktoren Xy, enthält als homogen vom Grade n. Die sind 
also homogen vom Grade Pi H hPn- 
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Bildet man sodann: 

«P. • =2 '2 K ' =2 +2 


= 9>»+S,.+ft, 

SO ergibt sich: 

(20) 

Angenommen nun^ man hätte für irgendeinen Wert x das zugehörige 
in ähnlicher Weise wie g)^ als ganze Funktion von Potenzsummen 
mit ganzzahligen Koeffizienten dargestellt, so bilde man: 






-t-i *1 


XP‘ 


Pa . . . XP», 
a Vx ^ 


wobei sich durch Ausführung der angedeuteten Multiplikation ergibt: 
s CP = / xP^ xP^ ■ • xP>f xP*^ + ' 4- ^ xP^ +/>x n .r ‘ 4- • • • 4- 


+ 


2 


Xf^XP^ 


xP*~ * 1 

• X-l »X 


^x + l + 9[Pi + Px+i,!»», • • • l>x] + • • • + 
+ 9rpi,i>», -Px-i.Px+Px+i] 


und daher: 


(21) Vx+i = * 1 .« + , • 9>x - vLPi + J>x+i; A. • • • i>xl 

- ybl, J>», • • • 1>X + 1> J>x + i>x + l]- 

Da die rechts auftretenden ^-Funktionen durchweg von der Form 
g>^ sind (d. h. da jeder ihrer Terme aus x Faktoren besteht), so sind sie 
infolge der gemachten Voraussetzung sämtlich als ganze Funktionen der 
Potenzsummeu mit ganzzahligen Koeffizienten darstellbar, und somit lie- 
fert Gl. (21) das gleiche Resultat für 9>x+i* Nachdem aber die Möglich- 
keit der fraglichen Darstellung für g)^ erwiesen (Gl. (20)), gilt sie nun- 
mehr für den gtmächst höheren und damit schließlich für jeden höheren 
Index X. 

Die vorstehenden Resultate erleiden eine leicht zu übersehende Ab- 
änderung, wenn mehrere der Exponenten einander gleich sind, da als- 
dann bei der Bildung von allen überhaupt möglichen Permutationen Gruppen 
von gleichen Gliedern Vorkommen werden, die man behufs Herstellung 
der einfachsten symmetrischen Funktionen der betrachteten Art offenbar 
auf je ein einziges Glied reduzieren kann. Ist z B. j?, = jp,, so liefert die 
Permutation xp^ • a;/» und xp^ • x^p* für jedes Wertepaar (i, v den näm- 
lichen Ausdruck und die Gesamtzahl der wirklich verschiedenen Glieder 
reduziert sich somit auf die Hälfte der ursprünglichen. Hätte man 
p^ wmp^ — würde aus xj^x^xj^ für die 3! möglichen Permutationen 
jedes Wertesystems A, ff , v immer wieder dasselbe Glied zum Vorschein 



808 Abschnitt I. Kap. HI. Rationale Funkt, e. kompl. Veränderlichen. Nr. 1. 


kommen, d. b. die Anzahl der verschiedenen Glieder reduziert sich auf 
~ a= ~ der ursprünglichen. 

Allgemein: Sind unter den x Exponenten • • -f Px 

..., einander gleich (wo die einzelnen und 

xmd bezeichnet wieder die Summe cMer überhaupt möglichen Permuta- 
tionen, dagegen lediglich die Summe aller möglichen, 

wirklich verschiedenen Glieder, so hat man: 


( 22 ) 




m, ! iti, ! . . . ni;i ! 




WO die genau die frühere Bedeutung haben. 

4. Betrachtet man jetzt eine beliebige ganze symmetrische Funktion 
G{Xiy . . ., x^y so ist leicht zu erkennen, daß eine solche immer nur 
aus einem Aggregat von Funktionen der Form Sx^^x^*. . . bestehen 
kann. Denn da ein Glied von der Form (L • x^^x^'. . . bei Vornahme 
aller möglichen Permutationen der x^ sukzessive in die sämtlichen ver- 
schiedenen Glieder der oben mit bezeichneten Funktion übergeht, so 
muß der Ausdruck G(a;,, rr,, . . ., x^ von vornherein schon die Gesamt- 
heit der durch dargestellten Terme enthalten, wenn 

keine jener Permutationen eine VeiÄnderung von G hervorbringen soll. 
Somit ergibt sich mit Benützung des in voriger Nummer entwickelten 
Resultates der Satz: 

Jede ganze symmetrische Funktion von n Elementen: G{x^y 
^n) ^ ganze rationale Funktion der Potenz- 

summen, also auch als solche der Kombinationssnmmen dar stellen 
(und zwar wiederum mit ganzzahligen Koeffizienten, wenn die Koef- 
fizienten von G ganze Zahlen sir^). Sind also x^, . . x^ 
die n Nullstellen von g(x) + • • • + + «o» 


so ist G{x^, . . ., x^) als ganze Funktion von ^ > • • •> 

darstellbar (eventuell, wie oben, mit ganzzahligen Koeffizienten). 


§ 26. Division und größter gemeinsamer Teiler zweier ganzer 
Funktionen. — Darstellung des Quotienten zweier ganzen Funk- 
tionen durch einen Kettenbmch. 

1. Es sei n ^ m und: 

m ”■ + • • • + «1® + «0 

(/■(*) — H h 6,a: + fco- 

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit: ^ und sub- 
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trahiert sie von der ersten^ so folgt: 

^2^ UC») — ■ a?""’“ • f{x) - • • • + 

I = h^{x), 

wenn gesetzt wird: 

(2a) ci’l, = «A-*» 

Die Koeffizienten (v — 0, 1, . . (n — 1)) sind also homogene*) ganze 
Funktionen 2^” Grades von a^, b^, . . ., b^. Sie können in dem 

,, allgemeinen Falle^^ durchweg als von Null verschieden gelten, d. h. solange 
die ganz tvillkürliche Zahlen vorstellen, zwischen denen nicht von 

vornherein irgendwelche speziellen Beziehungen von der Form c^^^ « 0 
bestehen ist diese Bedingung nicht erfüllt, so erleidet das im folgenden 
beschriebene Verfahren nur diejenigen Abweichungen, die sich durch das 
NuUsetzen der in Frage kommenden Koeffizienten unmittelbar ergeben. 
(Vgl. Fußn. 1 der folgenden Seite.) 

Die in 61. (2) mit h^{x) bezeichnete ganze Funktion ist, falls 
insbesondere in dem „allgemeinen^* Falle, genau vom Grade n — 1 und 

beginnt mit dem Gliede: • ic"-*. Ist jetzt m ^n — \ y so kann man 

auf das Funktionenpaar h^(x), f{x) dieselbe Operation an wenden, wie zu- 
vor auf g{x)y fix) und erhält auf diese Weise eine Beziehung von der Form: 

^ 3 ^ I K{x) - • a;"-"-* • fix) = ^ - + Cil»)a:+Co<*>) 

' I ” “W, 

wenn gesetzt wird: 

(3a) c^^^ ^ ~ ob — d^^ ,6 , • d *^ , ** ob — , fc of • • • usf., 

so daß also die homogene ganze Funktionen 2*^’^ Grades der und 
b^y somit schließlich solche 5^“ Grades der a,, fc,, sind. Analog findet 
man, falls m ^n — 2: 

(4) p. W - 

I 

und in dieser Weise weiter fortschließend, allgemein: 

1) DieseB Bildungsgefietz erstreckt sich bis a© — ®n^o» m^n 

ist. Ist dagegen m<C^n^ etwa: m^n — 1, so reduziert sich auf Im 

Falle: m^n — 2 wird außerdem auch : » % h„^, usf. 

2) S. Fußn. 1), S. 206 

Pringiheim, Vorlesungen 11, 1 


14 
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wo die (v « 0, 1, . . (m — 1)) homogene ganze Funktionen 

(n — m + 2)*®" Grades der sind. Durch Addition der Gleichungen 
(2), (3), (4), . . (5) und Weglassung der beiden Seiten gemeinsamen 
Summanden h^(x), \{x\ . . h^_^{x) ergibt sich also: 

anders geschrieben: 

( 7 ) 


g{x) - f{x^ • q{x) + r(x), 


wo: 


(7aJ 


9ix) - ^ 

+ H 1- 

»•(®) - K-m+i(^) = + 

''ni 


und die homogene ganze Funktwnen (A + 1)^ Grades (A =* 1, 2, . . ., (n— w)) 
der a^, \ sind. Das vorstehende Ergebnis kann zunächst folgendermaßen 
ausgesprochen werden: 

Den beiden ganzen Funktionen f(x) und g(x) von den Graden 
m und fl, tco m^n^ läßt sich eine ganze Funktimi q(x) vom 
Grade n--m und eine andere r{x) höchstens^) vom Grade m — 1 
zuordnen, derart, daß für jedes x die Gl. (7) besteht 
2. Diese Aussage läßt sich noch durch den Nachweis vervollständigen, 
daß stets nur ein solches Funktionenpaar q(x), r(x) vorhanden ist, sofern 
man nur r(x) der Bedingung unterwirft, höchstens vom Grade m — 1 
zu sein. 

Angenommen, es bestände neben der 61. (7) noch die folgende: 
g(x) — f(x) • qi(x) + ^i(^) (wo r^(x) von einem Grade ^ m — • 1), 
so würde folgen (für jedes x): 

»•i (®) - == /■(*) • (?!») - «1 

eine Gleichung, die nur möglich i^, wenn beide Seiten identisch Null 
sind. Denn andernfalls müßte r.^^{x) — r{x'), d. h. eine ganze Funktion 
von einem Grade ^ f» — 1, den Teiler m***“ Grades f{x\ also mindestens 
m Wurzeln haben. Man findet also zunächst: 


r^{x) = r(x) 

und, da f(x) nicht identisch verschwindet, auch: 

«i(«) =«(«)• 


1) d. h. der Grad von r{x) kann (geradeso wie derjenige der mit \ 
^n-fn(^) Gezeichneten Polynome) sich eventuell emiedtigen, wenn zwischen den 
Oy, by spezielle Beziehungen bestehen. 
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Es gibt also in der Tat nur eine einzige Darstellung von g{x^ nach Art 
dir in Gl. (7) gegebenen. 

Das in der vorigen Nummer eingeschlagene Verfahren zur Bestim- 
mung der beiden Funktionen q{x) und r{x) wird als („algebraische^^) Di- 
vision von g{x) („Dividendus^) durch f{x) („Divisor^) bezeichnet, wie 
durch die folgende Schreibweise: 


( 8 ) 


9(x) 

tlx) 


= q(x) + 


r{x) 

fix) 


noch deutlicher zum Ausdruck gebracht wird. Dahei heißt q{x) {stets 
vom Grade n — m) der („unvollständig^^) Quotient, r(x) (im allgemeinen 
Falle stets vom Grade »j — 1, hei Spezialisierung der eventuell 

von niedrigerem Grade) der Best der Division, 

3. Sind insbesondere die o, , h„ so beschaffen, daß: 


( 9 ) 


Mn-m+1) „ Q An- m+1) _ Q (n~m+l) _ Q 

^/ w -1 ^ nt-2 ^9 •' -9 ''0 — ^9 


SO wird nach der zweiten Gl (7 a) r{x) = 0 für jedes x und daher: 


[ 10 } 


0(x) = f{x) ■ q{x), 


d h. in diesem Palle ist f{x) ein Teiler von g{x) (somit q{x) („voU- 
ßtändiger^O Quotient), Umgekehrt: Soll f(x) ein Teiler von g(x) sein, so 
muß auch die rechte Seite von Gl (7) den Teiler f{x) haben, also muß 
r(x), als von niedrigerem Grade, als f{x), identisch verschwinden^ es müssen 
also schließlich die Gleichungen (9) bestehen Hiernach ergibt sich: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Teilbar- 
keit von g{x) (vom Grade n^m) durch die ganze Funktion w*®" 
Grades f{x) besteht in den Gleichungen (9), d h. in dem Ver- 
schwmden von m in bestimmter Weise aus den a, , b^ zusammen- 
gesetzten homogenen ganzen Funktionen (n — m 2)^” Grades, 
Sind dagegen die h, so beschaffen, daß r[x) sich auf eine von Null 
verschiedene Konstante r reduziert, d. h. bestehen die Bedingungsglei- 
chungen (y) mit alleiniger Aufnahme der letzten (so daß also: + 

= r + 0), so wird: 

(11) gix) fix) ■ q{x) + r 

und, da hiernach g{z) und f(x) für kein einziges x gleichzeitig zu Null 
werden können, so haben in diesem (aber nicht etwa nur in diesem) Falle 
g{x) und f{x) keine einzige Wurzel, also auch keinen Teiler gemein und 
werden, analog wie bei der entsprechenden Beziehung zwischen ganzen 
Zahlen, als relativ prim (teilerfremd) bezeichnet. 

4. Schließt man die beiden soeben besprochenen, auf die Beschaffen- 
heit von r{x) sich beziehenden Spezialfälle für die weitere Betrachtung aus, 
wird jetzt also angenommen, daß r{x) weder Null, noch eine von Null 
verschiedene Konstante ist, so ist also r{x) eine ganze Funktion von x, 

14* 
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höchstens Tom Grade m — und zwar genau von diesem Grade, wenn 
^ sonst von niedrigerem Grade. Alsdann wollen wir, da es 
sich im folgenden um eine Fortsetzung des bisherigen Divisionsverfahreiis 
nach dem Schema des EuJclidiscken ALgorithmus handelt an Stelle von 
gf(a?), r(ar) die Bezeichnungen g^{x)^ ^i(^) einführen, so daß also Gl. (7) 
die Form annimmt: 

g{x) = fix) • q^{x) + r^ix). 

Diese Gleichung zeigt zunächst, daß jeder gemeinsame Teiler von f{pc\ 
und r^{x) auch ein Teiler von g{x) ist und, wenn man sie auf die Form 
bringt: 

- 9(x) - /■(«) • 


daß auch umgekehrt jeder gemeinsame Teiler von f{x) und g{x) ein Teiler 
von r^{x)j somit ein Gemeinteiler von f{x) und r^{x) sein muß. Man 
wird also durch Anwendung des oben angegebenen Di visions Verfahrens 
nunmehr eine Beziehung von der Form hersteilen: 

fix) - »•,(«) • qyix) + r^ix), 

welche wiederum zeigt, daß im Falle jeder Gemeinteiler von 

f{x) und r,(a?) auch ein solcher von r^{x) und r^{x) sein muß. Dabei 
ist r^{x) von niedrigerem Grade als (der diesmalige Divisor) also 

höchstens vom Grade »t — 2 (bzw. genau von diesem Grade, falls nicht 
infolge spezieller Beziehungen zwischen den a„, eine Erniedrigung des 
Grades ein tritt). Man findet, falls r^(x) + 0, sodann weiter: 

y, (*) = r, («) • q^ (x) + y, («) usf. 

Da der Grad der Reste r^{x), ^ w — 1 beginnend 

bei jedem Schritt um mindestens eine Einheit sich erniedrigt, so muß 
schließlich einmal als Rest eine ganze Funktion nuUten Grades, also eine 
Konstante auftreten, und da diese letztere, falls sie von Null verschieden 
sein sollte, wiederum noch als Divisor dienen kann, in jedem Falle schließ- 
lich der Rest Null erscheinen. Man erhält also zusammenfassend ein 
Gleichungssystem von folgender Form: 


( 12 ) 


(g(x) = 

/"(»)• 

3o(«) + f 

i(*) 


yi(a;) 



r^{x)= 

y,(a;) 

• 9»(») + 

y,(a?) 



-i(») • 9*- 

.i(») 


- »•*(«) • «*(«)• 



Dabei ist im yflUgemeinen^^ Falle (genauer gesagt, wenn zwischen den 
überhaupt keine Beziehungen bestehen oder doch zum mindesten keine 
solche, welche eine Grademiedrigung irgendeines r^x) zur Folge hätte) 
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r, vom Grade m — 1 / (i/ — 1 , 2 , . . ä) und daher = 

eine von Null verschiedene Konstante^ folglich, wie die vorletzte Qieichung 
zeigt, rj^_^{x) und r*_i(a;) relativ prim — schließlich also auch f{x) und 
g{x) relativ prim. Das analoge findet offenbar auch im Falle ]e<m statt, 
wenn als rj^{x) eine von Null verschiedene Konstante erscheint. 

Ist dagegen r^^ipo) nicht konstant (was nach dem eben Gesagten nur 
im Falle % < m eintreten kann), so geht aus der vorletzten der Gleichungen 
( 12 ) hervor, daß und den Oemeinteüer rj^{x) haben, und 

zwar, wie unmittelbar ersichtlich, als y^rößten^‘ Gemeinteiler (d. h. als 
solchen vom höchstmöglichen Grade). Das gleiche gilt dann für r^__^ und 

usf, schließlich für f{x) und g(x). 

Hiernach läßt sich der größte Gemeinteiler zweier ganzer Funktionen 
ohne Kenntnis der gemeinsamen Wurzeln durch ein dem Euklidischen 
Algorithmus für ganze Zahlen nachgebildetes Divisionsverfahren berechnen 
bzw. auf gleichem Wege das Nichtvorhandensein eines (nicht konstanten) 
Gemeinteilers feststellen. 

5. Die Gleichungen (^12) lassen sich, wenn man statt g{x)j f{x\ 
r^[x) zur Abkürzung g^fy r^ schreibt, in die Form setzen: 




(13) 


1 r. 

“ == S 2 + ^ 





‘Tk-i 


9t-i + 


»•* 

»•*-1 


= <lk-i 



rk-\ 

U 


2 *- 


Durch sukzessives Einsetzen der zweiten bis letzten dieser Gleichungen 
in die erste gewinnt man für den (vollständigen) Quotienten der beiden 
ganzen Funktionen g{x) und f{x) die folgende JSTc^fenfrmJÄdarstellung^): 


(14) 


9_ 

f 




+— + 

^1«. ^ 


+ 


^1 

IS*-i 


+ 


11 . 

I&' 


Dabei ist allemal vom Grade n — m, ferner im „allgemeinen“ Falle 
Ä — w jede der ganzen Funktionen 3 ,, q^, . . 2 * linmr, während im 


1) Bezüglich der Schreibweise vgl I,, § 88, S. 678, Formel (9) Der Ketten- 
brach gebürt der sog. ersten Hanptfom an: s. a. a. 0 § 94, S. 710. 
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Falle besonderer Beziehungen zwischen den a^, die Anzahl Ä* der 
(y ^ 1) sich vermindern, der Grad sich entsprechend erhöhen kann (wo- 
bei die Summe der Grade von bleiben muß) 

Bezeichnet man den v*®*' Näherungsbruch des obigen Kettenbruches 

mit so daß also ^ und für v ^ 1 : 

Vv Vo 


(15) 


El. 

Q. 


«0 + 1^ + 


IJ 

kt 


+ • • + 


1 , 
i3v’ 


SO gelten bekanntlich für v'^2 die Rekursionsformeln : 

( 16 ) ^ + P_, == g, 

mit den Anfangsgleichungen: 

I -pQ “ öo “ ^ 

i-Pi = 3i3o + l Öi = «i. 


(16a) 


woraus hervorgeht, daß die P^, ganze rationale Punktionen sind, deren 
Grad gleichzeitig mit v beständig zunimmt. Ferner gilt für v ^ 1 die 
Beziehung*): 

(17) 

welche zeigt, daß P^, (v ** 1, 2, . , k) stets relativ prim sind Nun 
ist insbesondere: 


(18) 


9 

f 


Q,' 


p 

Besitzen also g und f einen gemeinsamen Teiler, so stellt also ^ die von 
diesem gemeinsamen Teiler befreite Form (den „reduzierten Wert‘‘) des 


Bruches — vor. 

Sind dagegen g und f relativ prim und bringt man Gl. (18) auf die 
Form: 


so folgt zunächst: 



f 

liK 


= X, 


Da aber g und f ganze Funktionen ohne gemeinsamen Teiler sind, so 
muß X eine Konstante sein Bezeichnet man diese mit so wird: 

(19) Pu-c.g Q,^cf 

und es geht daher die Gl. (17) für v — Ä- nach Multiplikation mit (— l/"‘ 


1} A. a. 0. § 89, S. 681, letzter Absatz 

2) A. a. 0. § 90, Nr. 3, S. 689, Formel (I) and letzter Absatz 
8) A. a. 0. § 92, S. 696, Gl. (VI). 
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in die folgende über: 

(20) (- • e, + (- 1, 

deren Inhalt folgendermaßen ausgesprochen werden kann: 

Sind g{x)j f{x) relativ prim^ so besteht für jedes x die Be- 
ziehung: 

(21) <p{x) ■ g{x) + y(x) ■ f{x) - 1, 

wenn die beiden ganzen Funktionen (p(x), y(x) definiert werden 
durch die Gleichungen: 

(22) y(*)-(-l)*-’c.Q*.,(®) y(*) = (-l)‘c-P*.,(®), 
(wo die Konstante c aus einer der Gleichungen (19) durch Ver- 
gleichung dei' Anfangsglieder zu bestimmen ist). 

Da ^*-1 von niedrigerem Grade, als bzw. P^, so folgt 

aus den Gleichungen ( 22 ) und (19), daß der Grad von fp{x) niedriger, 
als der von f(x) (also ^m—1), derjenige von y{x) niedriger als der von 
g{x) (also ^ w — 1). Da andererseits Gl. (21) zeigt, daß die Produkte 
q>{x) • g{x) und y{x) • f{x) den gleichen Grad besitzen müssen, so folgt, 
daß der Grad von fp{x) die Form w — A, derjenige von y{x) die Form 
w — A haben muß (wegen (m — A) + n — (n — A) + m), wo A ^ 1. 

Im übrigen läßt sich zeigen, daß es nur ein Funktionenpaar tp{x), 
y{x) (nämlich das durch die Gleichungen (22) definierte) vom Grade 
^ m — 1 bzw. ^ w — 1 gibt, welches die Beziehung (21) befriedigt. 
Denn, wäre auch noch: 

(23) tp^ix) ■ gix) + yi(ar) • f(x) - 1 

(wo ep^{x)j yx{x) den genannten Gradbeschränkungen unterliegen sollen), 
so hätte man: 

(24) (tpi{x) — q>{x)) ■ g{x) — {y{x) — y,(a:)) • f{x), 

eine Gleichung, die unter der über (Pi{x)y yi{x) gemachten Voraussetzung 
nur möglich ist, wenn beide Seiten identisch Null sind, wenn also: 

(«'> = <p (®) ri (*) = y{x)- 

Denn andernfalls müßte die linke Seite Ton Gl. (24) den Teiler f(x) 
haben ^), was unmöglich ist, da f{x) rdativ prim zu g(x) und 91 , (x) — g>{x) 
höchstens vom Grade m — 1 . 

(Dagegen gibt es unendlich riele der Beziehung (23) genügende 

1) Dieser SchluB beruht auf dem folgenden mit Hilfe des EuMidiidten Äl- 
gorithmuB (12) leicht zu beweisenden Hilfssaize: 

Sind f{x), g{x) rdativ prim und ist 7 lf(x) eine beliebige ganze Funktion, so 
muß jeder Oemeinteiler von g{x), ^(a?) und f{x), ein Teiler von iff(x) sein (Beweis 
genau, wie der entsprechende fflr ganze Zahlen statt ganzen Funktionen: vgl. 1^, 
§ 6, Nr. 3, S. 86). 
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q>i(x), yi(x) Ton höherem Örade. Soll nämlich Ol. (23), also auch Ol. (24) 
möglich sein, so muß f(x) ein Teiler von und ebenso g(x) 

ein Teiler Ton yi{x) — y(x) sein, also: 

q>^{x) - ip(x) =- Ä(a:) • f^x) y,(a:) - y{x) = k(x) -gix), 
wo h{x), k{x) irgendwelche game Funktionen (eTentuell auch nuiUten 
Grades, also Konstanten) bedeuten. Da durch Einsetzen dieser Ausdrücke 
in 01. (24) eich ergibt: 

h{x) • f{x) • g(x) = — k{x) • g{x) • f{x) d. h. k(x) = — h(x), 
so folgt zunächst: Alle qp, (x), y, (x), welche der 01. (24) genügen, sind in 
der Form enthalten: 

(25) g>i(x) -g>(x) + h(x) • f(x) y, (a;) = y («) - h(x) ■ g(x). 

Man überzeugt sich sodann durch Einsetzen in &]. (23), daß alle diese 
Ausdrücke auch der letzteren Gleichung genügen.) 


§ 27. Gebrochene rationale Funktionen. — Partialbrttche. 


1. Als gd)rochene rationale FuMion bezeichnen wir einen Bruch, 
dessen Zähler und Nenner ganze rationale Funktionen sind, mit Einschluß 
des Falles, daß der Zähler sich auf eine Konstante reduziert.^) Aus dieser 
Definition und den Regeln für das Rechnen mit Brüchen folgt ohne 
weiteres, daß Summen und Produkte beliebig vieler gebrochener ratio- 
naler Funktionen wieder derartige Funktion n darstelleu (die sich unter 
Umständen auf eine ganfize rationale reduzieren kann). 

Ist der Grad des Zählers niedriger als der des Nenners, so heißt die 
Funktion echt gebrochen, andernfalls unecht gebrochen. 

Ist eine unecht gebrochene rationale Funktion, also, wenn p 

den Grad von G{x\ n denjenigen von g{x) bezeichnet, p ^ w, so kann 
man nach Gl. (7) des vorigen Paragraphen setzen: 

(1) G{x) = g(x) • q{x) + r{x ) , 

WO q{x) eine ganze Funktion vom Grade p — n, r(x) eine solche von 
einem Grade ^ n — - 1. Daraus folgt, daß: 


( 2 ) 


< ?(«) , 


«(») + 


r^) 


d. h. eine unecht gebrochene rationale Funktion läßt sich (und zwar, wie 
aus dem Zusammenhänge hervorgeht, auf eine einzige Weise) zerlegen 


1) Bezeichnet man zur Abkürzung ganze rationale Funktionen schlechthin als 
ganze Funktionen, so pflegt man unter rationalen Funktionen (ohne Zusatz) schon 
gebrochene rationale Funktionen zu Terstehen, während genau genommen dieser 
Ansdmck beide Kategorien umfaßt 
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in die Summe einer ganzen Funktion (die sich im Falle p ^ n auf eine 
Konstante reduziert) und einer echt gebrochenen Funktion. Wir brauchen 
uns daher im wesentlichen des weiteren nur mit edit gebrochenen Funk- 
tionen zu beschäftigen. 

Jede (echt oder unecht) gebrochene rationale Funktion besitzt an 
jeder Stelle Xy für welche der Nenner von Null verschieden ist, nicht nur 
einen bestimmten endlichen Wert, sondern ist daselbst als Quotient 
zweier stetiger Funktionen stetig?) Dies gilt für eine echt gebrochene 
Funktion auch in bezug auf die Stelle x ^ oo. Denn hat man: 


so folgt: 

(4) Ji(i) - 

und daher: 


‘ -|- ' + • • -(- ^1 a' + 


+ • • + o, a: -|- a. 


(m < n), 


'*+ K-t 


«n+«»-iy+ 


( 5 ) 

Außerdem auch: 

^6) 


= 0, also:*) Ä(oo) = 0 

\ y ' 

Inn Il{x) = lim JfJ ^ ^ ^ 0, 


so daß also R{x) für x-^oo auch stetig ist. Letztere Eigenschaft bleibt 
auch noch für eine unecht gebrochene Funktion im Falle w = n erhalten 
(wenn sich also die in Gl. (1) mit q{x) bezeichnete ganze Funktion 

auf die Konstante ^ reduziert) mit dem Unterschiede, daß alsdann 

.R(oo) =» lim J2(a;) — — wird. Ist dagegen n > wi, so wird, wie Gl. (2) zeigt, 
lim R{x) unendlich von der Ordnung n — m. 

ap->oo 

2. Es sei nun eine NuUstelle des Nenners der echt gebrochenen 

fix) 

Funktion R{x) = also: g{x^ == 0. Dann besteht zunächst auch für den 
Zähler die Möglichkeit: f{x^ — 0. In diesem Falle würde also die Funk- 
tion R{x^) unter der Form erscheinen, wäre also nicht definiert. Man 
könnte ihr dann definitionsweise den Wert lim R{x) beilegen. Zweck- 
mäßiger erscheint es (was im Effekt für die Wertbestimmung von B,{x^ 
auf dasselbe hinausläuft), R{x) von vornherein in eine Form zu setzen, 
die das gleichzeitige Nullwerden von f{x) und g{x) ausschließt, d. h. f{x) 
und g{x) von etwa vorhandenen gemeinsamen Teüern zu befreien, was sich 
ja nach dem im vorigen Paragraphen gelehrten Verfahren (s. insbeson- 
dere S. 214 Gl. (18)) stets bewerkstelligen läßt. 


1) Vgl. § 16, Nr. 6 (S. 146) 

2) Vgl. § 15, Gl. (8), S. 143. 
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Wir können daher, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, von 
jetzt ab annehmen, daß f{x) und g{x) relativ prim sind. Die gebrochene 

Funktion - , , mag dann als irreduzibel bezeichnet werden. Da dann ins- 
besondere: f{x^ + 0; so folgt: 

^ 0 (übrigens auch: lim = 0) , 

und somit: 

( 7 ) B{x,)^oo, 

Um über die Art des Unendlich Werdens von It{x) für x x^ genauere 
Aussagen zu machen, werde angenommen, daß x^ eine Wj- fache Null- 
stelle von g{x), also: 

(8) //(*) = {x- * 1 )"* • g^(x), wo: + 0 . 

Alsdann ergibt sich: 


/Q\ lim — > \ = • — f ^ \ = -A, £?. Ä. enaucn una von isuii verscmeaen 
und daher: 

(10) lim It{x) = lim - - = .4 • lim - - ^ - -- , 

d. h. R{x) wird für x x^ so unendlich, wie — ^ anders ausge- 

(x — x^ 

sprechen so, wie für y —► oo, also nach der früher eingeführten Aus- 
drucksweise (§ 20, Nr. 3, S. 182) von der Ordnung n^. 

Die Beziehung (10) zeigt, daß B,{x) in der Nähe der Stelle x ^ x^ 

sich „nahezu" so verhält, wie der Bruch — - • Um die Art der An- 

näherung bzw. die Abweichung von diesem Bruche genauer beurteilen 
zu können, bilden wir die Differenz: 

dl) __ A ^ fix) (x) ^ 

9 \^) ix — x^y^ ix — ix) 

Da nach Gl (9): 

/■(ari) - A-gi{x^)^0, 

also die ganze Funktion: f{x) — A • gi{x) (die Mchstens vom Grade n — 1) 
die Wurzel x x^, mithin den Teiler x — x^ hat, so kann gesetzt werden: 

( 12 ) 

WO fiip) eine ganze Funktion höchstens vom Grade n — 2, und Gl. (11) 
läßt sich daher in die Form setzen: 

(13) - — + fwo: ^ . 


endlich und von Null verschieden 
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Da der Grad des Nenners (x — gi{x) den Wert w — 1 hat, 

so ist die damit behaftete rationale Funktion wieder eine ecJd gebrochene 

Zugleich läßt sich zeigen, daß eine Zerlegung von in zwei Summanden 

nach Art der rechten Seite von 61. (13) nur auf diese einzige Weise mög- 
lich ist. Bezeichnet man nämlich mit A' eine vorläufig ganz beliebig zu 
denkende Zahl, so besteht die Identität; 

[•x) ^ A' ^ / f(x\ 

9{^) (ä — \(x — g^ x) x — xX'^ 

^ - -I- Aa?) — 

{X — (x — a;,)"» ix) 

Soll nun das zweite Glied der rechten Seite die Form des ent- 
sprechenden Gliedes von GL (13) annehmen, so muß f{x)—A'‘g^iJi') 
durch X x^ teilbar sein, also die Wurzel x x^ besitzen, so daß also: 

fix,) -A'- g,(x) - 0, d h. 
und daher auch: 

f{x)—Ä'‘g,i,x) 


wo fi(x) dieselbe Bedeutung besitzt, wie in Gl. (12) und (13) 

Hiernach ergibt sich, wenn wir noch mit Rücksicht auf das fol- 
gende an Stelle von A schreiben: 

Ist x==^Xi eine -fache Wurzel von g (x) undg {x) =» (x — x^Y^ • ( ^ )> 

so läßt Sick die irreduzible echt gebrochene Fmläion —j stets und 
nur auf eine einzige Weise in die Form setzen: 


(13a) 


f(X) 


_ + Aw 

(X — a-,)“* (X — X, )"•-*• 3, (x>' 


liO: yl/”d = 




0 


und das ziveiie Glied der rechten Seite n ieder eine echt gehruchetie 
Funidion ist. 

Durch Anwendung desselben Verfahrens auf das letzte Glied von 
61. (13n) würde sich analog eine Beziehung von der Form ergeben: 


(13b) 


fl (^) 


(x-x,)"‘-‘-if,tx) 


ix — Xj)"*“* (x — X, )"*“*• 




Hl r,; 


Dabei besteht aber die Möglichkeit = U, wenn nämlich die Glei- 
chung (s. 61. (12)): f(x) — ■ g{x) =• 0 die Wurzel Xj mehrfach besitzt. 

Schließt man in dieser Weise weiter fort, so gelangt man durch 
Einsetzen der Einzelergebnisse von der Form (13b) in Gl. (13a) schließ- 
lich einmal zu einer Darstellung von folgender Form: 


(13c) 


f(^ 

9(^0 




+ 




(x — x,)"' fx — .r,)' 


-f 


Ä, 


(» 




/;.w 

9i{x) ’ 
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wo die = 1, 2, . . . wj eindeutig bestimmbare Konstanten bedeuten, 

von denen beliebig viele außer auch Null sein können, und wo 

fnS^) 




wieder eine echt gebrochene Funktion, von der sich überdies zeigen 


läßt, daß sie irreduzibel sein muß. Ist nämlich eine Wurzel von 
etwa von der Ordnung n,, so daß also: 

(14) 9 i{x)’^{x-Xiy^-gt{x), wo: 5 ij(a: 5 ,) + 0, 

so nimmt Gl. (13c) nach Multiplikation mit (x — x^)”* die Form an: 

9t 


(* 


— J'ii"' • Ji, («l * Ma: — a:,)"* ^ 


/(^*) 


, d. h. + 0, 


und daraus folgt für x x^: 
so daß also fnX^) Wurzel mit g^ix) gemeinsam hat. Hiernach läßt 

f 'n (^) 

sich also ^ im Anschluß an die Zerlegung (14) ganz in derselben 
9i w 

fix) 

Weise weiter behandeln, wie dies mit geschah. Angenommen nun, 
es sei^): 

(15) g{x) = (a; — x^Y^ • {x — x^Y * . . . (a; a;J"*, 

so ergibt sich durch Fortsetzung des beschriebenen Verfahrens schließlich: 


(16) 


in Worten: 


fj?) 

9(ß) 




(a;— a;,)"’ (a: 


A (».-!) 

+ 1 - 

(a: — X,)"«-* 

-I — f!* — - + 

■ -x,)"*-* 


+ 


-tl 


(n 


jc — 

4 


{x — (x 


^ n , -1 


-X,) ^ 


+ 


( 1 ) 


X Xl: 


Eine echt gebrochene ratmiale Funktion läßt sich, wenn die 
Nullstdlen des Nenners (nebst ihrer Ordnungszahl) bekannt sind^), 
in eine Summe von „Partialbrüchen^^ von der Form (16) zer~ 
legen, deren Zahler -4/)(v = 1, 2, . . ., i; A — 1, 2, . ., wj ein- 


1) ln der Annahme, daß der höchsten Potenz von g(x) der Koeffizient* 1 bei> 
gelegt wild, liegt keine Beschränkung der Allgemeinheit, da ja: 


/■(«) 


-•A*; 


c^gix) g(x) 

2) Andernfalls ergibt sich auf Grund des Fundamentalsatzes der Algebra 
nur dijB Existenz einer solchen Zerlegung, nicht die Möglichkeit, sie herzustellen. 
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deutiy hestimmhare Konstantm, und zwar • -y 

stets von Null verschieden sind}) 

f ix) 

3. Die Partialbruchzerlegung von nimmt eine besonders einfache 
Form an, wenn (/(x) lauter einfache Nullstellen besitzt Sei also: 

(17) g{x) = {x- a:,) (a; - x*') • • • (a: - x„), 

WO rUi, ajj, . . sämtlich voneinander verschieden, so findet man nach 
GL (16) zunächst: 

ng-) 4* — I 1 — 4- . . j_ 

Dabei lassen sich die (v = 1, 2, . , n) am bequemsten in folgender 
Weise bestimmen. Multipliziert man die vorstehende Gleichung mit fiix)^ 
so wird: 

+ . + A„^ 

/ V / I X — X — ” X — X,^ 

und daher für x = x^,: 

fix,) - A, ■ (-^) ^ - g\x,) I s § 24 Gl. 4), S 200) 


also schließlich; 


(v=l, 2, . ,n). 


m _ /■(*.) . 1 

g{x) ^ g\x,) .r — x, 


Setzt man fix,) =• y, und multipliziert die Gleichung mit gix), so wird: 




) x — x} 


eine Beziehung, die offenbar mit der früher abgeleiteten Lagra^igeschen 
Interpolationsformel (§ 24, Gl. (6), S. 200) identisch ist. Man könnte daher 
auch umgekehrt die Partialbruchzerlegung (19) aus der Lagrangeschen 
Interpolationsformel ableiten. 

Schreibt man in Gl. (20) wieder f{x^) statt und denkt sich die 
rechte Seite nach Potenzen von x geordnet, so erscheint der Ausdruck: 

n 

als Koeffizient von x^^\ Es besteht daher die (zuweilen nütz- 


1) Eine zweckmäßigere, auf der Lehre von den Potenzreihen beruhende 
Methode zur Bestimmung der Konstanten wird in ^41, Nr .5 mitgeteilt 
werden. Im übrigen s auch Nr. 4 dieses Paragraphen 
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liehe) Identität: 


n 



wenn f{x^ höchstens vom Grade n — 2. 

4. Der Satz von Nr. 3 über die Zerlegbarkeit einer echt gebrochenen 
Funktion in Partialbrüche von der Form (16) kann auch als spezieller 
FaU eines etwas allgemeineren Satzes gewonnen werden, welcher un- 
mittelbar aus Gl. (21) des vorigen Paragraphen (S. 215) resultiert. 
Angenommen, es sei wieder g{x^ vom Grade n und: 

(22) 9{x) = 

WO gi{x) vom Grade n^, g^ix) vom Grade n,^ (also: + Wg = w;, ferner 
g^ix) und g^ipe) rdativ prim. 

Alsdann lassen sich auf Grund der angeführten Gl. (21) von § 26 
stets, und zwar auf eine einzige Weise zwei ganze Funktionen yiix), 
von den Graden — A (wo: 1) so bestimmen, daß 

für jedes x: 

(23) y, (a:) • g, (x) + y, (ar) ■g^(x)=l 
und daher: 

_i_ _ 7iW , 



Hieraus folgt durch Multiplikation mit f(x) (wo wiederum f{x) relativ 
prim zu g{x) und höchstens vom Grade n — 1): 

/9-N f{x) ^ /’W _yi_(^) , ' y*(^) 

^ ^ 9{X) g.w g,(xr' 

Sind die beiden rechts auftretenden (sicher irreduziblen) Funktionen keine 
echt gebrochenen, so kann man sie auf Grund von Gl. (2) in je eine ganze 
und eine echt gebrochene (irreduzible) Funktion zerlegen, so daß also: 


(26) 




Hieraus würde aber mit Benützung von Gl. f6) für x —*■ oo folgen; 


0 = lim {q^{x) + gg(x)), 

T->00 


woraus hervorgeht, daß für jedes x: 

9i{x) + «»<*) = Ö. 

Die Gleichung (26) geht daher in die folgende über: 

^ yi (^) I yt W 
9ix) 9 iKx) 9t^x)^ 


(27) 


und man gewinnt somit den Satz: 
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Die irreduzible echt gebrochepie Funldion läßt sicliy wefin 

9(^) ^ 9i{^) ' wweZ 9 i(x), g^ix) relativ prim sind, als Summe 
zweier gleichfalls irreduziblen und echt gebrochenen Funktionen von 
der Form (27) darstellen. 

Auch diese Zerlegung ist wieder nur auf eine einzige Weise möglich. 
Denn, hätte man neben Gl. (27) die folgende: 

f{^) ^ (?) , ^, (?) 

g{x) gi(x) g^ {x) 

(wo der Grad von den gleichen Beschränkungen unterliegt, 

wie derjenige von g)^(x), würde durch Subtraktion und Multi- 

plikation mit g(x) folgen: 

0 = (pjCx) — • g^(x) -f ( 1/^2 (x) ~ 92 (^)) * 9i(^)y 

eine Gleichung, die nur bestehen kann, wenn: 

(*) - <Pi (^) = 0 (x) -<Pi(z) = 0, 

da andernfalls V'i(^) — ^iC^) den Teiler 5 ^ 1 ( 0 :), ebenso t/^gix) — den 
Teiler g 2 (x) haben müßte, was mit Rücksicht auf den Grad dieser Funk- 
tionen unmöglich ist 

Durch wiederholte Anwendung des obigen Satzes ergibt sich, wenn 
wieder: 

^(ic) = (x - Xi)”>(x - x,)»> • • • (x - xj»*, 
zunächst eine Beziehung von der Form: 


(28) 


f(x) _ 9, (a:) 9,(X) _j , 9 t(*) 

ff(x) “ (X — X,)«. (X — *,)% ' {x — x^Yk ' 


wo (p^{x) — , k) höchstens vom Grade », — 1 und rdativ prim 

zu X — X,, also 9 ),(xJ + 0. Infolgedessen hat man: 




+ 


9t"'-*)(x,) 


und: 

(9Q\ „ «p.(«v) , 1 . Vri-Xy) , _ 

^ (x — x,)"*’ (x — x,)"» 1- (x — X,)"»“’ 1)! X — Xv 

Durch Einsetzen in Gl. (28) ergibt sich also wieder die l’artialbruchdar- 
steUnng von der Form (16) mit der Eoeffizientenbestimmung: 


(80) .IW-V.W, 


wo + 0, während von den übrigen Koeffizienten beliebig viele den 
Wert Null haben können. 
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Kapitel IV. 

Potenzreihen. 

§ 28. Fnnktionenfolgen: Konyergenzbereich und Orenzfunktion. — 
Gleichmäßige und ungleichmäßige Konyergenz. — Punktweise 
gleichmäßige Konyergenz. — Stetigkeit der Grenzfunktion. 

1. Wir wollen jetzt zur Ausführung des bereits in § 13, Nr. 1, (S. 121) 
in Erwägung gezogenen Schrittes übergehen, zur Erweiterung unseres 
Funktionenkreises neben den rationalen Funktionen auch Grenzwerte von 
unbegrenzten Folgen rationaler Funktionen in Betracht zu ziehen. Dabei 
erweist es sich im Hinblick auf späterhin noch vorzunehmende Verall- 
gemeinerungen als zweckmäßig, gewisse hierzu dienliche Vorbereitungen 
nicht von vornherein auf rationale oder auch nur auf analytische Funk- 
tionen zu beschränken, sondern von ganz beliebigen, für irgend einen in 
Frage kommenden Bereich eindeutig definierten Funktionen auszugehen. 

Es sei also eine unbegrenzte Folge von Funktionen: 

Fq{x), F^{x\ .. , F^{x\ . ., kürzer geschrieben: (F^ipc)) 

für alle Stellen eines (offenen oder abgeschlossenen) Bereiches^) 33 der 
komplexen Veränderlichen x eindeutig definiert (z. B. durch irgendeinen 
von X und v abhängigen arithmetischen Ausdruck), derart, daß für jede 
einzelne dem Bereiche 93 angehörige Stelle x' und jeden einzelnen Wert 
1 / = 0, 1, 2, . . F^{x') eine bestimmte Zahl vorsteUt. Ist sodann für 
jedes einzelne dem Bereiche 93 angehörige x die Zahlenfolge {F^{x)) kon- 
vergent, so sagt man, die Funktionenfolge {F^{x)) konvergiere im Bereiche 
95, bzw. 93 sei ein Konvergenzhereich der Funktionenfolge {F^(x)) Auf 
Grund dieser Definition ergibt sich (nach I^, S. 559, § 73, üngl: (II)) als 
notwendig und hinreichend für die Konvergenz von {F^{x)) im Bereiche 
93: Für jedes einzelne zu 95 gehörige x' muß sich jedem £ > 0 eine (sc. mit 
x' und € im allgemeinen veränderliche) natürliche Zahl*) n/ so zuordnen 
lassen, daß: 

(I) 1 |< * far 1 , - 1, 2, 3, • ■ 

1) Die Bezeichnimg „Bereich^' ist, soweit nicht das Gegenteil ausdrücklich 
bemerkt wird, in der allgemeinen Bedeutung der in § 15, Nr. 1 (S 140) gegebenen 
Definition zu verstehen. 

2) Genau genommen müßten wir, um die Abhängigkeit dieser Zahl auch 
von x' kenntlich zu machen, sie etwa mit ^ bezeichnen. Zur Vermeidung dieser 
allzu schwerfölligen Bezeichnung schreiben wir statt dessen in dem Sinne, 
daß bei Vertauschung von x mit einem anderen Werte x" an die Stelle von 
n,' ein n/' zu treten liätte. 
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eine Bedingung, die nacli Bedarf auch durch die folgende (nur scheinbar 
anspruchsvollere) ersetzt werden kann') (vgl. a. a. 0. Ungl. (III)): 

(II) 1 - F,.(x') 1< * fü. ^ = 1, 2, 3, . . . 

Ist die Bedingung (^1) für jedes einzelne x des Bereiches 8 erfüllt, 
so besitzt jede der Zahlenfolgen {F^{x)) einen bestimmten endlichen 
Grenzwert (vgl. a. a. 0. S 561), welcher mit F{x') bezeichnet werden 
möge, so daß also: 

(1) hm I\(x')==F(x), 

V->oo ' ' ' 

und es steht alsdann frei, die Bedingung (I) oder fll) durch eine solche 
von der Form: 

(III) ' F(x) ^ FJx) ■: < £ «;) 

zu ersetzen.^) 

Wird jetzt die Gesamtheit der einzelnen dem Bereiche 8 ungehöri- 
gen SteUeu X mit x und dementsprechend die Gesamtheit der allen ein- 
zelnen Stellen x zugeordneten Grenzwerte Fix') mit Fix) bezeichnet, so 
erscheint Fix') als eine für den Bereich 8 eindeutig definierte Funktion, 
welche die Grenzfunktion der Funktionenfolye iF^(x)) für den Bereich 8 
genannt und im Anschluß an die Beziehung (1) durch die Schreibweise 
charakterisiert wird: 

(2) hm F^ix) = Fix) (für alle x des Bereiches 8). 

I'->OD 

Eine solche Beziehung ist, wie zur Vermeidung jeder Zweideutigkeit 
ausdrücklich hervorgehoben werden möge, stets so aufzufassen, daß man 
der Veränderlichen x zuerst jedesmal einen beliebigen, aber festen^ dem 
Bereiche 8 angehörigen Zahlenwert x beizulegen und sodann den Grenz- 
wert der Zahlenfolge (F^Xx')) für v — > oo zu bilden, nicht aber umgekehrt 
die Grenzwertbildung für irgendein „unbestimmtes^' x vorzunehmen und 
erst nachträglich diesem x irgend einen bestimmten Zahlenwert x bei- 
zulegen bat. 

1) In der Tat iet ja die Bedingung (I) als der Einzelfall v = n^' in (II) ent- 
halten Andererseits würde aus (I) nach bekannter Schlußweise zunächst nur folgen: 

I +p(«') — F^Xx ) |< 2f für V > m /, |? =* 1, 2 , 3 , . . , 
was aber wegen der Willkürlichkeit von e dem Sinne nach nicht weniger besagt, 
als Ungl. (II). 

2) Auch hier würde aus (I) auf dem in der vorigen Fußnote eingeschlagenen 
Wege an Stelle von (III) zunächst nur folgen: 

I F(x') — FJx')\ £2 F (v>nfi, 

und umgekehrt aus (HIV 

\F^_^_p{x') — F^(x) ' <:2t. 

Im übrigen gilt, aber in bezug auf die schließliche Äquivalenz der Bedingung (III) 
mit (I) oder (II) das am Schlüsse der vorigen Fußnote Gesagte 
Pringsheim, Vorleinngen II, 1 


15 
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2. Angenommen, der Bereich 93 bestehe lediglich ans einer ahzäJd- 
baren Punktmenge, etwa x^^ ..., x^, ..., so läßt sich der gesamte 
Wertvorrat der Ftmktionenfolge F^(x) folgendermaßen anordnen; 


-^0(^0)^ -^1(^0) > -^2(^0)? • 

F^(xo}, ... 

• 

• •> > • • • 

■FiK)» • 

> 


also in Form einer Doppelfolge mit konvergenten Zeüen, und zwar hat 
man (s Gl (2)): 

(4) lim = Fix^) (/t == 0, 1, 2, . . .), 

also mit Benutzung der Bedingungsform (III): 

(5) I F{x^ - F, (x^) < £ etwa fiir: v ^ , "), 

WO . außer von f auch von der Wahl der Stelle x„, also schließlich 
von p abhängt. Nach dv » in I^, § 42, Nr. 3 (S. 275) gegebenen De- 
finition*) heißen dan. die Zeilen der obigen Doppelfolge gleichmäßig kon- 
vergent, wenn erstens die F{x^ | (ft «= 0, 1, 2, . . .) beschränkt sind und 
zweitens die in (5) mit ^ bezeichneten Zahlen für alle möglichen p 
ein bestimmtes endliches Maximum n^ besitzen, so daß also die Beziehung 

(5) die Form annimmt: 

( ft 0, 1, 2, . . 

(6) F{x;)-F^{x;) <£ für / 

Besteht hingegen der Bereich 93 aus einer nicht abzählbaren Punkb- 
menge (wie das ja bei unseren bisherigen Betrachtungen die Regel ge- 
wesen ist und auch weiterhin bleiben wird), so tritt an die Stelle des 
Schemas (3) gewissermaßen ein solches aus unendlich vielen, unbegrenzt 
zu verdichtenden konvergenten Zeilen: 

F^{x), F^(x), F,{x), FXx), 

deren Grenzwerte durch die Beziehung (2) zusammengefaßt werden. Die 
in der Lehre von den reellen Doppelfolgen gewonnene Erkenntnis von 
der prinzipiellen Bedeutung des Begrifipes der gleichmäßigen Konvergenz 
legt es nahe, diesen im Anschluß an das Schema (3) bereits in Erinne- 
rung gebrachten Begriff nunmehr auf den vorliegenden Fall zu öber- 
tfagen. Dabei erweist es sich als zweckmäßig, die Forderung der Be- 

1) Vgl. Fußnote 2 auf S 224. 

2) A. a 0. zunächst nur für reelle Doppelfolgen. Bezüglich der Obertragbar- 
keit auf komplexe Doppelfolgen vgl. die allgemeine Bemerkung in I,, § 73, Nr. 6 
am« Anfang, sowie den Schluß der Nummer (S. 666 — 68). 
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schränl'fheit der GesamtineTige der „Zeilenlimites", d. li. der Grenzfunktion 
fallen zn lassen^) (NB. die Endlichkeit für jede einzäne Stelle von 
95 folgt ja aus der Voraussetzung der Konvergenz) und im übrigen nach 
Analogie von üngl. ( 6 ) die folgende Definiiion einzuführen: 

Die Funktionenfolge {F^{x)) konvergiert im Bereiche 95 gleich- 
mäßig gegen die (für jede einzelne Stelle x von 95^ endliche Grenz- 
funktion F{x), wenn zu jedem e> 0 eine natürliche Zahl n. exi- 
stierty derart, daß für alle x des Bereiches 95 die Beziehung be- 
steht: 

(lila) I F{x) — F^x) \ <€ für V ^ w,. 

Zugleich steht es auf Grund der in Nr. 1 angestellten Betrachtungen 
frei, diese definierende Ungleichung nach Analogie von Ungl. (I) und (11) 
auch durch jede der beiden folgenden zu ersetzen: 

(I«) - 1 , 

bzw. 

(Ila) . F, - FJx) , < f {v^n„p = 1,2,3, . ), 

welche nicht den Ausdruck der Grenzfunktion F{x), vielmehr nur die 
notwendige und hinreichende Bedingung für deren Existenz enthalten 
und deren Inhalt demgemäß folgendermaßen auszusprechen ist: 

Die Funktionenfolge {F^{x)) konvergiert im Bereiche 95 gleichmäßig, 
3. Beispiele 1 ) F^,{x) = x^'. Ist 0 <p< 1 , so hat man lim t’' — 0 

r->-oo 

für den abgeschlossenen Bereich 0 ^ ^1^9 Setzt man: p =*= wo 

d > 0 , so folgt: 

p” < 7 -" — T>, also < e, wenn n > - 7 ^- "/V 

und daher um so mehr: 

, < f für , X , ^ p und v ^ n, = • 

Die Funktionenfolge {x'^) konvergiert also in dem abgeschlossenen 
Bereich i^| ^ p, sofern nur p < 1, gleichmäßig (gegen die auf die Kon- 
stante 0 sich reduzierende Grenzfunktion). 

Dagegen wäre es auf Grund unserer Definition unrichtig, zu sagen, 
daß die Funktionenfolge (x'') in dem offenen Bereiche x < \ gleich- 

1) Die entsprechende Forderung wurde in der Lehie von den reellen Doppel- 
folgen nur eingeiührt, um die gleichmäßige Konvergenz als besonderen Fall unter 
den dort als gleichmäßige Beschränktheit bezeichneten Begriff zu subsumieren 
(vgl. I,, S. 279 letzten Absatz) und auf diese Weise die Gültigkeit gewisser unter 
der Voraussetzung dieser letzteren Eigenschaft bewiesener Sätze ohne weiteres 
für den Fall gleichmäßiger Konvergenz zu sichern. In dem vorliegenden Zusammen- 
hang fällt dieser Grund weg, und die betreffende Einschränkung erscheint daher 
überflüssig. Vgl im übrigen das Beispiel 3). 


15 
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mäßig konvergiere. Nimmt man nämlich eine natürliche Zahl noch so 
groß an und setzt: \x\^ n^+V man: 

\ x\^i =» ^ ^ 

»i 

Der außerordentlich groß zu denkende Exponent genügt also bei 
weitem noch nicht, um dieses unter ein sehr kleines s herunter- 
zudrücken. Dagegen hat es keine Schwierigkeit, zu beliebig kleinem £ > 0 

einen Exponenten w« > so zu bestimmen, daß < e ausfallt 

(man braucht ja nur bei dem zuvor angegebenen Verfahren d == — zu 
setzen). Wird dann aber \x \ ^ so hat man für 

dieses \x\ wiederum, wie oben: X\^>—‘ Diese Schlußweise ließe sich 

117 g 

unbegrenzt fortsetzen Also: wie groß man auch n annehmen mag, so 
lassen sich stets Werte | < 1 angeben, für welche ' x"*> ausfällt 

und nur durch weitere Vergrößerung von n unter ein vorgeschriebenes 
s > 0 herabgedrückt werden kann. Kein noch so großes n reicht also aus, 
um dieses Resultat für alle |:r| < 1 zu erzielen, so daß die Funktionen- 
folge (ir’') in dem (offenen) Bereiche | a? | < 1 nicht mehr gleichmäßig kon- 
vergiert.^) Vielmehr zeigt sich, daß bei unbegrenzter Annäherung von 
X an die Peripherie des Einheitskreises eine beständige Vereögerung oder 
Verschlechterung der Konvergenz, sogenannte ungleichmäßige Konvergenz 
stattfindet. Nichtsdestoweniger ist der Punkt a; =» 1 noch ein Konvergenz- 
punM der Folge (doch wird hier, abweichend von den Stellen |ar| < 1, 

lim x^ =» 1) 

^->00 ' 

2) Fy(^) wieder das Symbol [ja:!] die größte 

in la:, enthaltene ganze Zahl bezeichnet). Man hat für ia^l ^ 1 zunächst: 

! ~ ^ ~ < 3, falls > —7 und daher lim ~ = 0 gleichmäßig für alle 
X des Bereiches | a: i ^ 1 Da ferner [' |] = 0 für | a; j < 1 , so verhält 

1 ) Einzelne Autoren definieren nur für abgesehlosaene Bereiche die gleich- 
mäßigt Konvergenz so, wie in Nr. 2 für bdiehige Bereiche angegeben wurde, und 
nennen sodann eine Funktionen folge in einem offenen Bereiche gleichmäßig kon- 
vergent, wenn sie in jedem abgeschlossenen Teilbereiche gleichmäßig konvergiert. 
Bei dieser zwiespältigen, nach meinem Dafürhalten recht unzweckmäßigen Ter- 
minologie hätte dann die Funktioneniolge {x^) im Bereiche \x\<Cl als gleichmäßig 
konvergent zu gelten 
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sich F^{x) in dem (offenen) Bereiche |®|<1 genau so, wie Da- 

gegen hat man, wenn \x\^\ gesetzt wird: F^{x) =* — + v, also 
lim F^{pc) -» + oo. Die Folge {F^ix)) konvergiert also nur in dem offenen 

1 -►oo 

Bereiche !rj?| < 1, und zwar daselbst glddimäßig gegen den Grenzwert 0. 

3) FM = V + (wo also: [1 - !a;|] = 0 för 0 < lici ^ 1, 

dagegen: \1 — \x\] = 1 für a: = 0). Da wiederum für 0 ^ |ic| ^ 1 

gleichmäßig gegen 0 konvergiert, so gilt das Gleiche für {F^{x))^ da ja 
der zweite Summand von F^.{x) gänzlich unabhängig von v ist. Dabei 

ergibt sich als Grenzfunktion: Im F^{x) ^ für 0 < |a;| ^ 1, dagegen 

1^, (0)=*1, also auch lim 2^^(0) =* 1. Die Konvergenz ist somit für 


0 ^ I rc ' ^ 1 eine gleichmäßige y die Grenzfunktion zwar für jede einzelne 
Stelle endlich, jedoch in der Nähe von aj = 0 nicht beschränkt, 

4) Setzt man: 


FM' 


so findet man: 


1 + ^' 1 ®!' 


lim F^{x) =* 1 für jedes a; + 0, 
1 ->'<10 

dagegen: 

lim J?V(0) =* 0. 

»->•0 ' 


Die Konvergenz ist für | a; I ^ d > 0 eine 
hat für \x' ^ d : 


ißige, denn man 


F{x)-FM' 


1 - 


v\x\ 




l-f-v|a;ll 1 -1“ r la;| 1 + vd 

< €, wenn: v > i - • 

08 


Die letzte Ungleichung zeigt aber, daß bei abnehmendem d die untere 
Schranke für v beständig vergrößert werden muß, wenn ' F{x) -'F^{x)\<6 
für I a? I ^ d werden soU. 

Nimmt man etwa wiederum wie bei dem Beispiel 1) eine natürliche 
Zahl n noch so groß an und setzt sodann |x| so wird: 

also noch keineswegs sehr klein. Die Folge {F^ix)) konvergiert also in 
der Nähe der Stelle rc «— 0 ungleichmäßig, 

5) Setzt man: 



230 


Abschnitt I Kap. IV Potenzreihen 


Nr. 4 


SO folgt: 

lim FJx) == — 1 für . a: I < 1 

V ->00 ' 

lim F^,(x) = + 1 für lo;! > 1 

t'-Vao 

lim F^{1) = 0 

Der Konvergenzbereich setzt sich also zusammen aus den beiden nur 
durch den gemeinsamen Punkt x l verbundenen Stücken i rr | < 1 und 
> 1.^) Wird d>0 beliebig klein angenommen, so ündet gleichmäßige 
Konvergenz statt für | x | ^ 1 — d und o; ^ 1 + d. Der Bereich gleich- 
mäßiger Konvergenz besteht also aus zwei völlig getrennten Stücken. 
In der Nähe von a; = 1 ist die Konvergenz eine ungleichmäßige y wie man 
am einfachsten erkennt, wenn man, nach Annahme eines beliebig großen. 
v w, setzt: 

*-(** n) 

4. Besteht der Konvergenzbereich der Funktionenfolge aus 

einer endlichen Anzahl von Stücken Sj, 93j, • ; von der Beschaffen- 
heit, daß die Konvergenz in jedem dieser Stücke eine gleichmäßige ist, so 
gilt das nämliche auch für den aus diesen Stücken zusammengesetzten 
Bereich Denn, um die Gültigkeit der Beziehung: 

F(x) — FXx)\ < £, falls V > 

für den Bereich S zu erzielen, braucht man ja nur für die größte der- 
jenigen Zahlen zu wählen, welche in den einzelnen Bereichen 
die entsprechende RoUe spielen. 

Daß umgekehrt die gleichmäßige Konvergenz in irgendeinem Be- 
reiche 93 diejenige in jedem Teilbereiche nach sich zieht, ist unniittelbiir 
ersichtlich. 

Man sagt ferner, die Funktionenfolge [Jh\Xx)) sei in der Nahe oder 
auch in der Umgehung'^) einer dem Konvergenzbereiche von'(J\(x)) ange- 
hörigen Stelle Xq gleichmäßig konvergent, wenn ein mit äq im allgemeinen 
veränderliches existiert, derait, daß für die Gesamtheit aller 

dem Konvergenzbereiche aiigehörigen Stellen x, welche der Bedingung: 

(7j X *^0 i = (■^0 1 y 

bzw im Falle Xq == oo einer Bedingung von der Foim: 

(7 bis) \x\^^Ji 

1) Für |ir|=*=l findet, abgesehen von der einzigen Stelle x — 1. Dtvergfnz statt 

2) Danach ist, falls auf der Grenze des Konvergenz bereiches liegt, unter 
Umgehung schlechthin immer nur der dem Konvergenzbereiche angehorig(* Teil 
der vollständigen, durch üngl 7) bzw. (7 bis; charakterisierten Umgebung zu 
verstehen. 
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genügen, gleichmäßige Konvergenz stattfindet. Dann ist zunächst wieder 
unmittelbar ersichtlich, daß aus der gleichmäßigen Konvergenz in irgend- 
einem Bereiche S5 stets diejenige in der Nähe jeder einednen Stdle von 
® resultiert. Es erweist sich aber (um ein zuweilen bequemes Kriterium 
zur Feststellung der gleichmäßigen Konvergenz in einem Bereiche zu ge- 
winnen) als nützlich, nachzu weisen, daß zum mindesten für einen ahge- 
scklossenen^) Bereich auch das umgekehrte gilt (was keineswegs selbst- 
verständlich ist). Wir wollen überdies den entsprechenden Beweis unter 
einer noch etwas erweiterten Voraussetzung, derjenigen der sogenannten 
punTctweise gleichmäßigen Konvergenz führen. 

5. Die Funktionenfolge soll im Funkte gleichmäßig kon- 

vergent heißen, wenn dem Konvergenzbereiche von {F^{x)) angehört 
und zu jedem einzelnen ^ > 0 die Bedingung: 

(lila) \F{x)--FXx)\<b 

durch passende Wahl von für v ^ w, und alle Stellen einer gewissen 
Umgebung*) von x^j etwa: 

( 8 ) X Xq \ <i 

befriedigt werden kann Nur, wenn (>,( 0 : 0 ) bei unbegrenzt abnehmendem 
e ein von Null verschiedenes Minimum besitzt, dann ist die Folge {F^{x)) 
zugleich auf Grund der zuvor gegebenen Definition in der Nähe oder 
Umgebung von x^ gleichmäßig konvergent. Hat dagegen p,(^o) ^ 0 

die untere Grenze Null (und dieser Fall kann wirklich eintreten), so be- 
sagt die obige Forderung weniger als jene frühere: die Folge <7^,(.r)) ist 
dann wirklich nur „im Punkte^^ Xq, nicht „in der Nähe^^ von x^ gleich- 
mäßig konvergent Nichtsdestoweniger gilt der folgende Satz* 

Steht nur so viel fest, daß die Folge {F^ (x)) in jedem Punkte 
eines abgeschlossenen Bereiches S gleichmäßig konvergiert, 
so ist sie auch im Bereiche S3 gleichmäßig konvergent}) 

Oder auch in etwas kürzerer Fassung: 

Jede in einem abgeschlossenen Bereiche (mindestens) 
punktweise gleichmäßig konvergierende Funktionenfolge kon- 
vergiert daselbst schlechthin gleichmäßig. 

1) Ist der Konvergenzbereich ein nicht-abgeschlossem r, so braucht diese Um- 

kehrung nicht zu gelten. So ist z. B, die als Beispiel 1) der vorigen Nummer be- 
handelte Funktionenfolge (a;’’) offenbar gleichmäßig kon\ergent in der Umgebung 
jeder Stelle des Bereiches nicht aber, wie a. a. ü. gezeigt wurde, im 

Bereiche ' x\<^l 

2) Bezüglich des Umfanges dieser „Umgebung“ gilt, falls auf der Grenze 
des Konvergenzbereiches liegt, das in Fußnote der vorigen Seite Gesagte. 

8) Das letztere gilt also a fortiori, wenn in der Nahe jedes Punktes 

von © gleichmäßig konvergiert. 
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Beweis^) Es werde irgeudein (verhältnismäßig kleines) positives s 
fest angenommen, welches für die ganze folgende Betrachtung unverändert 
bleibt Ferner werde der Bereich ® zunächst als endlich vorausgesetzt. 

Zu jedem 33-Punkte x gehört dann auf Grund der Voraussetzung 
eine Zahl w, derart, daß für eine gewisse Umgebung (im Sinne von 
Pußn 2 von Seite 230) die Bedingung (lila) für erfüllt ist. 

Hat die Zahlenmenge [n^ erstreckt über alle x des Bereiches 83, eine 
bestimmte obere Grenze so ist die Bedingung (lila) in dem ganzen 
Bereiche 95 für v ^ erfüllt. Wir zeigen, daß dieser Fall unter allen 
Umständen eintreten muß. 

Denn angenommen, es gäbe heine solche obere Grenze w,, so müßte, 
wenn man den Bereich mit einem quadratischen Teilungsgitter überzieht, 
mindestens ein Quadrat vorhanden &ein, für dessen (im Innern oder auf 
der Begrenzung liegende) 93-Punkte jene (ungünstige) Annahme zutriflFt. 
Wird dieses Quadrat in vier kongruente Teilquadrate zerlegt, so müßte 
wieder das gleiche für mindestens eins dieser Teilquadrate gelten. Und 
das analoge würde bei unbegrenzter Fortsetzung dieses Viertelungver- 
fahrens eintreten. Man erhielte also auf diese Weise eine unbegrenzte 
Folge ineinandergeschachtelter und unbegrenzt kleiner werdender Quadrate 
mit der fraglichen Eigenschaft und somit schließlich einen im Innern oder 
auf dem Rande aller dieser Quadrate liegenden Grenzpunkt x von der Be- 
schaffenheit, daß für heine noch so kleine Umgebung die Bedingung (lila) 
durch Wahl von v^n^^^ erfüllbar wäre — was der Voraussetzung wider- 
spricht.*) 

Hiernach muß also in der Tat ein bestimmtes existieren, derart, 
daß für alle x des Bereiches 93 und das spezielle £ > 0- 
' F{x) — {x) I < £, falls V ^ n^. 

Da aber die vorstehende Betrachtung auf jedes beliebige f > 0 anwend 
bar ist, so folgt schließlich, daß die Folge (JF,,(^)), wie behauptet, in dem 
(abgeschlossenen) Bereiche 93 glnchmäßig konvergent ist. 

Erstreckt sich der Bereich 9} ms Unendliche, ohne den Punkt x ^ 0 
(im Innern oder auf der Berandung) zu enthalten, so kann man zunächst 

1' Der Beweis beruht auf demselben, nach Lage der Sache in der Durch- 
fubrung etwas vereinfachter Schlußveifahren , wie derjenige für die gUichmußnje 
Stetigkeit vun Funktionen zweier reellen Veränderlichen (vgl § 12, Nr. 13, S 11 ft; 

2) Ware der Bereich ® abgeschloBsener, so konnte der fragliche Grenz- 
punkt auf der nicht zu SB gehörigen Berandung von 5B hegen, wo also die Vor- 
aussetzung nicht mehr gilt und somit die im Texte angew^endete .Schlußweise hin- 
fällig wird. (Man betrachte wieder die Beispiele: 

x' für la-jc;;! und tur 

1 -f 1 ' ! .r ' / 
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den unendlichen d?-Bereich durch die Substitution x= ^ in einen ganz im 
Endlichen gelegenen /y- Bereich transformieren Da sodann einem 

Kreise um einen zu 33 gehörigen Punkt Xq ein solcher im Bereiche 33 
entspricht, der den Punkt ^ zwar nicht zum Mittelpunkte hat, aber 

Innern enthält^), so wird gleichzeitig mit der Beziehung (7): 

I F{x) — F, (x)\< £ für \x — x^^\ ^ qJjq) 
eine solche von der Form: 




immerhin für eine gewisse Umgehung der Stelle bestehen, so daß also 
die Voraussetzung der punhiweise gleichmußt gen Konvergenz auch für 

j im Bereiche 33' erfüllt ist. Daraus folgt aber auf Grund des 
zuvor bewiesenen, daß /F^ (^)) Bereuhr glrtch mäßig konvergiert, 


also für alle y von 33' und jedes £ > 0 einer Beziehung von der Form: 


^ i (7^ < 

genügt, woraus dann durch Rück Substitution von ^ ^ x die gleichmäßige 
Konvergenz von {F^{X)) im Bereiche 33 hervorgeht 

Enthält der sich ins Unendliche erstreckende Bereich 33 die Stelle 


X = 0, so z<‘r]ege man ihn in zwei Teilbereiche, von denen der eine, 
die Stelle x ^ 0 im Innern enthaltende, ein endlicher ist Dann gilt auf 
Grund der vorstehenden Ergebnisse die / 7 ?c/cÄ///a^/r/e Konvergenz für jeden 
dieser beiden Teilbereiche, folglich auch fiir den Gesaniibereich S 

6. Der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz erweist '^lch als ein 
wichtiges Hilfsmittel zur Beantwortung der folgenden Frage (web he hit- 
sächlich auch den Anlaß zur Einführung des fraglichen BegrifiPes gegeben 
hat): Wir nehmen jetzt an, daß der Konvergenzbereich 33 der Funktionen- 
folge (F^(x)) aus einem oder mehreren Gebieten^) besteht Ist dann )ede 
einzelne Funldion F^{x) an irgendeiner Stelle Xq stetig, wie verhält es 
sich mit der Stetigkeit der Grenzfunktion Fipe) an der Stelle x^t Daß 
diese letztere nicht stattzutinden braucht, zeigt schon das überaus ein- 
fache Beispiel der Funktionenfolge Jedes einzelne x' ist in jedem 

endlichen Bereiche ausnahmslos stetig. Die Folge (^x*) ist für x < 1 


1) Vgl. § 17, Nr. 2, Foßn 1 (S. 158) Nur wenn = cv>, in welchem Falle 

ja = 0 zu setzen ist, entspricht einem Kreise „uw den Mittelpunlt d h. 

einem Kreise x| =* 7? mit verhiiltmsiuaßig großem Radius Ji ein solcher um den 

Mittelpunkt y — 0 mit dem Radius !y|=r=~ . 

2) Vgl § 8, Nr. 5, Def. VI (S 65) und § 15, Nr letzter Absatz (S 141) 
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und auch noch für x = 1 konvergent. Als Grenzfunktion ergibt sich für 
lici < 1: lim x^ ^ 0, dagegen für x = 1: lim x^' =» 1. Die für \x\ < 1 

V->80 " ^ V-^OO ' ' 

stetige Grenzfunktion, nämlich F{x) = 0, ist also an der Stelle x 
unstetig^ nämlich F(X) =* 1. 

Es gilt nun der folgende Satz: 

Ist jede der Funktionen F^{x) zum mindesten von einer he- 
stimynten Stelle v'^m ab stetig an der Stelle x^ und konvergiert 
die Folge {F^ijx)) gleichmäßig im Punkte x^ gegen die Grenz- 
funktion F{x)j so ist auch F(x) stetig an der Stelle x^ 

Beweis. Infolge der (punktweise) gleichmäßigen Konv^ergenz von 
{F^{x)) hat man bei passender Wahl von n ^ m: 

\\F{x,)-F„{x,)\<-l 

( 9 ) ^ 

|F(a;o + h) — FJx^ + ä) < y etwa für h <q, 
und daher, wenn man den absoluten Betrag der Differenz bildet: 

(10) \F(x, + h) - F^x,) - (F„{x, + h)- F,{x,))\ < y 

Andererseits kann man infolge der Stetigkeit von F^{x) für x ^ x^ durch 
geeignete Herabminderung von |ä , etwa für jÄ) < p, erzielen, daß: 


( 11 ) \FJx,-^h)-F„(x,) <±, 

so daß durch Kombination von Ungl. (10) und (11) sich schließlich er- 
gibt: 

(12) + ^0 — ^ für A|^d, 


womit der obige Satz bewiesen ist. 

Derselbe kann auch folgendermaßen ausgesprochen werden: 

Ist jede der Funktionen F^(x) fiir v'^m stetig an der Stelle 
Xq. die Folge {I\{x)) für x=- und in det' Umgebung von x^ 
konvergent, die Grenzfunktion*F{x) für x^Xq unstetig, so muß 
(F^ix)) im Punkte Xq uyigleichma ßig konvergierest. 

Man vergleiche hierzu das bereits oben erwähnte Beispiel F^ (x) =» x'' 


für x=^l, sowie das in Nr. 3 als Beispiel 4 angeführte: 


_ v\o^ 
l+v\x\ 


für z = 0. 


Im übrigen ist die Bedingung der gleichmäßigen Konvergenz (bei 


gleichzeitiger Stetigkeit der einzelnen F^{x)), wie bewiesen, eine hinrei- 


chende, keineswegs aber sxotwesidige Bedingung*) für die Stetigkeit der 


1) Man beachte, daß schon beim Beweise des obigen Satzes die Voraus- 
setzung der (jltichmaßigen Konvergenz gar nicht vollständig in Anspruch genommen 
wird Denn die Gültigkeit der Ungleichungen (9) wird lediglich für irgendeinen 
(öc. von t abhängigem) Wert des Index n gebraucht, nichts wie dies ja die Vor- 
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Grenzfunktion F{x)y wie das folgende Beispiel zeigt. Es werde gesetzt: 


(13) 

und daher: 


* \-\-\vx\ 


F{x) “ lim F^ (a;) ze: 0 für \x\ > 0, abei auch: JP(0) = 0. 

Die Grenzfunktion F{x) =0 ist also durchweg, insbesondere auch für 
a; = 0, stetig Nichtsdestoweniger konvergiert die Folge [F^ix)) in der 
Nähe von x = 0 ungleichmäßig. Denn, wie groß man auch eine natür- 
liche Zahl n annehmen möge, so ergibt sich für ^ = ~ allemal: 

Setzt man ferner: 

( 14 ) 3 , 

BO ergibt sich wiederum: 

Ez lim jF, r 0 für ebenso: J'^(O) == 0, 


somit Stetigkeit der Grenzfunktion für a; = 0. Trotzdem findet man hier 
sogar: F^ j ^ 2 ’ also unter den FJx) bei wachsendem v 

solche Vorkommen, welche in der Nähe von a* = 0 unter andeien Werten 
beliebig große annehmen (obschon jedes einzelne F^{x) für a == 0 stetig ist) 
Schließlich ergibt sich aus dem oben bewiesenen Satze noch der 
folgende: 

Ist jede der Funltwnen F^{x) etwa fnr v'l^ m stetig im 
Bereiche S und honvergiert die Folge {F^{x^) in jedem zu 33 ge- 
hörigen abgeschlossenen Bereiche gleichmäßig gegen die 
Grenzfunktion F[x), so ist auch F{x^ stetig im Bereiche ö 


§ 29. Fuuktioiienreihen: Gleichmäßige, ungleichmäßige und 
maximale KouTergeuz. — Stetigkeit der Reiheiisumme. 

1 Wie bereits bei früherer Gelegenheit^) bemerkt wurde, läßt sich 
d(‘r Grenzwert jeder beliebigen konvergenten Zahlenfolge (u, ) auf Grund 
der Indentität: 



1 


auBBctzung <ler gleichmäßigen Konvergenz gestatten winde, fui jeden Index v>i. 
Ich würde die in den Ungleichungen (9) enthalt* ne be'ächranktcre Fordeiung als 
einfach gleichmäßige Konvergenz bezeichnen. 

1) d. h. also auch in ^ selbst, falls ^ ein ahgcbchlobsenei Bereich 

2 ) I 5 , S 668 , Fußn 1 
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auch als Summe einer unendlichen Beihe darstellen, nämlich: 

00 

li“ «» = «0 +2* («. - «v-i)- ‘) 

/< -►00 

1 

00 

Umgekehrt ist ja die Summe jeder konvergenten Beihe ^ von vorn- 

0 

herein als Grenzwert einer Zahlenfolge definiert, nämlich: 

00 n 

2 c,. = wo; (« = 0,1,2,..) 

0 0 

Es liegt auf der Hand, daß sich diese Bemerkungen ohne weiteres auch 
auf Funktionenfolgen bzw. „FunMionenreihen*\ d. h. solche Reihen, deren 
Glieder irgendwelche Funktionen (in dem vorliegenden Zusammenhänge 
einer komplexen Veränderlichen) sind. Danach läßt sich also die Grenz- 
funktion F(x) einer konvergenten Funktionenfolge {F^{x)) durch die kon- 
vergente Reihe darstellen: 

00 

(1) F{x) = lim F,{x) = F^{x) +2 W - -P’, 

1 

Umgekehrt wird man, wenn irgendeine Funktionenfolge vorstellt 

und gesetzt wird: 

n 

(.2) = ■F.Ca;) (M = 0, 1,2,...), 

0 

00 

die Summe der unendlichen Reihe ^ f^{x) zu definieren haben durch 

0 

die Beziehung: 

00 

(3) 2* /"»(*) = 

0 ” 

Durch die im vorigen Paragraphen angestellten Betrachtungen über ge- 
wisse Konvergenzeigenschaften von Funktionenfolgen {F^{x)') sind also 

1) Bedeutet (p,,) eine beliebige Folge wachsender natürlicher Zahlen, so kon> 
vergiert mit der Folge (a^) auch die herausgehobene Folge gegen den näm- 

lichen Grenzwert Da andererseits- 

n 

^ “ “»-v- j) ’ 

1 

SO kann man hm a« auch in die Form setzen: 

n->o» " 


“« = «Pc K - - 1) • 


Dagegen darf 'umgekehrt aus der bloßen Konvergenz dieser Reihe nur auf die 
Existenz von lim , nicht aber auf diejenige von lim a„ geschlossen werden. 

»-►oo "ä 9|>^00 
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die entsprechenden Eigenschaften für Reihen der Form ^fjx) bereits 
vollständig festgelegt: man hat lediglich die dort gemachten Aussagen in 
die neue Ausdrucks weise zu übersetzen, die erforderlichen Formeln in 
die neue Bezeichnungsweise umzuschreiben. Obschon dies nicht die ge- 
ringste Schwierigkeit bietet, so dürfte es bei der dominierenden Stellung, 
welche gerade die Benutzung der Reihenform für die Funktionenlehre 
gewonnen hat, zweckmäßig erscheinen, diese Übertragung in den wesent- 
lichsten Punkten wirklich durchzuführen, zumal sich dabei noch gewisse 
gerade an die Reihenform anzuknüpfende nützliche Ergänzungen ergeben 
werden. 

2 Sieht man jetzt also die Funktionenfolge {f^{x)) ( 1 ^ = 0, 1, 2, ...) 
als gegeben an und bezeichnet die Summe ihrer ersten w -{- 1 Glieder, 
wie in 61. (2) angegeben, mit F^(x), so heißt die unendliche Reihe 
Stelle X = X konvergent und F(x') ihre Summe, in Zeichen: 

00 

(4) 2a^)-Fix), 

u 

wenn jede^s f^Xx') eine hestimmte Zahl vorsteUt und lim F^{x) == k\x) im 
engeren Sinne existiert In jedem anderen Falle heißt die Reihe divergent 
Die Gesamtheit der Stellen x, für welche die Reihe ^f.{x) konvergiert, 
bildet ihren Konvergenchereich. Sie heißt daselbst auf Grund der früher 
eingeführten Terminologie^) absolut konvergent, sobald auch 
konvergiert, und ist in diesem Falle zugleich unbedingt konvergent, im 
entgegengesetzten nur bedingt konvergent. 

Beachtet man ferner, daß: 

n-f ^ oo 

- F^ix) =2/;(^), Fix) - Fax) 

w + 1 v'+ l 

SO ergeben sich im Anschlüsse an die im vorigen Paragraphen aufgesteU- 
ten Definitionen der gleichmäßigen Konvergenz einer Funkttonenfolge 
(S. 227/31, Nr. 2, 4, 5) und bei Benutzung der dort mit (la) und (lila) be- 
zeichneten Bedingungsformen als entsprechende Definitionen für unend- 
liche Reihen die folgenden: 

Die im Bereiche S3 konvergierende Reihe ^f.ix') heißt 
dasdbst gleichmäßig konvergent, wenn zu jedem a > 0 eine na~ 
türliche Zahl n vorhanden ist, derart, daß für alle x des Be- 
reiches S5 die Beziehung besteht: 

n -hp 

(I) 2 .) 

n + l 

1) s. I,, § 76, Nr 2, S. 67«. 
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oder auch die damit äquivalente: 


(ii) 


I < £ für n ') 

I r+ 1 ' 


Steht nur soviel fest, daß die Beziehung (I) oder (II) für eine ge- 
wisse feste hzw. gleichzeitig mit a eventuell gegen Null konver- 
gierende Umgehung einer Stelle Xq erfüllt ist, so heißt die unend- 
liche Beihe Sf.(x) in der Nähe oder Umgehung von hzw, 
im Funkte gleichmäßig konvergent. 

Auf Grund dieser Definitionen gestattet dann der Satz von Nr. 5 des 
vorigen Paragraphen (S. 231) ohne weiteres die folgende Übertragung: 

Jede m einem abgeschlossenen Bereiche 95 (mindestens) 
punktweise gleichmäßig konvergierende Beihe konvergiert da- 
seihst schlechthin gleichmäßig.^) 

Man sagt wiederum, die unendliche Reihe ^f\(x) konvergiere in der 
Nähe einer dem Konvergenzbereiche angehörigen Stelle x^ ungleichmäßig, 
wenn nicht zu jedem a eine natürliche Zahl n existiert, welche die Gül- 
tigkeit der Beziehung (I) oder (II) für alle in der Nähe von Xq befind- 
lichen Konvergenzstellen zur Folge hat 

Um Beispiele für gleichmäßig bzw ungleichmäßig konvergierende 
Reihen herzustellen, braucht man lediglich in den Beispielen 

von Nr. 3 des vorigen Paragraphen f^{x) Fq[x) und für 
f^{x) ^ F^{x) — F^_.^{x) zu setzen. Auf diese Weise ergibt sich aus dem 
Beispiel (1), (S. 227): F^(x) «= x^, daß die Reihe: 

00 

(6) 1 + ^(a: — 1) a:’ -* 

1 

für ' X <1 gegen die Summe 0 konvergiert, jedoch gleichmäßig nur für 
\x ^ p < 1, während bei Annäherung an den Kreis \ x ^ =1, insbesondere 
an den noch Konvergenz (gegen die Summe 1) liefernden Punkt rc == 1 
ungleichmäßige Konvergenz stattfindet. 


1) Dabei wird also keineswegs gefordert, daß alle f„{x) in 93 beschrankt sein 

oo 

mußten Danach gilt z B die Reihe im Bereiche x ^ ^ i ^it 

0 

einzigem Ausschluß der Stelle x == 0 als gleichmäßig konvergent, obschon das An- 
fangsglied ^ in der Nahe von a; = 0 nicht beschrankt ist. 

2) Gilt wiederum a fortiori, wenn die Beihe m der Nahe jedes Punktes von 
93 gleichmäßig konvergiert. 
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Das Beispiel (4) (S. 229): F^{x) -= liefert die Reihe: 


(7) 




mit der Summe 1 für \r >0, mit der Summe 0 für a; 0; gleichmäßig 
konvergent für x dagegen ungleichmäßig in der Nähe von 

a; «= 0. 

3. Ein nicht selten nützliches (gewöhnlich Weifrstraß zugeschrie- 
benes) Kriterium zur Feststellung der gleichmäßigen Konvergenz gewinnt 
man durch die folgende Überlegung. Es sei in einem gewissen Bereiche 33 
zum mindesten für v^m: 

eine Bedingung, welcher insbesondere genügt wird, wenn für 
im Bereiche 35 heschränU ist und die obere Grenze von i f^(x)\ für den 
Bereich 33 bezeichnet. Wird sodann angenommen, daß die Reihe 
hmvergiere, so hat man bei passender Wahl von n^^m: 

n -\-p 

(j) = 0, 1, 2, . .) 

rt+l 

und daher auch: 

w -f p n+p n -r p 

' 1 <2 < £’) 

n + l ?i+l /< + l 


für alle x des Bereiches 33. Die Reihe ^f^(x) konvergiert somit im Be- 
reiche 33 gleichmäßicf. 

Wir wollen eine Reihe ^f^{x)y welche für irgendeinen Bereich 33 
die Eigenschaft besitzt, daß die aus den oberen Grenzen der ge- 


1) Man beachte, daß die Reihen (6) und (7) beide absolut konvergieren, daß 
somit die absolute Konvergenz keineswegs die Gleichmäßigkeit der Konvergenz 
sichert. Andererseits können Reihen, die in irgendeinem Bereiche nur bediyigt 
konvergieren, daselbst durchweg gleichmäßig konvergieren So konvergieit z B. 

die Reihe- ^ ^ + . für g p < l nur hedtngt, 

jedoch glf*%chmaßig (wie man leicht erkennt, wenn man die Reihe in die Form 



setzt; vgl. Nr 3 am Ende). 

V* — rc* 


2) Man pflegt die Reihe als Majorante der Reihe {ot) zu bezeich- 


» + 1 


n + l 


nen. Allgemein versteht man unter einer Majorante eines arithmetischen Aus 
drucks A einen anderen daraus abgeleiteten M von der Beschalfenheit, daß durch 
weg bzw. in einem näher bezeichneten Umfange die Beziehung besteht* 

ilf> 1^1. 
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bildete Reihe honvergiertj als im Bereiche ® maximal lionvergmt bezeich- 
nen. Dann gilt also der Satz; 

Eine in irgendeinem Bereiche maximal konvergente Beihe ist 
daselbst gleichmäßig konvergent. 


2 X 

Beispiel: Die in der letzten Fußnote erwähnte Reihe ^ ^ — ^ 

1 

ist im Bereiche a; | ^ p < 1 maximal und somit gleichmäßig konvergent, 

2.C 


wegen 


' « " ^ •• ^ 2 1 ^ wegen der Konvergenz von ^ 


Übrigens gilt das entsprechende für jeden beliebig großen endlichen Be- 
reich X , < li nach Weglassung derjenigen Anfangsglieder, für welche 
V <B, Und die gleichmäßige Konvergenz bleibt auch nach Hinzufügung 
dieser Anfangsglieder erhalten, wenn man die Punkte = ± 1, ± 2, . . 
+ [JK] aus&chließt. Man beachte, daß man dieses letzte Ergebnis nicht 
etwa aus dem Umstande erschließen könnte, daß die Reihe in der JSähe 
jeder von den Punkten ± 1, Hh 2, . ., ± verschiedenen Stelle gleich- 
mäßig konvergiert. Denn diese Form der Schlußweise würde ja nur für 
dbgeschlossekie Bereiche gelten, während der durch bloße Ausschließung 
der Punkte x ^ entstehende Bereich ein nicht abgeschlossener ist 
Man könnte sie also nur an wenden, wenn man die betreflFenden Punkte 
durch beliebig kleine Kreise ausschließt und diese sodann zur Begrenzung 
des Bereiches hinzufügt. (Für die Praxis ist das wohl in allen Fällen 
gleichgültig, verdient immerhin völliger Klarheit zuliebe hervorgehoben 
zu werden ) 


4. Da aus der Siet igl eit von wegen: 

^vi^) ^ /o(^) + /i(^) + • ' + fvi^) diejenige von F^{x) resultieit, 

so ergibt sich durch unmittelbare Übertragung der Sätze von Nr. (> des 
vorigen Paragraphen: 

Ist jedes der Beihenglieder fy{x) stetig an der Stelle Xq und 
00 

konvergiert die Reihe in der Nähe von Xq gleichmäßig 
(0 

gegen die Summe F{x)y so ist auch F{x) stetig an der Stelle Xq. 

Ist jedes der Reihenglieder fy(x) stetig im Bereiche ® und 
00 

konvergiert die Reihe in jedem zu ® gehörigen abge- 

0 

schlossenen Bereiche S' gleichmäßig gegen die Summe F{x)y so 

ist auch F{x) eine stetige Funktion im Bereiche 8 
Dabei ist die Gleichmäßigkeit der Konvergenz in dem bezei ebneten Zu- 
sammenhänge wiederum zwar eine hinreichende, aber keine notwendige 
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Bedingung für die Stetigkeit. [Beispiel (vgl. S. 235, Gl. (13)). Es ist: 

\ 1 + 

für jedes x, also insbesondere für 2; » 0, dennoch ungleichmäßig konver- 
gent in der Nähe von x == OJ 


§ 30. Reihen ^(x) nach ganzen positiyen Potenzen einer Teränder- 
liehen. — Der Konrergenzkreis. — Formeln zur Bestimmung des 

Eonvergenzradius. 

1. Der einfachste und zugleich, wie sich zeigen wird, für die Funk- 
tionentheorie fruchtbarste Typus von Reihen der Form ^fjx) kommt 
zum Vorschein, wenn gesetzt wird: fX^) =* a^x* (v == 0, 1, 2, . . .), unter 
(ttj) eine beliebige unbegrenzte Folge komplexer Zahlen verstanden. Eine 
solche Reihe heißt eine getvöhnliche Potenzreihe oder auch, wo ein Miß- 
verständnis ausgeschlossen erscheint, schlechthin eine Potef^zreihe in x 
und soll generell mit ^{x) bezeichnet werden, so daß also im vorliegen- 
den Falle: « 

( 1 ) 

0 


Als Grundlage für die Feststellung des Konvergenzbereichs einer solchen 
Reihe beweisen wir zunächst den folgenden Satz: 

Gibt es eine Zahl Xq von der Beschaffenheit, daß i a^x^f | für 
alle 1/ = 0, 1, 2, . . . unter einer positiven Zahl y Ueibt, so ist 
^(z;) absolut Tconvergent für jedes der Bedingung [a;! < |rrol 
genügende x, außerdem nadi Annahme eines positiven (> < j | 
gleichmäßig konvergent für 0^ la:| < p. 

Beweis. Die geometrische Reihe ^x^ konvergiert, und zwar absolut 
für a:| < 1 (vgl. I3, § 75, Nr. 2, S 576). Da nun: 


' a^x^ 


\ Ov^o !” 


< Y 


X 

' 1 ^ 

für 




so ist, wegen 


< 1, die Reihe ^a^x^ für 1 z; | ^ p absolut, und zwar 

maximal, also auch gleichmäßig konvergent. 

2. Als unmittelbare Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze er- 
gibt sich: 

Konvergiert die Reihe ^a^x^ für irgendeinen bestimmten 
Wert X ^ x^, so konvergiert sie absolut für alle x mit einem 
Absolutwert |ip|<|a:i| Divergiert ^a. x^ oder auch nur^) 


1) In diesem Falle könnte ja noch bedingt konvergieren. 

Pringsheim, Vurleanngen II, 1 16 
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für einen gewissen Wert x =* a*,, so divergiert 
für dUe x mü dem Absolutwert | ^ | > | ^ 2 1* 

Ist nämlich konvergent (wenn auch eventuell nur bedingt^)), so 

muß ja lim * 0 sein, also etwa: | a^.x^^ | < « für 1 / > n, so daß nach 

Hinzunahme von | «o l> I 1? • • •> I I i I sicher unter einer 
endlichen Schranke bleiben, also der zuvor bewiesene Satz in Wirksam- 
keit tritt. 

Wenn dagegen auch nur divergiert, so kann ^a^.x' für 

kein x mit dem Absolutwert | a; | > | a;, | konvergieren. Denn wäre dies der 
Fall, so würde ja auf Grund des bewiesenen Satzes sofort die absolute 
Konvergenz von ^a^x^^ daraus resultieren. 

3. Sind die so beschaffen, daß die \a^x*'\ (v = 0, 1, 2, . . .) für 
jedes einzelne noch so große x unter einer endlichen Schranke bleiben, so 
muß offenbar die Reihe ^a^x* für jedes noch so große (endliche) x kon- 
vergieren (und zwar absolut): sie heißt in diesem Falle beständig konver- 
gent. (NB. Nichtsdestoweniger divergiert sie selbstverständlich an der 
Stelle a; =» cx), da die erste Bedingung für die Konvergenz, nämlich daß 
die einzelnen Glieder bestimmte Zahlen verstellen, hier nicht mehr er- 
füllt ist). 

00 

Beispiel. Es werde gesetzt: a, — ^ , also: 


Alsdann wird, wenn | x \ 

I (5)’- 

( 2 ) 


r gesetzt wird, zunächst: 



V v{v — 1) . . 1 


1 2 


l.v 2 (v — 1) (x + l)(v — x) 


r* 


V 1 


Die kleinsten in dem letzten Ausdrucke auftretenden Nenner sind, wie 
leicht zu sehen, 1 • v und 1 / • 1. Aus: 

X + 1 <v 

folgt nämlich durch Multiplikation mit x>0: 

X* + X < XV 

0 < XV — X* — X, 

also durch Addition der Identität v v : 

V < XV + V — X* - X - (x + l)(v - x) 

(für X ■* 1, 2, . . ., 1 / — 2). Infolgedessen ergibt sich aus Gl. (2): 



1) Konvergiert die Reihe absolut, eo iet sie für |ar! ^ (ar, | maximal 

konvergent, also zugleich absolut und gleichmäßig konvergent. 
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und schließlich: 



Der rechtsstehende Ausdruck wird aber, wie groß man auch r angenom- 
men haben möge, für hinlänglich große v beliebig klein, und es Ueiben 

daher die Zahlen — für jedes einzelne noch so große r unter einer end- 

^ ist somit beständig konvergent}) 

Es kann nun zweitens der Fall eintreten, daß überhaupt kein von Null 

verschiedener Wert x existiert, für welchen die Zahlen \a^x'^\ (i/=* 0,1,2,...) 

unter einer endlichen Schranke bleiben. In diesem Falle kann offenbar 

die Reihe für keinen von Null verschiedenen Wert x konvergieren^ 

sie ist (sc. abgesehen von a; = 0) beständig divergenf^. 

00 

Beispiel, ^(a;) = Für | a: | *= r findet man hier analog wie 

1 

oben (s. Ungl. (3)): 

(4) v\r^>(yv‘ry 

und dieser Ausdruck wächst mit v ins Unendliche, wie klein auch r>0 
angenommen werde. Die Reihe ^v\x^ ist also für jedes von Null ver- 
schiedene X divergent. — 

Als dritte Möglichkeit bleibt schließlich noch der Fall übrig, daß 
die Zahlen \x\, für welche \a^x‘^\ unter einer endlichen Schranke bleibt, 
eine bestimmte (endliche) obere Grenze JR haben. Dann ist zunächst evi- 
dent, daß die Reihe ^a^.x^ für |a: i > divergiert, da ja für \x\> B. die 
Zahlen \a^x^\ gleichzeitig mit v zum mindesten teilweise über alle Gren- 
zen wachsen müssen. Andererseits bleiben aber (auf Grund der Bedeutung 
von jR als obere Grenze) für jedes jR'< J? die Zahlen \a^It'^\ (v = 0, 1, 2, . . .) 
unter einer endlichen Schranke, und somit konvergiert die Reihe für jedes x 
mit einem Absolutwerte \x\<iR'. Dann konvergiert sie aber auch geradezu 
für jedes nur der Bedingung \x\<B. genügende x: denn, wie wenig auch 
|:r| unterhalb B angenommen werden möge, so gibt es doch stets (unend- 
lich viele) Zahlen B' von der Beschaffenheit, daß | rc | < JJ'< ü, woraus 
dann nach dem zuvor gesagten unmittelbar die Richtigkeit der letzten 
Behauptung hervorgeht. 

Geometrisch gesprochen divergiert also die Reihe für alle Stellen 
außerhalb, sie konvergiert für alle Stellen innerhalb eines Kreises mit dem 
Radius B um den Nullpunkt, den wir von jetzt ab als den Kreis (0)i2 
bezeichnen wollen. Er heißt der Konvergenzkreis der Reihe, sein Radius B 

1) Dieses Ergebnis läßt sich übrigens einfacher mit Hilfe des Ga%tchy%eheu 
Fundamentalkriteriums zweiter Art (vgl. Nr 6 dieses Paragraphen) herleiten. 

16* 
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ihr Konvergenzradius. Bezüglich des Verhaltens der Reihe für die Stellen 
\x\^ Bf also für die Punkte auf dem Konvergenzkreise, gibt die ur< 
sprüngliche Definition von B (als obere Grenze der Zahlen |rt;|, für welche 
die Zahlen \a^x^\ unter einer endlichen Schranke bleiben) keinerlei An- 
haltspunkt: in der Tat können, wie sich später noch zeigen wird, in 
diesem Falle alle möglichen Eventualitäten eintreten. 

Die zwei zuvor betrachteten Fälle der beständigen Konvergenz und 
Divergenz lassen sich übrigens unter den letzterwähnten in der Weise 
subsumieren, daB man im Falle einer beständig konvergierenden Potenz- 
reihe 12 — + oo, im Falle einer beständig divergierenden 12 — 0 setzt. In 
der Tat konvergiert ja eine Reihe der ersten Art für |rr| < + (30, die andere 
divergiert für | a; j > 0. 

4. Es ist wichtig festzustellen, daB der Konvergenzradius B von 
^a^x^ sich stets mit Bfilfe eines aus den a^ gebildeten Grenzwertes dar- 
stellen läBt. Nach dem Caudigschen Fundamentalkriterium erster Art 
(s. I,, § 50, Nr. 4, S. 342/3) hat man für die Reihe u^ ! : 

KonvergenZf wenn: lim V| w, < 1 , 

Divergenz, wenn: lim V | | > 1 . 


Daraus folgt zunächst unter der Voraussetzung eines endlichen und von 
Null verschiedenen Im daß die Reihe ^ 


( 5 ) 


y J 

konvergiert, wenn: lim V | a, \-\x <1, d.h. |a;i< — t 7 ,_ 

r->o» ' ^ ' 

divergiert, wenn: lim yüi7|-!a;| > 1, d.h. ix\> - 

lim VI a I 


Setzt man also: 
( 6 ) 


1 ~ limi/| i|, 

lim K I a, I ‘ ’ 


SO ist die Reihe 2a^x'*' absolut konvergent für | o; J < 12, absent divergent 
für {z| > 12, also, wie aus Nr. 2 hervorgeht, auch schlechthin divergent 
für |a;j > 12. Somit stellt die durch die Beziehung (6) definierte Zahl 
den Konvergenzradius der Reihe 2a^x^ dar. Dabei steht es selbstver- 
ständlich frei, den in GL (6) auffcretenden oberen bzw. unteren Limes durch 
den Limes schlechthin zu ersetzen, falls ein solcher existiert. Man hat 
also in diesem Falle: 
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Ist lim V\(^y\ ^ + und nur wenn dies der Fall ist, so wird die Kon- 

yergenzbedingung (5) durch kein von Null yerschiedenes | x | befriedigt, 
die Reihe ist dann also beständig divergent. 

Ist dagegen lim Vl a« ! — 0, d. h. schließlich: lim | =■ 0, und 

wwr wenn dies der Fall ist, so wird die Eonvergenzbedingung (5) durch 
jedes (noch so große) | x | befriedigt, so daß also die Reihe beständig Jcon- 
vergiert.^) 

Da im ersten der eben betrachteten Fälle: liml/ — '|»:0, im 

zweiten: ^ j ergibt sich noch, daß der zweite in 61. (6) 

bzw. (6 a) für 12 angegebene Ausdruck auch für diese beiden Fälle gültig 
bleibt. 

5. Geht man von dem Cauchysthea Fundamentalkriterium zweiter 
Art aus (8.1j,§54, Nr. 6,S. 385), so folgt zunächst, daß die Reihe S\a^.x*\ 


j konvergiert, wenn: Im j 

I Oy I j 

divergiert, wenn: lim 


Hieraus ergibt sieb nur soviel, daß: 
(8) li =■ lim 


la;|<l, bzw. lim j • |a:| < 1, 

|a;| > 1, bzw. lim -^^|•la:l>l. 
' ' *»->00 o « 


gesetzt werden kann, wenn dieser Grenzwert existiert (wobei die Fälle 

lim — !_ *= 0 und lim — — =» oo in analoger Weise mit einzuschlie- 
*-->00 *»->00 

ßen sind, wie die entsprechenden in Nr. 4). AndernfaUs kann man nur 
schließen, daß die Reihe 

1 

I konvergiert, wenn: | a: | < lim , 

divergiert, wenn: Ix! > lim , 

während das Verhalten der Reihe für solche x, welche dem Bereiche 
(dem „Ereisringe''): 

(10) hm j«! ^lim 1— ^ 

«...-1 — — *'->00 a ... 


1) Es gilt also der Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die beständige 
Konvergenz det' Beihe besteht in der Beziehung 

lim 
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angehören, hieraus nicht beurteilt werden kann. Es besteht also hier ein 
wesentlicher Unterschied in der Wirksamkeit des Kriteriums erster und 
zweiter Art, insofern nm das erstere in jedem Falle (s Gl. (9)) den genauen 
Wert des Konvergenzradius liefert. 

Beispiele.^) Die Reihen ^ besitzen sämt- 
lich den Konvergenzradius 1, wie aus jeder der beiden Formeln (6a) und 
(8) ermittelt werden kann 

Setzt man dagegen + (— !)*'• , so hat man (S. I,, § 33, 

Nr. 3, S. 202): lim e, dagegen lim und daher: 


lim 

»'-►00 



lim 


! 

= e“ 

^» + 1 I 


woraus nur geschlossen werden kann, daß die Reihe für a: | < ^ kon- 
vergiert, für a; i > e* divergiert. Andererseits findet man aber: 


limV a. 1 = lim (l + (-!)• -i) = 1, 


SO daß sich auf diesem Wege unzweideutig = 1 ergibt 
Ferner: Für a, = wird 


und daher: 


2g, 




lim 1 - 

» -► 00 + 1 


= 0, 


lim ' — ~ i = 00 , 


so daß hieraus gar kein Schluß auf die Konvergenz oder Divergenz der 
Reihe: » 

. X* Y + + '\ + -h ' • 

gezogen werden kann. Dies gelingt dagegen mit Hilfe des Kriteriums ( 9) 
Man hat nämlich (l^, § 37, S. 230, Fußn.): 

(9) hm y i = 1 

> -►90 


und somit nach Gl. (6); ü 1 

Schließlich werde noch gesetzt: o, =- also; ", 

Ot/u+i ^ daher: 

” ' I — l , wenn v ungerade, 
also: lim VT«, — j, lim V^j o, | — 1 . 


l) Vgl. I,, $ 37, Nr 8, S. 280, Fußn. 1 und I, , § 66, Nr. 4, S. 396/6. 
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Obschon hier limV|a^l (und a fortiori^)) Im nicht existiert^ lie- 

fert hier Gl. (6) unzweideutig das Resultat i2 — 1, dessen Richtigkeit sich 
übrigens auch leicht verifizieren laßt, wenn man die fragliche Reihe, 
nämlich « » 

-l + * + (f)’ + ** + (T)‘ + »‘+ ' 

in die beiden Teilreihen zerlegt: 

^ (t)* + (t)* + “ ■ ® + ** H , 

deren erste dann zwar den Eonvergenzradius 22 — 3 besitzt, während für 
die sweite 22—1 ausfallt und somit auch die Summe dieser beiden Reihen 
nur für I a; I < 1 konvergiert. 


§ 31. Über Konvergenz und Divergenz von Potenzreihen auf dem 
Konvergenzkreise^ insbesondere Aber bedingte Konvergenz. 

1. Fragt man nach dem Verhalten von Potenzreihen für die Stellen 
des Eonvergenzkreises, so lehrt schon das Beispiel der oben erwähnten 

Reihen daß sowohl Divergenz als auch absolute Konvergenz 

für alle Stellen des Eonvergenzkreises | o; | — 1 möglich ist, während an- 
dererseits die gleichfalls oben erwähnte Reihe ^ für die auf dem 

Eonvergenzkreise gelegenen Stellen o; — 1 und rr — — 1 ein verschieden- 
artiges Verhalten zeigt, nämlich für x — + 1 divergiert und für ot; — — 1 
(übrigens, wie sich weiter unten zeigen wird, auch für aUe übrigen Stellen 
mit dem Absolutwerte 1) bedingt konvergiert 

Bei der genauen Prüfung der in diesem Zusammenhänge auftreten- 
den Möglichkeiten dürfen wir ohne merkliche Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit dem Eonvergenzradius der zu betrachtenden Reihe 2a^x' 
den Wert 1 beilegen, also lim Vl j — 1 annehmen. Hätte man nämlich 

eine Reihe ^b^z* mit beliebigem von 1 verschiedenem Eonvergenzradius 
22, so geht dieselbe durch die Substitution z — Bx in eine Reihe von der 


1) Wie in I,, § 66, Nr. 4 (S. 894) gezeigt wurde, zieht die EziBtenz (im 
weiteren Sinne) von Im | immer diejenige von a, | und die Beziehung: 

^ ' * y-V-«o I Uy ! 

nach eich, aber nicht umgekehrt. 
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Form mit dem Konvergenzradius |a?| === 1 über^ so daß also 

das Verhalten der Reihe ^ 6 ^ auf dem Eonyergenzkreise \e\^ JR nach 
demjenigen der Reihe auf dem Eonyergenzkreise \ x\^l be- 

urteilt werden kann. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die absolute (also 
unbedingte) Konvergenz der Reihe für irgendeene einzelne Stelle auf 

dem Eonvergenzkreise | a: = 1 besteht dann offenbar in der Eoiiyergenz 
der Reihe ^'\ a,. |. Ist aber diese Bedingung erfüllt, so konvergiert 
auch absolut für alle Stellen des Eonyergenzkreises. Mit anderen Worten: 
Divergiert ^a^x* auch nur für eine einzige Stelle des Eonyergenzkreises, 
so kann sie für irgendwelche anderen Stellen desselben keinesfalls absolut, 
also höchstens noch bedingt konyergieren. 

Zur Entscheidung über die Eonyergenz oder Diyergenz der Reihe 
^\a^ \ müssen, da infolge der Voraussetzung l^^/|a„l == 1 (wobei auch 


geradezu lim Via,.; «= 1 bzw. lim 




1 sein kann) die Gauchyschen 


Fundamentalkriterien yersagen, je nach Bedarf schärfere Eriterien heran- 
gezogen werden^), wie sie in I^, § 50, 54 und Ij, § 76 ausführlich ent- 
wickelt worden sind. Sind z. B. die a^ so beschaffen, daß: 


(1) 


‘*» + 1 


1 + 


X 4" 

V 



wo X, k yon v unabhängig sind und \r^ | unter einer endlichen Schranke’) 


bleibt ( also: lim 


1 


)■ 


so folgt aus I 3 , § 76, Nr. 5 (S. 590), daß 

N » V + I / 

2\o>y\ konvergiert für 1 , dagegen divergiert für x ^ 1 . Somit ist 
unter der Voraussetzung (1) die Reihe ^a^x^ nur im Falle x > 1 auf 
ihrem Eonvergenzkreise x | ~ 1 absolut konvergent. Dies trifft insbeson- 
dere zu (wie a. a. 0 . S. 591 gezeigt wird) für die hypergeometrische Beihe 


I o (a 4“ I) • . . (g 4" y ~ 


9 i(c-a- 6 )>ü. 


2. Ist lim VlUyl =* 1 und ^\a^\ divergent, so divergiert die Reihe 

V 00 

sicher für aUe Stellen des EonTergeuzkreises la:| — 1, falls 
lim I a. f > 0 ist.‘) Hat man dagegen: lim a, •= 0 , so ist noch bedingte 


1) Abgesehen von dem Falle lim I a, | }> 0 , in welchem die Divergenz ohne 
weiteres ersichtlich ist. 

V 

2) Es würde sogar, wie a. a. 0. gezeigt wird, schon genügen, wenn : | Vv -< i 

IfiT V 

3) Dieser Fall tritt z. 6. ein, wenn die der Bedingung (1) genügen und 

X ^ 0 ist (s. Ij , § 87, Nr. 4 — insbesondere S 662 unter 1) und 3)). Für die hyper- 
geometrische Reihe lautet die entsprechende Bedingung: 9fl(c — — 1. 
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Konvergenz möglich. Insbesondere läßt sich der in I 3 , § 77, Nr. 2 (S. 594) 
bewiesene Satz jetzt folgendermaßen anssprechen: 

Ist divergent und — 0, so besäet die BeUie^a^x'’ 
den Konvergeneradius | « j = 1. Ist sodann — a^_i ] kon- 
vergent, so konvergiert noch bedingt für edle Stellen des 

Konvergenekreises mit Ausschluß von x = l. 

00 

Hiernach konvergiert z. B. die Reihe — (ebenso jede Reihe 

mit positiven, monoton der Null zustrebenden bei gleichzeitiger Diver- 
genz von ^1 a,. l) abgesehen von der (Divergenz-)SteUe a? * 1 noch 
dingt für alle übrigen Stellen des Konvergenzkreises |:r{ » 1 . 

Genügen die wiederum der Bedingung (l) und ist 0 < x ^ 1, so 
divergiert zwar, wie bereits oben bemerkt wurde, die Reihe | . Da- 
gegen konvergiert, wie in I 3 , § 87, Nr. 5 (S. 663) gezeigt wurde, die Reihe 
^ 1 ■— I , und somit ist auf dem ganzen Konvergenzkreise 

jxl = 1 mit einzigem Ausschluß der Stelle x^l^) noch bedingt kon- 
vergent. 

Für die hypergeometrische Reihe nimmt die Bedingung 0 < x ^ 1 
(s. a. a. 0. S. 667) die Form an: — 1 < 91 (c — a — 6 ) ^ 0. Sie ist also 
unter dieser Voraussetzung für alle Stellen des Kreises \x\^ 1 mit 
Ausnahme von x 1 noch bedingt konvergent. Setzt man insbesondere: 
i ^ c, a ^ — m (also: c — a — h ^ m) und ersetzt x durch — x, so ent- 
steht als Spezialform der hypergeometrischen die „binomischd^ Reihe 

^ 2 y • X''. Dieselbe besitzt (wenn nicht gerade m 

eine natürliche Zahl, in welchem Falle die Reihe mit der Potenz x”^ ab- 
bricht) wieder den Konvergenzradius | a; | = 1 und ist (nach dem in Nr. 1 
über die hypergeometrische Reihe Gesagten) auf dem ganzen Kreise 
I x I =* 1 noch absolut konvergent, wenn 9i(m) >0; dagegen mit Ausschluß 
der Stelle a; = — 1 bedingt konvergent, wenn — 1 < 91 (w) ^ 0. Im Falle 
91 (m) ^ — 1 divergiert sie für | a? | =» 1 ausnahmslos. *) 

3. Die auf Grund des Satzes von Nr. 2 als Beispiele für die bedingte 
Konvergenz auf dem Konvergenzkreise angeführten Reihen ^a^.x^ haben 
die gemeinsame Eigenschaft, an einer Stelle des Kreises zu divergieren, 
nämlich an der Stelle a: = 1, für welche jener Satz keine definitive Aus- 
sage über das Verhalten der Reihe enthält. Und man darf geradezu sagen, 
daß alle bekannteren Reihen, die auf dem Konvergeiizkreise nur bedingt 

1 ) Daß die für a;»l zum Vorschein kommende Reihe (nicht nur die 

Reihe wirklich divergiert, wurde a. a. 0. ausdrücklich bewiesen. 

2) Vgl. die Fußnote 1 
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konvergieren, daselbst stets an einer oder mehreren^) Stellen divergierm. 
Man könnte hiernach vermuten, daß überhaupt jede Potenzreihe, die auf 
dem Eonvergenzkreise nicht absolut konvergiert, daselbst mindestens eine 
Divergenzstelle besitzen müsse. Es gibt indessen auch Potenzeihen sehr 
einfacher Art, welche auf dem Eonvergenzkreise ausnahmslos und dennoch 
nur bedingt konvergieren, wie das folgende Beispiel lehren soll. 



wo wiederum [l/i/] die größte in Yv enthaltene ganze Zahl bedeutet. 
Nimmt dann v diejenigen Zahlenwerte an, welche charakterisiert sind 
durch eine Bedingung von der Foim: 

(9) l^£v<iX+iy (A-1,2,3,...), 
so wird 

1, 

also 

(10) [Vv]~l, 

d. h. durchläuft der Index v die Reihe der Zahlen A*, A* +1, A* + 2A, so 
hat [Yv] den konstanten Wert A, so daß also die entsprechenden Glieder 
a^ sämtlich das Vorzeichen von {-—ly haben. Setzt man also: 

(11) = ^ + + • • + jrjpal » 

so hat man: 


( 12 ) 

“ “ (t + T + y) + (t + • • + t) ~ (i + • • • + • 

Um die Eonvergenz dieser Reihe nachzuweisen, hat man nur zu zeigen, 
daß die mit wachsendem A monoton, und zwar schließlich gegen Null 
abnehmen. Man hat nun: 


m A -r a 




= y. ! 4. ^ t 

^ ^ ^ (l + l)* + 21 + 2 


1) Will man z. B. aus einer Reihe der in Nr. 2 betrachteten Art eine solche 
bilden, die fär m Stellen des Einheitskreises divergiert, so hat man nur x durch 
zu ersetzen: die betreffende Reihe divergiert dann für die m Stellen x, welche 
den Wurzeln der Gleichung x’" » 1 entsprechen. 
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und da jeder der beiden letzten Brüche kleiner ist als jedes der 2A -f 1 


Glieder der 

vorangehenden Summe und ( 

iaher: 


a + 1)* + 21 + 1 1 1 

1 M^2l + l 

•2X 

2 : 


(l -f 1)>4- 21 + 2 1 

0 

so wird: 

iX 



^1+1 <21 + 1 

0 

1 

(iTi)' 

folglich: 




■^1 — ^1+ 1 > — 
0 ‘ 

21+3 
‘21 + 1 





1 


(1-1-1)*+ vl 

^ 21*-f 41-f 1 — 2v 

(2 1 -h 1) (i'» -f v) ((1 +“1T* +~v) 

>0 

(da ja ^ 4A, also jeder Zähler wesentlich positiv ist) Da außerdem: 
also: 


A /21 + 1 


lim J., 0, 

so folgt in der Tat, daß die Reihe zunächst in der Form 1)^ • 
'konvergierty übrigens aber, wie dann unmittelbar ersichtlich, auch kon- 
vergent bleibt, wenn man mit Weglassung der Klammern die einzelnen 
als Reihenglieder ansieht. Es konvergiert also die Reihe an der 

Stelle X ^ 1 

Man hat nun ferner: 

(13) + 

wobei der Akzent bei dem ersten Summenzeichen der rechten Seite andeuten 
soll, daß alle Glieder von der Form ”” {i -f i)* ) 2, 3, . ) 

wegzulassen sind: an ihre Stelle treten eben (wegen des Zeichenwechels 
beim Übergange von zu die in der zweiten Summen vereinigten 

Glieder Setzt man diese letztere in die Form: 

flO «o 

^ “ (1 + 1 )*) 

und fügt jene fehlenden Glieder noch zur ersten Summe hinzu, so nimmt 
Gl (13) die Form an; 


( 14 ) 
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Die Reihe der — ist also leonvergmt, und somit konvergiert 
auch für alle tob 1 verschiedenen Stellen mit dem absoluten Be- 
trage I a; I — 1. Sie konvergiert also auf dem Konvergenzkreise ausnahms- 
los, aber offenbar nur bedingt, da ^ i a, ' — divergiert. 

§ 32. Stetigkeit der Summe einer absolut konvergenten Potenz* 
reihe. — Erhaltung der gleichmäßigen Konvergenz (und Stetig- 
keit) beim Übergange zu einer Konvergenzstelle auf dem Kon- 
vergenzkreise (J.b6lseher Satz und dessen Terallgemeinemng). — 
Terhalten beim Übergange zu einer Stelle eigentlicher Divergenz. 

00 

1. Konvergiert die Potenzreihe Sß (x) = ^ absolut für \x \ =» r, 

0 

so konvergiert sie nach § 30, Nr. 2, Fußn. 2 (S. 242) gleichmäßig für alle 
X mit dem absoluten Betrage \ Folglich ist $(a;) für den betreff 

fenden Bereich, d. h. für den Kreis mit dem Radius r einschließlich der 
Peripherie eine stetige Funktion von x (dabei kommen für die Stellen auf 
der Begrenzung wieder nur die im Innern oder auf der Begrenzung ge- 
legenen Stellen als „Umgebung^^ in Betracht). 

Konvergiert die Reihe $(:r) beständig y so stellt sie also eine für 
jeden endlichen Wert von x stetige Funktion dar. 

Besitzt $(a;) den Konvergenzradius It und konvergiert die Reihe 
noch absolut für | x | » jR, so besteht offenbar die GleichmäßigTceit der 
Konvergenz und somit die Stetigkeit von {x) für | a: | ^ JZ. 

Wenn aber ^ (a;) für irgendeine Stelle mit dem absoluten Betrage 
I a; j =- JS nur bedingt konvergiert, so ist die zum Beweise der gleichmäßigefn 
Konvergenz in § 30, Nr. 1 benutzte Schlußweise für | ^ | ^ iZ nicht mehr 
anwendbar, da sie wesentlich auf der Konvergenz von^ja^ | • R' beruht. 
Hier gilt nun der folgende (in der Hauptsache von Abd herrührende Satz): 

Konvergiert die Beihe ^(a;) = ^a^x'' für irgendeine Stelle 
X desKonvergeneJcreises{0)E, so konvergiert sie gleichmäßig für 
alle auf dem Badius OX gelegenen Werte x (einschließlich x « X)y 
und es uoird daher | ^ (X) — ?ß (a;) | mit j X a; ] beliebig Mein 
(also: lim iß (a?) ^ (X), wenn die Veränderliche x auf dem 

Badvus OX gegen den Wert X konvergiert). 

Beweis. Bedeutet, unter der vorläufigen Voraussetzung, daß X+ ± R 
und + ± Ri, X irgendeine Stelle auf dem Radius OX und setzt man: 
« — ! + ’?», X^A-{-Bi, 

i X 1* [ 

A 


so hat man offenbar: 
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also: 


und daher: 


d. h. 

(1) 




B 


I + 1J«- ^ {A + Biy), 


X 

X 


X 

~X 


In den vorläufig ausgeschlossenen Fällen x ^ ± It oder + ü» ist die 
Richtigkeit von Gl. (1) ohne weiteres ersichtlich. 

Da nun nach Voraussetzung konvergieren soll, so kann 

man zunächst zu beliebig kleinem £ > 0 eine Zahl n so fixieren, daß für 

0 , 1 , 2 ,. . .: 

(2) I3i(;. + v)| ^ ^ xn + . . . ^ 

Andererseits ergibt sich mit Anwendung der Abel sehen Transformation 
(I„ § 59, Nr. 4, S. 416 und I,, § 77, Nr. 1, S. 592): 


n + jD 




n 

n + p-1 

• 2(11 


• a^X* 


X 

X 


v+l' 




»+p 


gi(n+p) 


und daher: 

I 11+p 


t »+p~i 


<*-L2(!Y'-lin + ' 


X I^+pI 


X I»* 


, d.h. ,^1 


also, da 


X 

X 


niemals die Einheit übersteigen kann, schließlich: 


1) Diese Gleichung bleibt auch in den Fällen B ^ ±R und -4 +1?, 

B — 0 gültig (b im Text die auf Gl (1) folgende Bemerkung). Die sämtlichen 
Stellen x auf dem Radius OX werden also dargestellt durch: 

X — X, 

wenn ^ alle reellen Zahlen von 0 bis 1 (einschließlich der Grenzen) bedeutet (vgl 
übrigens § 14, Nr. 4, S. 137). Danach läßt sich der oben ausgesprochene Satz auch 

ap 

BO formulieren: Ist $ (X) — konvergent, so konvergiert ^^(ßX) gleich- 

o> 

mäßig für 1 und man hat: 

Um?(ßX)-?J(X) 
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( 3 ) 


n-\-p 


< E 


(für p - 0, 1, 2, . .), 


womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist.^) 

2. Der vorstehende Satz ist ein spezieller Fall des folgenden; 

Konvergiert die Beihe für eine SteUe X auf dem 

Konvergenehreise, so konvergiert sie gleichmäßig für alle Stdlen, 
X im Innern und auf der Begrenzung jedes Dreiecks, dessen einer 
Eckpunkt der Punkt X ist, während die beiden anderen innerhalb 
des Konvergenzkreises liegen. 

Um den Beweis etwas zu vereinfachen, bemerke man, daß durch die 
Substitution 

x^X X 


die Reihe^tt^a;’' übergeht in eine von der Form: ^a^x' (wo: a^ ==* a^ X’), 
während zugleich dem Werte, a: = X, wegen: z' ^ der Wert a:'= 1 
entspricht, so daß die neue Reihe den Konvergenzradius 1 besitzt und für 
a;' = 1 noch konvergiert. 

Infolge der zwischen x und a;'' bestehenden linearen Beziehung wird 
jedes von Punkten x erfüllte Dreieck mit dem Eckpunkte a: = X auf ein 
(übrigens gleichstimmig ähnliches) Dreieck mit dem Eckpunkte x ^ 1 
abgebildet — vice versa (vgl. § 16, Nr. 4, S, 153). Da außerdem jedem 
Werte x mit dem absoluten Betrage | a; | < | X | ein Wert x' mit dem ab- 
soluten Betrage | a;' | < 1 entspricht und umgekehrt, so genügt es offen- 
bar, den oben ausgesprochenen Satz in der folgenden Fassung zu beweisen: 

Ist die Beihe J^a^x^ mit dem Konvergenzradius 1 für a? =• 1 
konvergent, so konvergiert sie gleichmäßig für alle Stdlen x im 
Innern und auf der Begrenzung jedes Dreiecks, dessen einer Eck- 
punkt der Punkt 1 ist, während die beiden anderen innerhalb des 
Einheitskreises liegen,^ 


1) Als Folgerung aus dem Beweise dieses Satzes, bzw. aus Ungl. (2) und (3) 
ergibt sich noch: 

Konvergiert die Beihe gleichmäßig für alle Stellen ' x B, 
so gilt das gleiche für x\^B 

Konvergiert ^a^x^' gleichmäßig für alle Stellen eines 

Kreisbogens AB (einschließlich der Endpunkte A und B), so gilt das 
gleiche für alle Stellen des Sektors AOB.^ 

(Man hat nm- zu beachten, daß auf Grund der vorausgesetzten gleichmäßigen 
Konvergenz X in Ungl. (2) bei festem n jetzt jede Stelle auf dem Kreise \x\ = B 
bzw. dem Kreisbogen AB bedeuten kann) 

2) Konvergiert also ^a^x^ gleichmäßig für alle Stellen \x\^B eines 
Kreisbogens AB, so läßt sich das auf Grund der vorigen Fußnote zunächst den 
Sektor ^OB umfassende Gebiet gleichmäßiger Konvergenz noch entsprechend 
vergrößern 
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3 Wir schicken dem Beweise dieses Satzes den folgenden^ auch für 
anderweitige Betrachtungen über das Verhalten von Potenzreihen an der 
Konvergenzgrenre nützlichen Hilfssatz voraus: 

ZieM man vom PunUe 1 aus zwei zur reellen Achse symme- 
trische^ dem EinJieitslcreise angehörige Sehnen^ deren Länge mit a 
bezeichnet werden n öge, so besieht die Beziehung: 

1 — li»! ^ a 


für alle von 1 verschiedenen Stellen im Innern und auf der Be- 
grenzung desjenigen Bereiches S, welcher begrenzt wird von jenen 
beiden Sehnest und dem innerhalb des von ihnen gebildeten Wiiikols 
liegenden Bogen eines Kreises mit dem Mittelpunkt ^ und Radius 
Beweis. Man bemerke zunächst, daß der mit dem Radius ^ um den 
Punkt X *= beschriebene Kreis alle vom Punkte x = 1 aus gezogenen 
Sehnen halbiert. Wird sodann x vorläufig auf einer der beiden begren- 
zenden Sehnen von der Länge a angenommen, so hat man (s. die Figur): 



(wobei das Gleichheitszeichen nur für den einzigen Fall \ \ ~ x\ 
d. h. wenn x im Mittdpunkt der betreffenden Sehne liegt). 
Daraus folgt weiter: 

!^j< 1(1 + !«;!)< 1. 

1 — X — a ^ ' a 


gilt, 


Liegt jetzt x auf einer anderen vom Punkte 1 aus gezogenen, inner- 
halb des in Betracht kommenden Winkelraumes verlaufenden Sehne, de- 
ren Länge mit a' bezeichnet werden möge, so ist offenbar a'> a und 
andererseits auf Grund des eben gewonnenen Resultates: 

^ , also o fortiori < 

womit der ausgesprochene Hilfssatz bewiesen ist. 

4. Nunmehr beweisen wir den am Schlüsse von Nr. 2 ausgesproche- 
nen Satz folgendermaßen. 
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Infolge der Torauegesetzten Konvergenz von läßt sich, wenn 
gesetzt wird: 


n + k 


n V 

ZU beliebig kleinem £ > 0 eine Zahl n so fixieren, daß für k 0, 1, 2, . . . 


fl + A 


(5) 




Andererseits findet man wiederum mit Hilfe der ^beJschen Transformation: 

fi+* k k-\ 


A-l 


U 

und daher, mit Berücksichtigung von Ungl. (^5): 

fl + A 


Da aber unter der Voraussetzung o: | < 1 : 

ll-fl;i^il-'ac|| = 1 -ix', 

SO kann man im Nenner des letzten Gliedes \ \ — x \ a fortiori durch 
1 — I ^ I ersetzen und findet daher: 

( 6 ) 

n 

Gehört jetzt x einem Bereiche an, wie er in dem zuvor bewiesenen Hilfs- 
satz mit 93 bezeichnet wurde, so findet man mit Benutzung von Ungl. (4): 

n+A 

(7) j I < c • 4~ (mit Ausschluß Ton aj — 1), 

fl 

während für a; =» 1 diese Ungleichung auf Grund von Ungl. (5) ohnehin 
erfüllt ist. Es konvergiert somit die Reihe ^a^.x^ gleichmäßig im Innern 
und auf der Begrenzung jedes solchen Bereiches 93. Da die Reihe über- 
dies für jeden, einschließlich seiner Grenzen innerhalb des Einheitskreises 
gelegenen Bereich gleichmäßig konvergiert, so steht es ohne weiteres frei, 
durch Hinzufugung eines beliebigen, dem Innern des Einheitskreises an- 
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gehörigen Stückes zum Bereiche SB den Bereich gleichmäßiger Konver- 
genz entsprechend zu vergrößern, womit also die Richtigkeit des am 
Schlüsse von Nr. 2 ausgesprochenen Satzes in dem dort behaupteten Um- 
fange vollständig bewiesen ist. 

5. Aus dem vorstehenden Satze und der in Nr. 2 erwiesenen Mög- 
lichkeit, denselben unmittelbar auf den Fall eines beliebigen Eonvergenz- 
radius B und einer beliebigen auf dem Kreise | a? | == jR gelegenen Stelle X 
zu übertragen, ergibt sich bezüglich der Stetigkeit eine Potenzreihe für 
irgend eine Stelle des Konvergenzkreises das folgende Resultat: 

PC 

Konvergiert die Beihe (x) = x* für irgend eine Stdle X 

0 

ihres Konvergenzkreises, so ist Sß(x) stetig für jeden Bereich, 
wdcher ans der Umgebung von X durch irgend zwei von X aus- 
gehende Sehnen ansgeschnitten wird. 

Es wird also in diesem Falle lim5ß(a:) ^(X), wenn x auf einem 
beliebigen Strahle aus dem Innern des Konvergenzkreises der Stelle X 
zustrebt (oder auch auf einer beliebigen Kurve, die in der Nachbarschaft 
der Stelle X einen gewissen, übrigens beliebig großen Sehnenwinkel nicht 
überschreitet). 

Dagegen darf keineswegs aus der Existenz eines endlichen lim?ß(a;) 
(selbst wenn dieser bei ganz belidngem Grenzübergange aus dem Innern 
des Konvergenzkreises zustande kommen sollte) auf die Konvergenz der 


Reihe 

0 


a^X* geschlossen werden. 


Dies zeigen schon Beispiele aller- 


einfachster Art, wie die geometrische Progression ^ x^. Diese besitzt 

0 

ja für I a; I < 1 die Summe — und man findet daher, wenn X eine ganz 
beliebige Stelle auf dem Konvergenzkreise ' a; | * 1 mit einziger Ausnahme 
per Stelle 1 bedeutet: 


lim ^ x^ = YZTx endlich und bestimmt). 

0 

jp 

Nichts desto weniger konvergiert die Reihe ^^X*' (wegen | X | = 1, 

“o 

lim I X’'| == 1) für keine einzige Stelle X auf dem Konvergenzkreise 

Gestattet hiernach die bloße Existenz eines endlichen lim%(fi'X) 

O -V 1 

noch keinen Schluß auf die Konvergenz der Reihe ^(X), so läßt sicli 
doch wenigstens zeigen, daß diese letztere in dem betreffenden Falle nie- 
mals eigentlich divergieren kann (vgl. I,, § 75, Nr. l, S. 575). 

Pringaheim, Vorlesungen II, 1. 17 
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6. Um dies nachzuweisen, schicken wir zunächst den folgenden Satz 
voraus: 

00 00 00 

Ist^ja^x* für \x\<l komargent, ^ = ^ + 

0 0 0 
eigentlich divergent^ so ist hei reellen^ positiv wachsendm Werten 
00 00 

von q: lim — oo (d. h. lim | ^ | == + c»). 

Beweis. Die Voraussetzung besagt, daß mindestens eine der beiden 
Reihen eigentliche d. h. nach + cx> oder — c» divergiert. Um 

irgendeine Festsetzung zu treffen, werde etwa angenommen, daß: 


Setzt man sodann: 

( 8 ) 


2«, - + oo. 

0 

+ (v-0, 1, 2, ...), 


so ergibt sich mit Hilfe der .dLbelschen Transformation fQr jedes beliebige 
m und n > m: 


( 9 ) 


0 0 m 


Da lim^^= + oo, so werden alle Ä^, zum mindesten von einem be- 
stimmten Index v anfangend, positiv und bei hinlänglicher Vergrößerung 
von V beliebig groß. Man kann aber ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit annehmen, daß die schon für i/ == 0, 1, 2, . . . durchweg positiv 
ausfallen, da man dies ja eventuell durch' passende (die Gültigkeit des 
Satzes offenbar in keiner Weise beeinflussende) Abänderung des Anfangs- 
gliedes stets erzielen könnte. Es besitzt alsdann die unendliche Zah- 
lenfolge 

. . . 

bei beliebiger Annahme von v eine positive untere Grenze, die mit be- 
zeichnet werde, so daß also für jedes ^ 0 und A — 0, 1 , 2, . . .: 

( 10 ) 

Alsdann ergibt sich aus öl. (9) für 0 < p < 1 : 

n m—1 n— 1 

u 0 m 

- yo(l - P”) + YmiT 
> y«p” 


( 11 ) 
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Unterwirft man jetzt q der Bedingung 


9^; 


m 


■m+1^ 

SO wird (s. Ij, § 33, S. 199, Ungl. flO]): 


( 12 ) 

und somit: 
(13) 




> 


00 n 


für jedes (nocli so große) m 


Da gleichzeitig mit lim-4,,= + oo auch limy^— + oo wird, so kann 

man für m eine untere Schranke so fixieren, daß - • eine belidng groß 

Yorzuschreibende positive Zahl G übersteigt, so daß also nach Ungl. (13) 

00 

(14) 

0 

wird für q ^ • Mithin ergibt sich: 

00 

(15) lim a»o’ —= + 00 

00 00 00 

and schließlich, wegen : j ^ («, + t) |* = j ^ a, p” 1* + ] ^ ^.p”]* , 

0 0 ^ 0 

00 00 

also: j ^ (g^ + ßJ)Q''\ ^ wie behauptet: 


(16) 


lim ?ß(p) = lim ^(a, + /J,i) • cx>. 


ohne daß über die eine weitere Voraussetzung gemacht zu werden 
braucht. 

Ganz analog gestaltet sich der Beweis im Falle ^cc,. — — c», bzw. 
^ß, =* ± 00. 

7. Ersetzt man in dem eben bewiesenen Satze a^, durch so 

folgt ohne weiteres: 

00 

Ist ^(a;) = ^ 'konvergent für |a:l<lX| und^^a^X'' 
0 0 

eigentlich divergentj so wird: 

lim^?ß(fi‘X) 00. 


17 
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Hieraus ergibt sich aber in Verbindung mit dem ^beZschen Satze von 
Nr. 1 auch sofort die Richtigkeit der am Schlüsse von Nr. 5 ausgespro- 
chenec Behauptung^ nämlich: 

Besitzt lim^('9*X) für irgend eine Stdle X auf dem Konver- 
gerukreise einen endlichen Werl, so kann ^(X) nur konvergie- 
ren oder uneigentlich divergieren 


§ 33. Reihen ^{pe — x^ und nach positiyen Potenzen Ton 

(x — x^) nnd-^. — Reihen PCar), JP(x^x^) nach positiyen nud 
negatiyen Potenzen yon x und (x — x„). 


1. Bedeutet eine beliebige Konstante, so läßt sich der Eonyergenz- 

OD 

bereich einer Potenzreihe von der Form: — Xg) (x — j - q )* 

0 

mit Hilfe der Substitution: x — y ohne weiteres aus demjenigen der 
Reihe 5ß(y) bestimmen. Er wird also, falls die Reihe überhaupt für 
irgendeine von Xq verschiedene Stelle x konvergiert, entweder definiert 
durch eine Bedingung von der Form | a: — | < R, d. h. er wird dar- 

gestellt durch einen Kreis um den Punkt x^ mit dem Radius R; oder die 
Reihe konvergiert für jeden noch so großen endlichen Wert von (a; — a?^), 
also beständig. Im übrigen besitzt dann die Reihe 5ß (a; — x^ im Innern 
und auf der Grenze ihres Konvergenzbereiches offenbar genau dieselben 
Konvergenz- und Stetigkeitseigenschaften wie eine Reihe von der Form 

In analoger Weise wird sich auch das Verhalten einer Reihe yon der 


Form: 5ß =-^» 0 ,«“’' vermöge der Substitution: ^ y aus dem- 
jenigen der Reihe ^(y) beurteilen lassen. Konvergiert die letztere für 
I y I < JJ, so wird die erstere für | — < R, d. h. für 1 * | > i — Ro 
vergieren, also für aUe Stellen, die außerhalb eines mit dem Radius R^ 
um den Nullpunkt beschriebenen Kreises liegen. Darf R größer als jede 
noch so große positive Zahl genommen werden, so sinkt unter jede 
noch so Meine positive Zahl herab und die Reihe konvergiert in 

diesem Falle für jedes x mit einzigem Ausschluß der Stelle a: = 0. Ist R 
der Konvergenzradius von ^(y), so ist auch ^ derjenige von ^ , 

d. h. die Konvergenzgrenze für ist wiederum ein Kreis, jedoch mit 

dem Unterschiede, daß außerhalb dieses „Konvergenzkreises^^ kon- 
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vergiert, dagegen im Innern divergiert. Oder anders ausgesprochen: Die 
Stelle X ^ ooy für welche sich 5ß auf das Anfangsglied reduziert, 
gehört allemal zum Konvergenzbereiche ^ die Stelle o; = 0 zum Divergenz- 
bereiche einer solchen Reihe. Man pflegt dies auch so auszudrücken: Eine 
Reihe von der Form konvergiert, wenn überhaupt, für eine gewisse 

Umgebung der Stdle a; = oo. 

Im übrigen lehrt die Beziehung: 5ß (y), daß die Reihe 

im Innern und auf der Grenze ihres Konvergenzbereiches die ent- 
sprechenden Eigenschaften besitzen wird, wie $ (y). Sie konvergiert also 
absolut für |rr |>i2o und gleichmäßig für falls Rq > angenommen 

wird; während auf der Eonvergenzgrenze, also für \x I ““ -^0? die nämlichen 
verschiedenen Eventualitäten eintreten können, wie bei der Reihe 5p (y) 

für 1 y I - ^ • Zerlegt man also in: 5ß, (i) + «R, (wo: ^,(i) 

n-1 

^ , so kann man für den gesamten Bereich gleichmäßiger 

0 ' 

Konvergenz durch Wahl einer passenden Zahl n j 8ln(‘^) | ^ machen; 

und da die rationale Funktion für diesen ganzen Bereich eine 

stetige Punktion von x ist^), so folgt, daß auch im Innern des 

Konvergenzbereiches und eventuell auch bei passendem Übergange zur 
Konvergenzgrenze eine stetige Funktion von x darstellt. 

Das analoge gilt offenbar auch für eine Reihe von der Form 5ß ) > 

mit der einzigen Modifikation, daß die Stelle x ^ Xq hier diejenige Rolle 
spielt wie die Stelle x^O für ^ • 

2. Wir betrachten schließlich noch solche Reihen, welche sowohl 
positive als negative Potenzen von x bzw. {x — x^ in unbegrenzter An- 
zahl enthalten. Eine solche Reihe soll generell stets durch das Symbol 
P{x) bezeichnet werden, so daß also: 


( 1 ) 

wo etwa: 

( 2 ) 


(i) “-5 ^ " -S • 


1) Die einzige UnstetigkeitBstelle von ("i')’ x =« 0, gehört ja nie- 

mals dem Eonvergenzbereich von $ an. 
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Setzt man sodann: a' « so pflegt man statt: 


1 0-10 
kürzer zu schreiben: 

+ 00 

(3) 


Ffir die Konvergene von P(x) ist alsdann notwendig und hinreichend, 
daß jede der beiden Reihen ^(®) konvergiert.*) Bedeutet 

dann bzw. B den Komergemsradius von $ (^)> 

^i(i) l®l>-Ro. ?(®) för 1^1 < R absolut konvergiert, dagegen 

x\'> R divergiert y so existiert oflenbar 
für R{x) überhaupt kein Konvergenzbereich, falls R^ > R. Ist R^ = JJ, 
so besteht der Eonvergenzbereich von R{x) eventuell aus denjenigen 
Stellen der EreisZinie |a;| = 22^ =* JB, für welche 5ßi und 5ß(:r) gleich- 
zeitig konvergieren (unter Umständen also aus dieser ganzen Kreislinie). 
Ist endlich jRq < JR, so konvergiert offenbar P{x) absolut für < | ir i < J2, 
d. h. im Innern eines KreisringeSj welcher von zwei um den Nullpunkt 
mit den Radien jBq und R beschriebenen Kreisen begrenzt wird; und sie 
konvergiert gleichmäßig für i2o ^ I ^ I ^ Rq< Rq< R' < R. Da- 

bei kann möglicherweise auch 22^ =*= 0, 22 = oo sein, jedoch gehört dann 
die Grenzstelle a; = 0 bzw x = oo niemals dem Konvergenzbereiche von 
P(x) an, außer wenn P{x) sich auf eine Reihe von der Form 5ß(aj) bzw. 
^ (■^) reduziert. Sieht man von den Spezialfällen 22o = 0 bzw. 22 = oo 
ab, so kann P[x) offenbar auch noch für |a;| = 22^, und |a;| — 22 durch- 
weg oder teilweise konvergieren 

Aus dem über Reihen von der Form 5ß(a;), ^(~) Gesagten folgt 
dann wiederum ohne weiteres, daß die Reihe P (a?) im Innern ihres Kon- 
vergenzbereiches und eventuell auch beim Übergange zur Konvergenz- 
grenze eine stetige Funktion von x darstellt. 


1) Da beliebig viele Koeffizienten den Wert Null haben können, so kann in 
irgendwelchem besonderen Zusammenhänge auch der Fall eintreten, daß dies für 
alle mit negativem oder alle mit positivem Index zutrifift, so daß alsdann P{x) 

eine Reihe von der Form ^(a?) bzw, vorstellen würde (worin kein Wider- 

spruch liegt, da P(a;) als Zeichen für den aUgemeineren Begriff auch den spezielleren 
umfaßt). 

2) Vgl. I,, § 44, Nr. 7, S. 808/4. 



Nr. 1. 2. § 84 . Warzeln der Gleichung 263 

Auch lassen sich die vorstehenden Betrachtungen wieder unmittelbar 
+ 00 

auf Reihen von der Form ^ a^(x — x^Y übertragen, wobei dann die 

— 00 

Stelle X ^ Xq die Bolle des Mittelpunktes übernimmt. 


§ 34. t}ber die Wurzeln der Gleichung 1 und ihren Zusammen- 
hang für n-^oo mit der Maßzahl fttr die Lftnge des Einheitskreises. 

1. Bei den bisherigen Betrachtungen über Potenzreihen wurden die 
Koeffizienten als gegebene Zahlen angesehen und aus ihrer Beschaffen- 
heit gewisse Schlüsse auf die Existenz und die Eigenschaften der Summe 

00 +00 

^}o^x* bzw. P(x) ^^a^x^ gezogen. Wir wollen nun umge- 
0 —00 

kehrt untersuchen, inwieweit die Koeffizienten durch die Summenwerte 
5P(a;) bzw. P(x) bestimmt bzw (Ja/tstellbar sind. Es wird sich zeigen, daß 
dies in der Tat der Fall ist, sobald P{x) für alle Stellen einer um den 
Nullpunkt beschriebenen, dem Bereiche gleichmäßiger Konvergenz ange- 
hörigen Kreislinie als bekannt angesehen wird. Um aber dieses für die 
späteren Untersuchungen fundamentale Resultat erweisen zu können, be- 
dürfen wir gewisser Kenntnisse über die Wurzeln der Gleichung 1, 
welche zunächst hergeleitet werden sollen. Dabei machen wir absichtlich 
keinen Gebrauch von dem früher erwiesenen Satze Über die Wurzelexistenz 
einer jeden algebraischen Gleichung, da die zu gewinnenden Resultate 
späterhin auch dazu dienen sollen, einen neum Beweis für diese Wurzel- 
existenz zu liefern. 

2. Wie in Ij, § 70, Nr. 4 (S. bSlß) gezeigt wurde, hat die Gleichung: 

(1) x^ ^ a + ßi (wo: /? + 0) 

stets zwei und nur zwei Wurzeln: 


( 2 ) + = + 

wo: 

ii “ + Vi I“ + ^*1 + * «> I» “ ~ y^T 1 “ + 1 + » “> 

(3) . „ 

I + -T«» V% I + - ?«, 

und sämtliche Quadratwurzeln als positive Zahlen zu verstehen sind. Ist 
nun insbesondere ß>0, so wird, ohne daß a + ßi irgendwelcher anderen 
Beschränkung unterliegt, eine Lösung der Gleichung (1) die Form haben: 

(4) Ya + ßi - 6, + Vii, 

Vi ieide wesenUidi positiv sind, nämlich: 

(4a) — 4 .y||a -f. /jj| + 1«, i?, — + V» I« + ß*\ — » «• 
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Dieser besondere Wert der Quadratwurzel aus a + ßi (wo ß>0) soll im 
folgenden schlechthin als die positivgliedrige Quadratwurzel bezeichnet 
und durch das Symbol ^ya + ßi dargestellt werden, so daß also: 

(5) YcT+^i = 

3. Betrachtet man jetzt die Gleichung: 

(6) ^ 1 , wo: JV « 2" , 
so folgt zunächt aus der Identität: 

daß **"“' nur die beiden Werte haben kann: 

flj*— » = d. h. =±1. 

Daraus ergibt sich analog: 

= ±V±1, 

und so weiter fortschließend findet man, daß alle überhaupt möglichen 
Lösungen der Gleichung (6) in der Form enthalten sein müssen: 

( 7 ) x^±V±y±---±Y^ 

w— 1 n— S 1 

(wobei die Indizes unter den Wurzelzeichen lediglich dazu dienen sollen, 
deren Anzahl zu charakterisieren). Da die n vorhandenen doppelten Vor- 
zeichen im ganzen 2" = verschiedene Kombinationen zulassen, so lehrt 
der Ausdruck (7) unmittelbar, daß GL (6) höchstens N verschiedene Wur- 
zeln haben kann. Wir zeigen nun, daß die Anzahl der verschiedenen Wurzeln 
auch wirUich N ist und daß sich dieselben sämtlich als Potenzen einer 
ganz bestimmten unter ihnen darsteUen lassen. 

Hierzu setzen wir zunächst: 

( 8 ) 

(9) 

und definieren sodann als die im oben bezeichneten Sinne positiv- 
gliedrige Quadratwurzel aus c,, ebenso c^ als diejenige aus c^ und allgemein 
diejenige aus c^. Man findet also mit Benutzung von Gl. fö): 

( 10 ) + 

( 11 ) c,=yi- yc, = V^ + m + • 

Setzt man sodann allgemein: 

(12) c, + , = 1/1 = Y4 - y, + 1 + i , 
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so wird GL (4) und (5) zunächst: 
yx+i + ^x+i*-= Yy* + 


= I ^x + ^x* 1 + y ^x + */! I yx + ^x* I — s yx- 

Da aber: 

|yx + ^x*I = kxl == 1 (wegen: cjf = 1), 
SO ergibt sich schließlich: 

(13) yx+i =yi + l r»> ^x+i “ vT^iyx 

und hieraus insbesondere für x == w — 1 : 

(14) y« = y'y + jy.-i, 4, — 


Drückt man jetzt wiederum mit Hilfe der Rekursionsformel (13) 
durch aus, so folgt: 

y«“V'T + iV'iT|y,_„ 

und durch weitere sukzessive Anwendung der Formel (13): 

yn + y H 1- i + i y* + i y* 

1 2 n — 4 n— S 

(wobei die Indizes unter den Wurzelzeichen wiederum nur deren Anzahl 
charakterisieren sollen), also mit Berücksichtigung von GL (10) schließlich: 


( 15 a) + j/-J + ... + iVi + iyt +iyi 

^ 2 n - 4 « — 8 « — 2 

und analog: 

(15 b) - ]/ j _ A ■(/ j + . . . + j i/| H-ii/iTm 

' 2 n — 4 n — S n— 2 

Dabei ist dann: 

(16) 


Da alle möglichen Wurzeln der Gleichung ^ 1, wie GL (3) lehrt, durch 
sukzessive Quadratwurzel-Ausziehungen berechnet werden können, so läßt 
sich aus der besonderen Art der Herstellung von erschließen, daß es 
heine komplexe Wurzel der Gleichung == 1 geben kann, deren reeller 
Teil numerisch größer als wäre. Hat man nämlich: 

c=*y + di, y* + d2==l, 

wo y, d im übrigen beliebig positiv oder negativ sein mögen, so sind die 
beiden überhaupt möglichen Werte von yc nach GL (3) stets in der Form 
enthalten : 

Vc-± {VT + yy + |^]-*V'-J -ly)- 
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Danach fällt der redle Teil von l/c bei positiven Werten von y stets 
numerisch größer aus als bei den entsprechenden negativen^ und wiederum 
noch um so größer^ je größer y selbst ist. Da nun, wie unmittelbar zu 
sehen, unter allen möglichen homplexenVf erien von einen positiven 
reellen Teil besitzt, der von keinem anderen übertroffen wird^), so gilt das 
analog zunächst für C 4 , folglich ebenso für Cg — also schließlich für 
Da überdies für jedes n > 2 : 

(17) 1 daher: > 0, 

wie man ohne weiteres erkennt, wenn man in Gl (15 a) die innerste 
y\ durch die bu große Zahl 1 ersetzt, so folgt, daß diejenige Lösung 
der Gleichung = 1 darstellt, welche nach der in § 23, Nr. 3 (S. 197) 
eingeführten Terminologie als die örMwdeinheitswurzel zu bezeich- 
nen ist. 

4. Aus dem a. a. 0 Gesagten würde dann ohne weiteres folgen, daß 
die N Zahlen: cJJ, cj, cj, . . ., die N (wirklich verschiedenen) Wurzeln 
der Gleichung =>= 1 darstellen und daß denselben n äquidistante, mit 1 
beginnende, in der Richtung der wachsenden Winkel aufeinanderfolgende 
Punkte auf dem Einheitskreise entsprechen. Indessen läßt sich dieses 
Resultat, unabhängig von den dort angesteUten Betrachtungen, für den 
besonderen hier vorliegenden Fall auch in folgender Weise ableiten. 

Aus (cj;)^ == (c^y 1 folgt zunächst, daß jede der Zahlen 

/.O /.l ^N - 1 

eine Wurzel der Gleichung — 1 darstellt. Wären nun irgendzwei dieser 
Zahlen einander gleich, so hätte man etwa für: — 1: 

» « ' 

also: = 1 , wo: 0 <i/' — v ^ N — 1 , 


d. h. es gäbe mindestens einen von Null verschiedenen und unterhalb N 
liegenden Exponenten, welcher zu gesetzt den Wert 1 liefert. 

Angenommen nun, es sei der kleinste solche Exponent. Dann er- 
kennt man zunächst, daß g keine Zahl von der F orm 2 ^ (A — 0, 1 , . . . , n — 1 ) 
sein kann. Denn aus: 


folgt: 


— ^V^x-l f ^ * ^x-l 

~ ««-i (wo: « - A ^ 1), 


SO daß also stets von 1 verschieden ist. 

1) Die acht verschiedenen Werte von ^ind nämlich: 

1. -1, vi±iVi, 
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Da hiernach fi kein Teiler von N sein kann, so darf man setzen: 

wo p eine positive ganze Zahl und (i' der Reihe 1, 2, . , — 1) an- 

gehört. Alsdann wäre aber: 


und, wegen =» = 1, schließlich: 


d. h. es gäbe einen von Null verschiedenen Exponenten ft' < p von der 
gedachten BeschafiFenheit — was der Voraussetzung widerspricht. Da es 
somit überhaupt keinen von Null verschiedenen Exponenten ft < N geben 
kann, so daß = 1, so folgt in der Tat, daß die Zahlen für 
1 / *= 0, 1, 2, . . ., (N 1) durchweg voneinander verschieden sein müssen 
und daher die sämtlichen Wurzeln der Gleichung — 1 darstellen. 

5 Um sich über die Anordnung der den Zahlen 


., c 


N^l 

71 


entsprechenden Punkte etwas genauer zu orientieren, bemerke man fol- 
gendes. Da für jedes ganzzahlige v: 


1 , = 


so folgt zunächst, daß jenen N Zahlen ebensoviele äquidistante Punkte 
auf dem Einheitskreise entsprechen, wobei der Abstand jedes Punktes 
von dem unmittelbar vorangehenden oder folgenden den Wert 1 1 — 
besitzt. Beachtet man nun, daß c® == 1, cj « 4- wo und d„ beide 

pobitiVy und daß niemals werden kann, so folgt, daß die 

Punkte cj, . . . in der Richtung der wachsenden Winkel und nach 

der Reihenfolge der Exponenten aufeinanderfolgen. Und zwar ist leicht 
zu sehen, daß bei Verfolgung der Punkte (v = 0, 1, . . ., (jV — 1)) in 
dem durch die Folge der Exponenten angegebenen Sinne die Peripherie 
des Einheitskreises gerade einmal durchlaufen wird, derart, daß der letzte 
jener Punkte, nämlich von dem ersten^ d. h. 1, wiederum den 
Abstand 1 1 — • | besitzt. 

Würde nämlich die Ereisperipherie hierbei meftr als einmal durch- 
laufen, so müßte entweder mindestens ein Punkt cj, wo 1 ^ v ^ N — 1, 
mit dem Ausgangspunkte ==> 1 zusammenf allen , was nach dem oben 
Gesagten unmöglich ist; oder es müßte ein solcher Punkt zwischen c® 
und c\ liegen: in diesem Falle würde aber die Zahl cj; eine Wurzel der 
Gleichung » 1 darstellen, deren redler Teil größer wäre als derjenige 
von was ebenfalls ausgeschlossen erscheint. Da im übrigen: 
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80 ist die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptung vollständig er- 
wiesen. 

6. Da die Punkte cj (i/ — 0, 1, . . (N — 1)) die Eckpunkte eines 
dem Einheitskreise einbeschriebenen regelmäßigen JY-Ecks mit der Seiten- 
länge 1 1 — bilden, so ist geometrisch ohne weiteres ersichtlich, daß 
1 1 — I bei unbegrenzt wachsendem n der Ntdl zustrebt. Um diese Tat- 
sache auch arithmetisch zu begründen, gehen wir aus von der Beziehung: 

(18) 1 1 - cj - y(l — + dj = |/2 (1 — yj (wegen: y* + dj = 1) 

= 2d„^, (8. Gl. (13)), 

also: 

(19) 2«.|l-cJ = 2»+«d,^,, 

und zeigen, daß 2” 1 1 — | , d. h. geometrisch gesprochen, die MaßzaM 

füllen Umfang jenes regelmäßigen ^-Ecks, für n oo einen bestimmten 
Grenzwert besitzt, der dann als Maßzahl für die Länge der Kreislinie mit 
dem Radius 1 zu gelten hat und vorläufig mit 2p bezeichnet werden mag.^) 
Man hat nach Gl. (13j: 


y»+i =Vt(i + ?'«)> ^.+i=“VTÖ~-^ 

und daher: 

(20) 2y,^,d„^,=VW* = d,. 

Daraus folgt, wegen < 1, daß: 

2d,^, > d„ 

mithin: 

(21) 2»+‘ d,^, > 2-d„ ^ 2»dj - 4 • 1/2 (für n ^ 3). 


Andererseits hat man für n ^ 3, wiederum wegen 0 < < 1: 

+ 1 ^ y« + 1 + 1 




und daher: 

( 22 ) 


r«+i ^rl+t i + y, 

^ ^ i 

“ 1 + y. ■ r, ^ 2 y. 


(nach GL (20) und (13)) 


2"+‘^,+i < 2 ”+^^ < 2 ’'^ £ 2» 


y«+i 


y. 


Die Zahlen 2*’d,, (v • 3, 4, . . .) bilden also nach Ungl. (21) eine monoton 
zu/ndmende, oberhalb 4}/2 und nach Ungl. (22) unterhalb 8 bleibende 


1) Wir vermeiden hier die schon in der Elementargeometrie übliche Be- 
zeichnung 2«, da wir aus Zweckmäßigkeitsgründen das Zeichen n späterhin zu- 
nächst in anderem Zusammenhänge einfuhren und daran anknüpfend erst die 
Existenz der Beziehung nachweisen werden (s. § 62, Nr. 2). 
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Folge.') Mithin existiert lim + im engeren Sinne, so daß mau mit 
Berücksichtigung von Gl. (19) und mit Benutzung des bereits oben in 
Aufsicht genommenen Zeichens 2p setzen kann: 

(23) Inn 2« • 1 1 - f J = 2-^-» • 2p, 

WO also eine bestimmte zwischen 2}/2 und 4 gelegene Zahl bedeutet, 
zu deren genauerer Bestimmung sich späterhin noch geeignete Hilfsmittel 
ergeben werden. 

Des weiteren folgt aus Ungl. (22) mit Benutzung von 61. (18): 

(24) |l-c.l = 2d,^,<A, 

also, wie oben behauptet: 

(25) hm|l-cj = 0. 

n-T" CO 

Schließlich wollen wir für spätere gelegentliche Benutzung an die 
Gl. (23) noch die folgende Bemerkung knüpfen. Erhebt man Gl. (23) 
ins Quadrat, so folgt mit Berücksichtigung von Gl. (18): 

lim 2*" + ' (1 — yj 4/?* 

n ->• 00 

und daher: 

(26) lini2“(l -y,) =0. 

n -► 00 

Nun ist: 

— 1 = (y„ — 1) + s„i, 

also: 

lim 2’'(c„ - 1) - lim 2"(y„ - 1) + 2’'d,, 

und daher mit Benutzung von Gl. (J6) und (23): 

(27) lim2’'(c,-l) = 2pi. 

n -> 00 

§ 35. Definition und allgemeine Eigenschaften eines gewissen 
Mittelwertes Wif{tr). 

1. Es sei eine Funktion f{pc) eindeutig definiert und beschränkt für 
alle Stellen x mit dem absoluten Betrage | a; | = r, anders geschrieben für 
X = er, wo c jeden beliebigen Einheitsfaktor*), also eine komplexe Ver- 
änderliche mit dem absoluten Betrage 1 bedeutet. Ferner werde nach 
Annahme einer beliebigen natürlichen Zahl n unter c,,, wie im vorigen 

1) Man bemerke, daß, geometrisch gesprochen, 4 l/2 bzw 8 den Umfang 
des einem Kreise mit dem Badins 1 eingeschriebenen bzw umschriebenen Quadrats 
darstellt 

2) Vgl. I„ § 72, Nr 1, S 552 
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Paragraphen, die Grundwureel der Gleichung: 1, wo iV=»= 2”, verstan- 

den. Dann soll der Mittelwert (das arithmetische Mittel) der N Werte, 
welche f(tr) für c = cj; (v =« 0, 1, . . N— 1) annimmt durch das Sym- 
bol 9K^/’(er) bezeichnet werden, so daß also die Definitionsgleichung be- 
steht: 

2«_l 

( 1 ^ *2 f(.^n »•) 

0 


Wird jetzt noch angenommen, daß f(x) längs des Kreises (0)r stetig (also 
eo ipso gleichmäßig stetig^)) ist, so läßt sich zeigen, daß für 

n-^oo einen bestimmten Grenzwert besitzt. Hierzu ist lediglich der Nach- 
weis erforderlich, daß 

|2R,+/(er)-aK/(er)| 

durch passende Wahl von n für jedes noch so große p beliebig JcUin ge- 
macht werden kann. 

2. Auf Gb'und der Definitionsgleichung (1) hat man: 

( 2 ) 

0 

Um die beiden Summen (1) und (2) zu vergleichen, sei daran erinnert, 
daß den Zahlen cV (x « 0, 1, . . ., 2"*— 1) nach Nr. 5 des vorigen Para- 
graphen 2” äquidistante Punkte auf der Peripherie des Kreises (0)r ent- 
sprechen, also den Zahlen c*^^r(x =■ 0, 1, . . ., 2"^^ — 1) analog 2"'''^ solche 
Punkte. Durch wiederholte Anwendung der ins Quadrat erhobenen und 
rückwärts gelesenen Gl. (12) des vorigen Paragraphen findet man: 


und daher: 


^w + l ^« + 2 


n+p^ 


( 3 ) 


X SP 


x + 1 X SP+2P 




Hiemach fällt der Punkt c* mit c" ebenso c*'*'* mit — c“ 

n n + p' n n+j» n+p 

zusammen, während die Punkte 

X 2P+1 X 2P + f X iP + 2P-l 

C • C . . .• c 

n+p ^ n+p ^ > n+p 


1) Es ist nämlich f{x) längs der oberen hzw. unteren Hälfte des leises (0)r 
je eine (hei 6 = it ^ einzige zusammenfallende^ stetige Funktion von £ 

und Tj *>» i |/r* — £* bei | £ | < r, also schließlich eine stetige Punktion der einen 
reellen Veränderlichen £ (nach dem Satze von § 6, Nr. 5, S 51) für den abge- 
schlossenen Bereich ' £ < r. (Bezüglich der für diesen Schluß erforderlichen Stetigkeit 
TOn vgl § 18, Nr. 4, Fußn. 1, S. 170). 
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zwischen c* und liegen. Vergleicht man nun die beiden Summen (1) 
und (2), 80 erscheinen an der Stelle des einen der Summe (1) angehörigen 
Summanden: 


(4) 



in der Summe (2) die folgenden 2^ Summanden: 


(5) 


• f(c* 

jn+p I y'n+p 


wo: ft — 0, 1, ... 


also, zusammengefafit, die Teilsumme: 


(5') 


‘iP-i 




,x 

'n+p 


r)- 


Ersetzt man hiernach den einen Summanden (4) mit Benutzung von (3) 
durch 2^ Summanden von der zur Vergleichung mit (5') zweckmäßigeren 
Form: 


(4') 


1 

2» + P 


/■« 


2P 

+P 


■r), 


SO findet man als Differenz der Ausdrücke (5'j und (4) den Ausdruck: 


( 6 ) 




1 




+p 




2P 



und daher durch Substitution von x = 0, 1, ... 2" — 1 und Addition: 

2”-l 2P-1 


(7) Wft„^j(er)-mj(er) 


1 


IncT' '■) 1 - 


Infolge der bestehenden gleichmäßigen Stetigkeit von f{x) für alle 
X ^ tr hat man, wenn auch e' einen Einheitsfaktor bedeutet, bei beliebig 
klein vorgeschriebenem £ > 0 und passend dazu bestimmtem d>0: 

(8) I fitr) — f{t'r) I < f, wenn: r | e — e’ | < d. 

Nimmt man also n von vornherein so grofi an, daß: 

(9) r.|l-cj<d 

ansfällt — eine Bedingung, die wegen: 1 1 — c, | < ^ (s. üngl (24), S.269) 
erfüllt ist, wenn ^ d, also 2" ^ ^ — und beachtet, daß: 

(10) 1 1 - c, I - 1 <- - < I - 1 - <;;t , 
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so folgt aus Ungl. (9) a fortiori^ daB für — 0, 1, ... 2^ — 1 : 


(11) 


r Ic* 

I 


n+p 


\<S 


und daher auf Grund von Ungl. (8) der Absolutwert eines jeden der in 
der Doppelsumme (7) auftretenden 2*+^ Summanden < s wird. Mithin 
ergibt sich schließlich: 

(12) 1 (er) - SW,/’(er) j < £ 

und damit die Existenz eines bestimmten endlichen Grenzwertes lim 

H-^ao 

welcher schlechthin der Mittelwert von für | rr | =* r oder auch, etwas 
kürzer, Mittdwert von f{tr) heißen und durch das Symbol SIR/*(cr) be- 
zeichnet werden soll. Für das letztere besteht somit die Definitionsglei- 
chung: 

(13) a»/-(cr) - lim SR J(er). 


2»_ I 



0 


3. Die Existenz von lim SR- Acr) bleibt erhalten, wenn f{x) für eine 

n*^aQ 

endliche Anzahl — etwa m — Stellen x = tr endlich* unstetig wird oder 
überhaupt nicht definiert ist, sofern es im letzteren Falle freistehen soll, 
der Funktion f{x) einen beliebigen Wert beizulegen, mit der einzigen 
Einschränkung, daß der absolute Betrag, »gerade so wie derjenige aller 
anderen Werte f{tr), eine gewisse positive Zahl G nicht übersteigt. 

Der Einfluß einer solchen Ausnahmestelle auf die in Gl. (7) auftre- 
tende Doppelsumme erstreckt sich dann nur auf einen oder, falls diese 
Stelle gerade die Form • r haben sollte, auf zwei (konsekutive) Sum- 
manden, somit der Einfluß aller möglichen Ausnahmestellen höchstens auf 
2m jener Summanden. Da aber: 


l/-(cr)-/*(cV) I ^ \f(tr)\ + |/*(eV)l ^ 2G, 
so ist der Gesamtbetrag, der auf diese Weise zu der fraglichen Summe 
geliefert wird, absolut genommen höchstens ^ y ^-Iso a fortiori < 

und daher < — für n ^ n^, wenn n^ so gewählt wird, daß: 


2in6r ^ 8 
= “2 


d. h. 


^0 ^ ^ "I" 


IgjG 
lg 2 


Für alle übrigen Summanden der Doppelsumme (7) bleibt die Stetigkeit 
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von /‘(er) erhalten Man braucht also nur in der Stetigkeitsbedingung (8) 

€ durch ~ zu ersetzen, um durch entsprechende Bestimmung von d bzw. 

fl ZU erzielen, daB der Absolutwert dieses Teils der Doppelsumme 

gleichfalls < ^ ausfallt und somit schließlich wieder die für die Existenz 

eines endlichen lim hinreichende Bedingung (12) zum Vorschein 

»!“► 00 

kommt. 

Übrigens läßt sich mit Hilfe gewisser Prinzipien der Mengenlehre 
dieses Ergebnis auch auf den FaU übertragen, daß die Menge der betreffen- 
den Ausnahmestellen mit gewissen Einschränkungen unendlich groß ist. 
4. Unmittelbar aus der Definition (13) von 3R/‘(er) ergibt sich, daß: 

(14) 

wenn K einen für alle er unveränderlichen Faktor bedeutet; ebenso: 

(15) \W(tr)\£G, 

wenn: |/‘(er) | ^ G für alle Werte von c. 

Ferner folgt gleichfalls unmittelbar aus der Definition (13), daß: 

m m 

(16) /■»(«»■) 

0 0 

falls /*o(a?), fi{x)f . . . Funktionen bedeuten, die für x ^ tr die oben 

von f{x) vorausgesetzten Eigenschaften besitzen. 

Dabei läßt sich die Beziehung (16) auch auf den Fall m — ► cx> über- 
tragen, falls (unter den entsprechenden Voraussetzungen über die Folge 
00 

der fX^)) Reihe ^ f^x) für alle a: = er gleichmäßig konvergiert. 

(5 

oo 

Unter dieser Voraussetzung ist nämlich ^^/‘^(x) eine für x — er stetige 

0 

90 

Funktion, so daß 80t ^?/l(cr) eine bestimmte Zahl vorstellt.. Zugleich 
0 

existiert dann zu jedem £ > 0 eine natürliche Zahl m\ derart daß: 

00 

(17) l■ß|»(®»■)l = |,^^/V(*’')| für m ^ m' und oBc e. 

m+1 

Sodann findet man mit Benutzung von 01. (16): 

00 m 

SK^4(er) =-a»^/;(er) + 2»J?„(er) 

0 0 

m 

0 


Pringsheim, Vorleiungen II, 1. 


18 
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also mit Berficknchtignng der ünj^eicliiuigen (17) tmd (15): 
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(18) 


• I fM) - 2 3)l/;(er) I < c «Ir m ^ m' 

0 0^ 

und, da es freisteht b unbegrenzt zu yerkleinem, m entsprechend zu 
yergrößem, schließlich: 

flo ao 

(19) -^»2R/;(er). 

0 0 

5. Für eine alsbald zu machende Anwendung erscheint es nützlich, 
den Mittelwert SR /“(er) für den einfachen Fall: zu bestimmen, 

unter v eine beliebige natürliche Zahl yerstanden. 

Nimmt man n yon yomherein so groß an, daß 2^ > Vj so ist nach 
Nr. 4 des yorigen Paragraphen c**' + 1 und daher: 

( 20 ) 


1 ~ c, 




Infolgedessen ergibt sich: 


i»_i 


und daher schliefilich für n -»■ oo auch: 

(21) aR(er)*’-0 («.-1,2,3,...). 

Zieht man auch noch den besonderen Wert 1 / 0 in Betracht, so findet 

man für jedes n: 

SK-CeO® - i • 2* - 1 

0 

und daher auch: 

(22) SR(er)®-l. 


6. Die Definition dei MittelwerteB Ußt sich auch ohne Schwierigkeit 
auf den fi%ll übertragen, daß an die Stelle von a; — 0 als Mittelpunkt des 
in Frage kommenden Kreises irgendein anderer Wert x — x^ tritt. Die 
Punkte auf der Peripherie eines Kreises (a;Q)r sind dann charakterisiert 
durch die Beziehung x, + tr. Setzt man hiernach: 


(23) 

BO ergibt ^ich 

(24) 


+ «*•) — li“ 3R,(/‘(*o + «♦■)) 


als Mittdwert ron f(x) für \x — a;, | — r, Toransgesetzt, daß f(x) für alle 
a; — 2 ^ -f er die in Nr. 1 bezeichneten Stetigkeitseigenschaften besitzt 
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§ 36. Der Mittelwert von |J?(er)|*. — Der Cauehysche 
Koeffizientensatz. 

1. Es werde gesetzt: 

-f m 

( 1 ) 

— m 

(wo von den Koeffizienten beliebig viele, z. B. auch alle mit negativem 
Index, Null sein können : vgl. § 33, Fußn. 1, S. 262). 

Ferner werde analog wie bei früherer Gelegenheit^) mit x bzw. f{x) 
die zu X bzw. /'(o;) Tconjugierte Zahl bezeichnet Da andererseits zu 
konjugiert ist (wegen: = 1), so folgt aus: 

•f 

— m 

daß: 

+ *n 


und, wenn man in der zweiten Summe den Index v durch fi ersetzt, durch 
Multiplikation dieser beiden Gleichungen: 

+ m +m 

— TO —TO 

sodann durch Summation über x =» 0, 1, . . — 1 (wo wiederum N =* 2*): 

N— 1 +TO +TO N—1 

(3) 2 1 I* “• 

0 —TO —TO 0 

Dabei ist: \ v — fi\^ 2m. Nimmt man also n so groß an, daß 2m < 2”, d. h. 

(4) 2-^>»m + 

BO ergibt sich aus Gl. (20) des vorigen Paragraphen, daß: 

j\r-i 

£j(y-iu) X ^ Q ^ ^ ^ 

"o 

während nur für v: 

N-t jy-i 


1) ^gl- § IG, Nr. 6, letzter Absatz (S. 165). 
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wird. Da überdies = I i*, so geht hiernach die Gl. (3) in die 

folgende über: 

N-l 

(5) 2 i -p, „(«:»•) 

0 — m 

woraus durch Division mit N folgt: 

+ m 

( 6 ) 

— m 

gültig für jedes der Bedingung (4) genügende n, insbesondere also auch 
für w oo. Mithin ergibt sich: 

+ UI 

( I ) 2R|P„Cer)|*=2l“^l*-^*’- 

— m 

2. Das vorstehende Ergebnis läßt sich wiederum unmittelbar auf 
den Fall m oo übertragen, wobei also an die Stelle der rationalen 

-f ao 

Funktion P^(x) eine unendliche Reihe P{x) ^ tritt, von welcher 

— 80 

vorausgesetzt werden soU, daß sie bei irgendeinem bestimmten r > 0 für 
alle X ^ tr gleichmäßig konvergiert. 

Man hat zunächst, wenn x dem Könvergenzbereich von P{x) angehört: 

00 

(8) P(a:)-P„(a;) + P„(a;), wo: P„(a:) 

7«-f- 1 

und daher: 

I P W 1* = (Pm W -1- Pm W) KP„, W + P„ (X) ) 

(9) =|P™(^)l* + e„(a:), 

wo: 

(10) = P„(®) . + 

und aus GL (9) für x ^ er durch Mittelwertbildung mit Benutzung von 

Gl. (7): 

+ m 

(II) 2R |P(fr)|* -2^ I oj» • = 2R (er) 

— m 

Infolge der gleichmäßigen Konvergenz von P(er) läßt sich aber zu ge- 
gebenem £ > 0 ein m' so fixieren, daß für 

(12) |P„(er)l=-|P„(er)|<^. 

Ferner hat |P(er)| und damit gleichlautend |P(cr)| eine bestimmte 
obere Qrenjue, die mit P(r) bezeichnet werden möge (übrigens infolge der 
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gleichmäßigen Konvergenz von P(cr) ein reales Maximum) ^ so daß sich 
aus Gl. (8) ergibt: 

+ {, |2-*„(er)| < I\r) + 6 (m ^ 

und sodann aus 61. (10): 

(14) I Q„(er) | < t • (2P(r) + 3f) == f' (m ^ m) 

Hieraus folgt mit Benutzung von Ungl. (15) des vorigen Paragraphen, daß: 

(15) tä«<2„.(er)|^£', 

und man findet daher auf Grund von Gl (11): 


(16) 


SD? j Pi cr)j* — (n, |* • r*' für w ^ m. 


also schließlich: 


(17) 


Ü)?lP(cr)!*- 


h OC 

n: 




Es gilt also der folgende Satz: 

+ OC 

Ist Pix) 2 =. 2;«. X' gleuhmaßig lonvergeni fur alle x mit 

— ac 

dem Absolutwert | :rl = r, so is( der Mittelwert vou ! Pix) p fur 
I I = r gleich der Stimme der aus den Quadraten der absoluten 
Betrage gebildeten Beihe, 

Dabei steht es selbstverständlich wieder frei, in beliebigem Umfange 
a,. == 0 anzunehmen, so daß also z B in der Gl. (17) auch die folgende: 


(17a) SD? (er) 1* = ^" 

V) 

OC 

(wo ^(r) für |a'| == >’ als gleichmäßig konvergent vorausge- 

0 

setzt wird), ebenso unsere zuerst abgeleitete 61. (7) als spezielle Fälle 
enthalten sind 

Ferner bleibt die Beziehung (17) unverändert bestehen, wenn man 
von der folgenden ausgeht: 

f ot 

P(ar - a,,(a: - Jß)’ , 


sofern diese Reibe für \x —■ x^ j = r, also für alle x — Xq Cr gleich- 
mäßig konvergiert. 



278 Abschnitt I. Kap. IV. Potenzreihen. 

3. Da nach XJngL (15) des vorigen Paragraphen: 


Nr. 1. 


3R|P(er)l*^P(r)*, 

•0 folgt aus (17), daß: 

— 0» 

und hieraus a fortiori: 

(19) |aJ-f’<P^, also: |a,|<r-»-P^ (v - 0, ± 1, ± 2, . . .) 

mit Ausschluß der Gleichheit, abgesehen von dem (trivialen und hei allen 
Anwendungen des Satzes niemals ernstlich in Betracht kommenden) Falle, 
daß P{x) aus einem einsigen Gliede a,a:» besteht (also |ay(tr)^l hmr 
stant ist). 

Die Ungleichungen (19) werden gewöhnlich als Cauchyscher Koefß- 
sientensals bezeichnet und leisten in der zweiten Form nützliche Dienste 
zur Abschätzung der Koeffizienten a^, während sie in der ersten Form, 
rückwärts gelesen, eine untere Schranke für den Maximalwert von \P{x)\ 
für alle x ^ tr liefern. 

Wendet man die letzte Bemerkung auf eine Reihe von der Form 
$(^) und die spezielle Wahl 1 / — 0 an, so ergibt sich zunächst: 

( 20 ) W)>M 

Da es freisteht, r unbegrenzt zu verkleinern und andererseits $(0) 
ist, so läßt sich dieses Ergebnis folgendermaßen aussprechen: 

Es gibt in jeder hdiehigen Nähe von x — 0 solche Stälen x, 
für welche: 

mx)\>mo)\. 

Ein anderer Beweis und zugleich eine Vervollständigung dieses Satzes 
wird in § 38 Nr. 4 mitgeteilt werden. 

§ 37. Darstellung der Koeffizienten und der Summe einer 
Potenzreilie P{pe) durch Mittelwerte. 

+00 

l.Wir haben bisherdieKoeffizienteng^ einer PotenzreiheP(ag)= 

— OD 

als eine abzählbare Menge gegebener Zahlen angesehen, vermöge deren 
der Wert von P{x) für jede Stelle x des Konvergenzbereiches eindeutig 
bestimmt ist. Wir wollen jetzt zeigen, daß umgekehrt jene Koeffizienten 
eindeutig bestimmt sind, wenn die Werte von P{x) für eine passend ge- 
wählte abzäblbare Menge von Stellen x, nämlich diejenigen Stellen 
— er (e — c*, • • •)> ^®lche zur Mittelwertbildung erforder- 

lich sind, als bekannt angesehen werden. 



Nr. 1. § 87 . Dantellong der Koeffizienten von F(x) dnrch Mittelwerte. 279 


Setzt man: 

+ 00 

(1) 

BO wird für V — 0, ± 1, ± 2, . . 

+ eo +0» 

(2) »-» • T{x) 

— do — 0 » 

und diese Reihe konTergiert offenbar gleichmäßig für alle x mit einem 
gewissen Absolutwert \x\^r, wenn das i^mlicbe f&r die Reibe P(x) 
Toransgesetzt wird (da ja die OleiehmäßigkeU der Konvergenz durch den 
Faktor ar* nicht gestört wird). Infolgedessen ergibt sich mit Benutzung 
von Gl. (19) und (14) des vorletzten Paragraphen (S. 274 bzw. 272): 

+ 00 

(3) aR((er)-». P(tr)) 

— 00 

Da aber nach GL (21), (22) des vorletzten Paragraphen: 

SK(er><-0 für /t - ± 1, ± 2, . . ., aR(er)»-l, 

so reduziert sich die Gleichung (3) bei Vertauschung ihrer beiden Seiten 
auf die folgende: 

(4) o, — 3R((er)r*’-P(er)) (v — 0, ±1, ± 2, . . .) 
und es gilt somit der Satz: 

+ 00 

Ist die Beihe P(z) =^a,ai’ gleichmäßig konvergent für 
— 00 

aUe X mit dem aba(dvten Betrage { x | — r, so lassen sich die Koef- 
fisienten a^ durdi die Formd (4) darstdlen. 

Enthalt die fragliche Reihe keine negativen Potenzen, reduziert sie 

sich also auf eine solche von der Form: $(x) = ^ a^x*, so folgt aus (4) 

dnrch Nullsetzen von a, für v — — 1, — 2, . . ., daß 

(4a) a, - iK((er)-’’ • ^(er)) für: v — 0, 1, 2, . . ., 

dagegen: 

(4b) 3R((er)’’ • ^(er)) — 0 für v — 1, 2, 3, . . . 

Ist ferner: 

f(x) - P(*-Xo) s^a^ix-x^y 
— 00 


( 6 ) 
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und konvergiert diese Reihe gleichmäßig für alle der Bedingung. 
I ^ I mm r genügenden so findet man analog mit Gl. (4): 

(6) a, = 3»((crr " • P(er)) - 3»((err " • f{x^ + er)). 

2. Bezeichnet man wieder mit P(r) das Maximum von | P(x) | auf 
dem Kreise | o? | = r, so folgt aus Gl. (4) nach bekannter Schlußweise : 

(7) 

d. h. man erhält auf diese Weise, ohne den Weg über den Mittelwertsatz 
von Nr. 2 des vorigen Paragraphen zu nehmen, wieder den CoMchyschen 
Koefßeientensatis (üngl. (19) des vorigen Paragraphen), freilich in etwas 
unvollkommenerer Form, insofern als hier nicht unmittelbar ersichtlich 
wird, daß das 6rZeu^/t6i^8zeichen in Wahrheit ausschließlich dann gilt, 
wenn die Reihe jP{x) sich auf das einBige Glied a^x^ reduziert. Für die 
üblichen Anwendungen des Satzes (der in der Regel in prinzipiell ähn- 
licher Art wie an dieser Stelle, also schließlich in der Form (7) herge- 
leitet wird) ist diese kleine Unvollkommenheit ohne Belang. Immerhin 
wäre es z. B. nicht möglich, das am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
ausgesprochene Ergebnis aus der Fassung (7) des fraglichen Satzes zu 
erschließen. 

3. Ebenso wie die Koeffizienten läßt sich auch die Summe der Reihe 

+ 00 

F{x) für jedes dem Innern ihres Konvergenzbereiches ange- 

— 00 

hörige x durch einen gewissen Mittdtveri darstellen. Angenommen, die 
Reihe konvergiere gleichmäßig für alle Stellen auf den beiden Kreisen 
I a; I = jßo I :r I => 12, wo < jR. Sie konvergiert dann absdut für alle 
der Bedingung: 

(8) l?,<|a:|<12 

genügenden Stellen x und gleichmäßig für jedes der Bedingung: 
genügende \x\^r, so daß für jedes solche r auf Grund von Gl. (4) die 
Beziehung gilt: 

o, — 2R((er)”’’ • Piicr)). 

Wählt man für die a, mit positivem Index: r — 12, für diejenigen mit 
negativem Index: r — JR, und schreibt in letzterem Falle a_„ statt a„, 
wobei dann wieder v > 0 zu nehmen ist, so wird: 

a, - 3)'l((eR)-’’ • P(e iB)) für v - 0, 1, 2, . . . 

” 3R((el2o)’’ • für v — 1 , 2 , 3, . . . 

und daher für jedes der Bedingung (8) genügende x : 

00 00 

(9) P(*) - yj SR((cl2)- » • P(el2)) • +2 2» ((ePo)* • P(ePo)) • 

0 1 
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oder, wenn man mit Benutzung der (rückwärts gelesenen) Gleichung (14) 
des Torletzten Paragraphen (S. 273) den Faktor in die betreffenden 
Mittelwerte hineinzieht: 

(10) F{x) -2'3»((äy.P(eB)) +23»(C-^"y-P(eiJ„)). 

Des weiteren ist es auf Grund der (wiederum rückwärts gelesenen) Glei- 
chung (19), S. 274) gestattet, die Reihenfolge von Summation und Mittel- 
wertbildung zu vertauschen, also zu setzen: 

( 11 ) p{x) = m 

falls die hierbei in Betracht kommenden Reihen, nämlich: 

0 1 

auf den Kreisen mit den Radien R und Rq (d. h. für alle möglichen 
Werte des Einheitsfaktors c) gleichmäßig konvergieren. Dies ist aber 
sicher der Fall, da infolge der Bedingung (8): 

iTl<' 

ist und daher die fraglichen Reihen für alle möglichen e sogar dbsohd 
und gleichmäßig konvergieren (woran durch die längs der Kreise (O)jB 
und (O)JiQ stetigen^ also beschränkten Faktoren P(ei?), P{tR^ nichts ge- 
ändert wird, auch wenn man sie unter die Summenzeichen zieht). Da 
überdies: 

( p^‘py2{h)' 

( 12 ) 


SO ergibt sich durch Einsetzen dieser Summen in Gl. (11): 

(13) p{x) ^ a» 

als die angekündigte, für alle der Bedingung: R^<\x\<R genügen- 
den X gültige Mittelwertdarstellung. Entsprechend ergibt sich wiederum, 
wenn die Reihe P{x) sich auf eine solche von der Form ?ß(a;) reduziert 
und diese letztere für \x\^ R gleichmäßig konvergiert: 

(13a) ?ß(«) - aw (0 ^ I a: |< P) 
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Diese Beziehungen zeigen in etwas prägnanterer Darstellungsform, was 
ja inhaltlich schon aus den Eoeffizientendarstellungen (4) bzw. (4 a) zu 
ersehen war, daß nämlich die Werte von P(x) bzw. für alle der 
Bedingung < | a? | < ü bzw. 0 ^ | a; | < J2 genügenden Stellen x voll' 
ständig durch diejenigen Werte bestimmt erscheinen, welche P(x) für 
eine abzählbare Menge von Stellen auf den Kreisen \x \ ^ Rq und \x\^^R 
bzw. ^(a;) auf dem Kreise \x\^R annimmt. Da man andererseits von 
den Beziehungen (13) bzw. (13a), wenn man den Weg, der zu ihnen ge- 
führt, rückwärts verfolgt, auch wieder zu den ursprünglichen Reihen- 
darstellungen gelangen kann, so ist somit ein Prinzip gegeben, das sich 
späterhin als außerordentlich nützlich erweisen wird. Wenn es nämlich 
gelingt nachzu weisen, daß eine Funktion f{x) unter gewissen Voraus- 
setzungen einer Mittelwertbeziehung von der Form (13) bzw. (13 a) ge- 
nügt (wie das später tatsächlich der Fall sein wird), so resultiert daraus 
unmittelbar die Möglichkeit, f{x) in eine Reihe von der Form P{x) bzw. 
5ß(a;) zu entwickeln. 


§ 38. Verhalten einer Potenzreihe für relativ große nnd 
relativ kleine Werte von x. — Über das Maximum von | fP(x) | für 
\x\<r. — Identititssätze für Potenzreihen Jp(ap), ^{x — x^. 


1. Wir machen zunächst eine Anwendung des CoMcftyschen Koeffi- 
zientensatzes, um das Verhalten einer beständig konvergierenden Potenz- 


reihe ^(rc) für unendlich wachsende Werte von x zu unter- 


suchen. 

Es bedeute irgendeinen von Null versdiiedenen Koeffizienten jener 
Reihe außer a^, $(r) wieder das Maximum von | ^(^) | für alle x mit 
dem absoluten Betrage | rr | r, so hat man 


( 1 ) 


Da man die rechte Seite dieser Ungleichung durch Wahl von r bdid>ig 
groß machen kann, so folgt, daß der Maximalwert von |^(a7)| bei hin- 
länglicher Vergrößerung von |a;| eine bdiebig große Zelal übersteigt, oder 
anders ausgesprochen, daß |$(^)| tmter anderen Werten jedenfalls auch 
beliebig große annimmt, d. h. man hat stets: 

(2a) iml^(»)|-<x>. 

Dagegen läßt sich hieraus keineswegs folgern, daß | $(^) | für irgendeinen 
Bereich | oü | ^ i2 aussehließich beliebig große Werte annimmt, in der Arl^ 
wie das für jede game rationale Punktion g{x) bewiesen werden konnte 



Nr. 2. 


§ 38. Verhalten von |$(a;)j für relativ große x 
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(§ 20, Nr. 3, S. 182). Dies ist in Wahrheit auch gar nicht der Fall: 
vielmehr wird später noch gezeigt werden (s. § 57, Nr. 7), daß die Reihe 
^(a;), faUs sie sich nicht auf eine ganze rationale Funktion reduziert, 
für hinlänglich große Werte von x (anders ausgesprochen: in der Nähe 
der Stelle x — oo) jedem hdiAigm Werte, insbesondere auch dem Werte 
Null beliebig nahe kommt und daß daher neben Ol. (2a) stets auch die 
folgende besteht: 

(2b) lim I ^(rc) | — 0. 

af->oo 

Das analoge gilt für Potenzreihen von der Form: 


(3) ^ (^) ? (^) - X,)-', 

und daher auch für: 

+ 00 +00 

(4) P{x) a^x\ P(x - Zj) =2 a^x - ar«)’, 

— 00 — 00 

falls diese Reihen für bdiebig Meine Werte von | x | bzw. \ x -- Xq \ kon- 
vergieren, d. h. man kann in diesem Falle eine positive Zahl p so Mein 

fixieren, daß ^ , |P(ir)| bzw. | ^ (j“) |, lP(«-a:o)| für 

bzw. \ x — Xq ^ p unter anderen Werten auch beliebig große annehmen. 

00 

2. Es sei jetzt wieder $ (a?) = ^ a^x^ gleichmäßig konvergent für alle 

0 

X mit dem absoluten Betrage | a; | *= r, also absolut konvergent für | a?| < r 
und schließlich gleichmäßig konvergent für | ^ | ^ r}) Es besitzt dann 
I $(a;) I für die Gesamtheit der durch die Bedingung | o: | < r charakteri- 
sierten Stellen x ein reales Maximum^ welches mit bezeichnet werden 
möge. Dann soll gezeigt werden: 

Es gibt auf dem Kreise |a?| — r mindestens eine Stelle X' 
{so daß also 1 X' | « r), für wdche | ?ß(X') 1 — wird.*) 
Beweis. Setzt man: 

n 

(5) wo: 

0 

so läßt sich (infolge der gleichmäßigen Konvergenz von ^(a;) für \x\^r) 


1) S. § 82, Nr. 1, Fußn. 1, S. 254. 

2) Eb sei auBdrücklich darauf aufmerkBam gemacht, daß dieses Bich 
nicht, wie daB ^(r) der vorigen Nummer, von vornherein nur auf die Ereislmic 
I a 5 1 =* f , sondern auf die 'Kieisfläclie \x\^r bezieht. Der zu beweisende Satz 
besagt erst, daß schließlich der Wert von ^(r) mit zusammenfällt. 
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zu beliebig kleinem 6 > 0 ein w so fixieren, daß : 

I I < ^ I ^ 1 ^ 

und es ergeben sich alsdann aus 61. (5) die beiden Ungleichungen: 

(6a) |?(a;)|^|5ß„(®)|-|9t„(x)|>|«ß»|-e| 

(6b) |5ß,(*)|^ |.5ß(aj)|-|SR»|>l'ß(a;)|-erl*l = ’'^ 

Ist Xf^ eine dem Bereiche \x\^r angehörige Stelle, für welche 
wird, so folgt aus Ungl. (6b), daß: 

(7) I ^,(«o) I > I ?(«o) I - also: > - B. 

Andererseits besitzt auch die ganze Funktion 5ß„(a:) im Bereiche \x\^r 
ein gewisses Maximum, welches nach § 21 Nr. 3 (S. 188) ausschließlich 
auf dem Kreise \x\^ r, etwa an der Stelle Xq (wo | | =* r) angenom- 

men wird. Für diesen Maximalwert l^^(Xo)j hat man dann zunächst: 

(8) 

und daher mit Benutzung von Ungl. (7) : 

(9) i^,(x„)i>r^-«, 

schließlich mit Benutzung von Ungl. (6a): 

(10) |«P(Xo)i>|5ß„(X,)|-«>?ßW-26 

für eine gewisse Stelle Xq mit dem Absolutwerte | Xq | = r Da es hierbei 
freisteht, e unbegrenzt zu verkleinern (wobei Xq im allgemeinen variieren 
wird), so zeigt diese Ungleichung, daß die obere Grenze von |5ß(ic)| für 
die Stellen \x\^ r mindestens gleidi sein muß, und da sie anderer- 
seits nickt größer als sein kann, so ist sie wirklich gleich Als- 
dann gibt es aber infolge der Stetigkeit von |$(^)| längs des Kreises 
\x\'^r daselbst mindestens eine Stelle X\ derart, daß: 

(11) 1 5ß(X') I » (wo also: | X' H 0- 

Damit ist der ausgesprochene Satz bewiesen.^) 

00 

3. Ist die Potenzreibe 5ß(Ä:) = ^ a^x^ nicht beständig divergent, so 

0* 

1) Der Beweis läßt die Möglichkeit offen, daß { $ (o?) | den Maximalwert 
noch für irgendwelche Stellen im Innern des Kreises \x \ ^ r annehmen könnte. 
Daß dies tatsächlich nicht der Fall ist, wird sich bei späterer Gelegenheit ergeben 
(s § 44, Nr. 3). Für eine zunächst in Aussicht genommene Anwendung (s. § 39, 
Nr. 3, S. 296) genügt indessen das vorläufig gewonnene Ergebnis 
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§ 38. Verhalten von :^(«)| in der Nähe von «*=0. 
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hat man nicht nur: 

(12) «ß(0) = ao, 
sondern infolge der Stetigkeit von auch: 

(13) lim^(a) = flo. 

Ist nun üq von Ntdl verschieden^ so besagen diese beiden Gleichungen, daß 
?P (x) nicht nur für a? *= 0 selbst, sond#ii auch in hinlänglicher Nähe der 
Stelle X ^ 0 von Null verschieden sein muß. Mit Benutzung des Cauchy- 
schen Eoefüzientensatzes können wir aber geradezu eine bestimmte Um- 
gebung: 1 a: I ^ der Stelle a; = 0 angeben, für welche durchweg 1 5ß(a;) | > 0 
ausfällt. ') 

Es sei wiederum r > 0 so gewählt, daß die Reihe 5ß(a;) auf dem 
Kreise | a? | » r gleichmäßig konvergiert, also | ^(a;) | daselbst ein gewisses 
Maximum $(r) besitzt Nach dem Cauchy^chen Eoeffizientensatze hat 
man alsdann für jedes v : 

(14) |oJ*'’'<f(Ö- 

Wird jetzt \ x\<ir angenommen, so findet man: 

00 00 

( 15 ) 


also mit Beziehung auf die Ungl. (15): 


(16) 




oo 



1) Es läßt sich dies auch ohne Benutzung jenes Cauchyeeh&n Satzes erzielen 
Doch wird hierbei die entsprechende Umgebung | x | ^ p' im allgemeinen kleiner 
ausfallen. Nimmt man an, daß $(a;) auf dem Kreise { o; | » r noch absolut kon- 
vergiert, und setzt sodann: 

10 

^ I «»I — q}[r] , 

0 

80 ergibt sich ohne weiteres, daß für jedes v : 

und man findet daher, genau wie im Text, als Ausdruck für den Radius g' der 
fraglichen Umgebung nach Analogie von Gl. (18): 

_ I «0 I »• 

i«.n-^w 

Dabei wird aber, wenn nicht sämtliche den gleichen Einheitsfaktor besitzen, 
stets: 


al*o: 9<Q. 
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Infolgedessen wird: 


Nr. 4 . 


(17) 

wenn nur: 


OD 

< |Ool (“** Ausschluß der Gleichheit), 


d. h. wenn: 

(18) 1^1 wo:* p 

Alsdann wird aber für | :i: | ^ p : 


«. I + ^>) 


(19) 


HO c» 


> 0 , 


also ^(a?) für | iP | ^ (> durchweg van Null verschieden. 

4. Des weiteren gilt für den Fall 5ß(0) «4* 0 der folgende Satz, wel- 
cher eine zunächst nur teilweise^) Übertragung eines für ganze rationale 
Funktionen bewiesenen Satzes (§21, Nr. 2, S. 185) auf Potenzreihen 
darstellt, nämlich: 

Ist 5ß(0) 4* 0, so gibt es in hditbig Meiner Umgehung von 
X ~=0 stets solche Stdlen x, für welche 

\^{x)\>mo)\, 

als auch solche^ für welche: 

lWx)|<|5ß(0)|. 

Es kann also |?ß(0)|, verglichen mit allen möglichen Werten 
I ?ß(iP) 1 dner gewissen Umgehung von x ^0 weder ein Maximum 
noch ein Minimum sein?) 

Beweis. Um den Fall mit zu umfassen, daß von den unmittelbar 
auf a^ folgenden Koeffizienten a^ einer oder mehrere den Wert NuU 
haben, werde $(^) in die Form gesetzt: 

00 

^(«) - «0 + « m ®”* +2 

m+ 1 

WO also m ^ 1 und a^ den ersten nächst a^ nicht verschwindenden Koef- 
fizienten bedeutet, x dem Bereiche absoluter Konvergenz von $(:r) an- 


1) Insofern, als es sich hier zunächst nur um das Verhalten von $ {x) in der 
Umgebung der besonderen Stelle o; o handelt. Die Ausdehnung auf den all- 
gemeinen Fall $(a;o) 4 ü kann erst später erfolgen (s. § 44, Nr. 8) 

2) Ist $(0) » 0, so ist I $(0) I selbstverständlich auch kein Maximum, da- 
gegen, wie des näheren aus Nr. 6 hervorgeht, ein Minimum für alle \^(x)\ einer 
gewissen Umgebung der Stelle 2 ; » 0 in dem Sinne, daß in dieser Umgebung 
durchweg |^(ap)|>0. 
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§ 88. Verhalten Ton $(jc) in der Nähe von x^O, 
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gehören soll. Man hat also: 


Setzt man sodann: 


_ 1 -L 5aa;>« + a;» 


(21) I a; I — p und für v ^ : -p — (a, + ßj) ■ g”, 

SO hißt sich auf Grund eines früher bewiesenen Hilfssatzes (§ 21, Nr. 1, 
S. 184) der Einheitsfaktor von x so bestimmen, daß der redle Teil von 
Um + ß^i von Null verschieden ist und ein Yorgeschriebenes Vorzeichen 
erhält, zunächst etwa das positive. Um dies kenntlich zu machen, werde 
gesetzt : 

( 22 ) + 

«0 

also: 


1 + (I «m I + /*m*) • P“ +2 (“» + 


= 1 + I I • P” + + . + l P' + »■ • P’” -2 ^« + »9' 

0 0 

und daher: 

m 00 

(24) ^1’- + + 

® ' 0 ü 

Denkt man sich die Quadrate der beiden absolut konvergierenden 
reellen Reihen nach der Cauchyschen Multiplikationsregel (I^, § 58, Nr. 5, 
S. 412) ausgeföhrt, so erscheinen dieselben nach steigenden Potenzen von 
Q geordnet und nach Zusammenfassung der beiden Potenzreihen in eine 
einzige nimmt die Beziehung (24) die Form an: 

(25) 1 + 2|a„| . p» + ■ Vß,(p), 

»0 

WO $i(p) eine absolut konvergente Reihe in q bedeutet, anders geschrieben: 

(26) 1 + l“».l • p” + P"*(l«ml + P • ^l(p)) 

^ 1 + l“ml • P™ + P^kJ - P • 1^(P)|)- 

Durch hinlängliche Verkleinerung von p — etwa für p ^ d — kann 
man (ganz analog wie in Nr. 3) erzielen, daß der letzte Elammerausdruck 
positiv ausfällt, und man findet daher: 

(27) 

und schließlich: 

(28) |?(*)|>|aol-l^(0)| für 
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(sc. nachdem der Einheitsfaktor von x gemäß der Gl. (22) bestimmt ist). 

Wird jetzt zweitens der Einheitsfaktor von x so ausgewählt, daß 
der reelle Teil von das negative Vorzeichen erhält, also an die 

Stelle der Beziehung (22) eine solche von folgender Form tritt: 

(29) a:"' = ( - t«,J + /J„. i) ■ 9'“, 
so findet man analog mit 61. (24) und (26): 

30 00 

(30) *= (l - 1«„| .p”‘ + ' 

® 0 0 

=“ 1 - k«l • e™ - e"(l«,«l — Q ■ 

also: 

1 — l«ml • 9 ’“ — - 9 • l^s^p)!)» 

' “o I 

und bei hinlänglicher Verkleinerung von p, vermöge deren der letzte 
Eiammerausdruck wieder positiv ausfällt, etwa für q ^ d': 

(31) ^f^f<l-|«™|-9’"<l 

"o ! 

und schließlich: 

(32) |?J(*)|<|a„| = ?(0) für |a.| = p^d'. 

5 Ist ?ß(a;) = 0 für rr = 0, so muß jedenfalls =* 0 sein. Sei dann 
wo n ^ 1, der erste von Null verschiedene unter den Koeffizienten 
so hat man: 

90 00 

'4-^ («) - 2 

n 0 

(33) =af-^,(®), 

WO ?ßi(0) = von Null verschieden ist. Man sagt in diesem Falle, die 
Stelle rr ==* 0 sei eine nrfache Nullstelle oder eine Nullstelle n*^ Ordnung 
für 5ß(ii;). 

Da sodann nach dem zuvor Gesagten eine bestimmte positive Zahl 
Q existiert, so daß ^i(:r) für heinen der Bedingung ^ p genügenden 
Wert X verschwindet, so folgt, daß auch 5ß(Ä;) außer rc = 0 Iceine weitere 
Nullstelle x' innerhalb des Kreises mit dem Radius q besitzen kann. 

Hieraus erkennt man aber, daß allemal, wenn $(^) in jeder Miebigen 
Nähe von x ^ 0 NuUsteUen besitzt (in welchem Falle dann auf Grund 
des Satzes von Nr. 3 die Stelle x ^ 0 selbst eine Nullstelle sein muß und 
zugleich ein Häufungspunkt von Nullstellen ist) ^(ar) überhaupt keinen 
von Null verschiedenen Koeffizienten enthalten kann. Denn wäre a, 
der erste von Null verschiedene Koeffizient, so hätte man, wie oben: 

^(a:) - af • ^,(«), wo: ^^(0) = a„ 



Nr. 6. 


§ 88. Identitätsstttze für Beihan %{x), — 


289 


und es müßte daher eine bestimmte Umgebung der Stelle x^O existieren, 
innerhalb deren keine weitere Nullstellen besitzt. Somit muß für 
jeden Wert von v: — 0 sein, d. h. die Potenzreihe ^(x) verschwindet 
in diesem Falle identisch. 

Daraus folgt noch: Stimmen die Werte zweier Potengreihen 

OO 00 

(») “ 2 (®) “ 2 

0 0 

für Stdlen in jeder belid>igen Nähe von ä? — 0 überein, so sind die beiden 
Bethen identisch^ d. h. man hat: a^ =« \ für jeden Wert von v. 

00 

Denn die Reihe (a„ — bj)x^ würde für alle jene 

Stellen verschwinden, folglich hat man — ft, — 0 für jeden Wert von v. 

6. Ersetzt man in den vorangehenden Betrachtungen x durch (x — Xq\ 
so gehen die betreffenden Ergebnisse in die folgenden über: 

00 

Ist f(x) = ^(a: — X,) — ^ a^(x — x,y und f(x,) — o* von 

0 

NuU verschieden^ so läßt sich eine bestimmte Umgdmng der Stelle 
x^ fixieren^ innerhalh deren f{x) nicht verschwindet^ und zwar 
gü>t es in bdidnger Nähe von x^ solche Stetten x, für wdche |/*(a?)| 
> I fix^) I, als auch solche, für wdche \ f{x) | < |/*(Xo) |.^) Ist f{x^ =■ 0 
und der erste von NuU verschiedene Koefßgient.^ so daß also: 

OO 

f{x) ^{x — x^y • ”” ^o)^ Stdle x^ eine n- 

0 

fache NuUstdle für f{po). Alsdann existiert eine bestimmte Um'- 
gdmtg der Stelle x^, innerhalb deren f(x) keine weitere NuU- 
stelle besitzt. 

Gibt es in jeder noch so kleinen Umgebung von Xq Stdlen x, 
für wdche ^(x — x^) verschwindet, so ist ?ß(x — x^ identisch 
NuU. 

Stimmen die Werte zweier Potenzreihen — und 
— x^ für Stdlen in jeder bdid>ig kleinen Umgdmng von 
überein, so sind die beiden Bethen identisch. 

1) Mit anderen Worten: Im Falle ist |/‘(:eo)l verglichen mit allen 

Werten |$(a; — einer gewissen Umgebung der Stelle x^ weder ein Maximum 
noch ein Minimum. Dabei bleibt die auf das Maximum * bezügliche Aussage auch 
im Falle — 0 selbstyerst&ndlich gültig, während dann |/‘(a;o)I eis Minimum 
erscheint. 

Prlegihelm, Vorlerangen n, 1. 


19 
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7. Für Reihen nach positiven und negativen Potenzen tob x bzw. 
(x — Xq) läßt sich aus der Koeffizientendarstellung 6L (4) des Torigen 

Paragraphen zunächst noch folgendes erschließen. Es sei P(x) — ^ja^x^ 

für \x\^r gleichmäßig honvergent und beständig NnU. Dann folgt aus 
der Beziehung: — SW((er)“’' • P(cr)), daß « 0 sein muß fttr jeden 
Wert von Vy so daß also P{x) identisdi Nuü ist. Das Analoge gilt für 
eine Reihe von der Form P{x — x^. Hieraus folgt: 

Sind die beiden Poiengreihen P^{x\ P^ix) bew. P^{x — x^y 
Pj {x — x^ gleichmäßig "konvergent für dUe Xj wdche der Bedin- 
gung genügen: \xj — r bete. \x — x^^l =- r, und ist für dUe solchen 
Werte x: P^{x) =- Pi{x) bew. P^{x — x^ — Pi(a? — x^y so sind 
Pq(x) und Pi{x) bew. P^{x — und P^{x — x^ identisch. 

Die im vorstehenden ausgesprochenen Sätze , welche gestatten, aus 
der Gleichheit zweier Potenzreihen für ein gewisses beschränktes Werte- 
gebiet der Variablen auf ihre völlige Identität zu schließen, lassen noch 
eine erhebliche, für die weiteren Betrachtungen fundamentale Erweite- 
rung zu. Es wird sich nämlich zeigen, daß die Identität zweier Potenz- 
reihen (auch solcher von der Form P(^) bzw. P{x — x^) schon dann 
gefolgert werden kann, wenn die Gleichheit ihrer Summen für (unendlich 
viele) Stellen in jeder noch so kleinen Umgebung einer gane beliebigen 
Stdle im Innern ihres Eonvergenzbereiches feststebt. Um dieses Resultat 
zu gewinnen, ist eine Vorbetrachtung über die Umformung einer Summe 
von unendlich vielen Potenzreihen in eine einzige Potenzreihe notwendig, 
die wir mit Rücksicht auf anderweitige Anwendungen gleich in etwas 
weiterem Umfange anstellen, als für den angedeuteten Zweck zunächst 
erforderlich wäre. 

§ 39. Summen unendlicli vieler Potenzrelhen: Der Cauchysche 
und der (erweiterte) Weierstraßsche Doppelreihensatz. 

1. Hat man eine endliche Anzahl von Fotenzreihen: 

+ • 

— flO 

welche f&r einen gewissen Bereich: jR, < |x{ < oder B, ^ ^ B 

gemeinsam konrergieren, so folgt ans der Regel f&r die Addition unend- 
licher Reihen ohne weiteres, daß man setzen darf: 

n 4-m n 

(wo: 

0 — flo 0 

-P(*) 


( 2 ) 
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und zwar konyergiert dann P{x^ sfum mindesten für jenen Bereich 

Bq<\x\< R, bzw. ^ |a?| ^ E. 

Man erkennt leicht, daß der wahre Eonvergenzbereich von P(x) 

sehr wohl größer sein kann als der gemeinsame Eonvergenzbereich der 

Py(x), Man betrachte z. B. den einfachsten Fall zweier Reihen nach 
00 •> 

positiven Potenzen: deren Eonvergenzradien mit r, 

0 0 

bezeichnet werden mögen. Ist dann etwa Vi < ff ^ also r^ der Radius 
des beiden Reihen gemeinsamen Eonvergenzbereiches, so wird offenbar 

y (a?) == ^ (g^ + ftj ■ genau den Eonvergenzradius r^ besitzen. Ist 

dagegen r^^r^^ so kann der Eonvergenzradius von Jceinesfaüs einen 
Jdeineren, wohl aber einen beliebig viel größeren Wert haben. Denn setzt 
man etwa: 

a^ =* a^ “H ^1» hy •** 

und ist r^ zwar der Eonvergenzradius der Reihe dagegen R>r^ 

derjenige von so werden in der Tat die Reihen J^b^x^ 

auf Grund des unmittelbar zuvor Gesagten beide den Eonvergenzradius 
besitzen, während derjenige von ^{a^ + * x^ = 2Sa/x^ den Wert 

B hat. ^Beispiel: o, — ^ K “ ' 

2. Es sei nun eine unendliche Folge von Potenzreihen — zunächst 
etwa nach positiven Potenzen von x — vorgelegt 

00 

(3) (»^-0,1,2,...), 

0 

welche sämtlich zum mindesten für |a;|<i{ hmvergieren soUen. Sie sind 
dann für diesen Bereich durchweg absolut konvergent, d. h. es konvergiert^ 
wenn gesetzt wird, auch jede der Reihen: 

00 

(4) 


Ist nun für p < B auch $.(p) konvergent, oder anders ausgesprochen, 
“o 

konvergiert in dem Schema: 

/ ao<®> + OjWp -i H « Wp** ^ 

«{,(*) +a,WpH ha<‘>p'‘H 


a,W+«,Wp+ |-a<V + 
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jede einzelne Zeile und die aus den Zeilensumme» gebildete onendliohe 
Reihe, so folgt aus dem sogenannten Ckmchysehe» D(^ppdreihe»saiee (I,, 
§ 75, Nr. 3, S. 679), dafi für |x| — p in dem Schema: 


( 6 ) 


/ Oj<®> + H h o H 

I H + a • 


H 1" H 


nicht nur jede Zeile und die aus den Zeilensumme» gebildete Reihe, son- 
dern auch jede Kahme und die aus den Kohmensumme» gebildete Reihe 
homoergkrt, und zwar die letztere gegen densdben Wert wie die Reihe der 
Zeilensummen, d. h. es ergibt sich: 


( 7 ) 



(|x|<R) 


oder anders geschrieben: 


(8) 




wo 




(»') 


Das analoge ergibt sich offenbar für eine unendliche Anzahl ron 
Reihen der Form: 


(9) 



oWx-“ 


und aus der Zusammenfassung beider Resultate auch für solche Ton der Fomi : 


( 10 ) 




Schließlich erkennt man noch, daß es ohne weiteres auch gestattet ist, 

00 -f.00 

die Reihe P,(x) durch eine solche von der Form P^ix) zu er- 
0 —00 
setzen, so daß man durch bloße Anwendung des Ca/uchysehm Doppd- 

reihensatees auf den besonderen Fall der Potenzreihen den folgenden 
Satz erhält: 

Sind die Rehen: 

+ 00 

(11) P,(x)ai2«f^ (®'-0,±l,±2...) 

— 00 

hmv&rgent für einen gewissen Bereich < |x| < B, ebenso tote 
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ihre Summe: 

+ B0 

( 12 ) 

— oc 

und bleibt diese letztere Beihe "konvergent^ werm man in den 
einzelnen P^(x) jedes Glied durch seinen äbsohUen Betrag ersetzt^ 
so hat man für < |af| < B: 

4 -« +« 

(13) S(x)^2^A^x^, wo: 

— 80 —80 

Dabei können in den PJx) entweder die negativen oder die positiven 
Potenzen gänzlich fehlen bzw. nur in endlicher Anzahl auftreten. Auch 

können sich die P^(x) auf ganze Funktionen von x und ~ bzw. von x 
oder — reduzieren. 

X 

Auch behält der vorstehende Satz offenbar seine Gültigkeit^ wenn 
man x durch (x — x^) ersetzt. 

3. Wesentlich weitere Formen von hinreichenden Bedingungen für 
die Darstellbarkeit einer unendlichen Reihe von der Form 2%^^) durch 
eine einfache Potenzreihe liefert der folgende Satz: 

Es sei jede der unendlich vielen Potenzreihen: 

08 

(14) (r- 0,1,2,...) 

0 

gleichmäßig konvergent für aile x mit dem Absöt/utwerte |a;| r 
(also sMießlUih gleüdimäßig konvergent für |:i;| ^ r*) und absolut 
konvergent für jasj < r). Ferner genüge die Beihe: 

80 

(15) 

0 

einer der folgenden zwei Bedingungsformen: 

(A) Sie konvergiere gleichmäßig für edle x mit dem Absokit- 
werte |a?| «« r. 

(B) Sie konvergiere für unendlich viele Stellen in bdieUger Nähe 
von rr » 0 und außerdem sei die Gesamtheit der Beihen- 

1) Ist die Yoraussetzmig auch noch für \x\ =» Bq bzw. |a;| — B erfüllt, so 
gelten die betrefPenden Schlüsse und somit der Satz selbst auch noch für |jr| =« Bq 
bzw. |«| =* B. 

2) Vgl. Fußn. 1 auf S. 296. 

8) Es wird sich später zeigen (s. § 46, Nr. 4, 8. 848), daß es schon genügt, 
wenn die Konvergenz von für unendlich viele Stellen in der Nähe einer 
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summen: 

n 

(16) S.(*) (n - 0, 1, 2, . . .) 

0 

beschränkt für la:| ^ r}) 

0 » 

Dom» konvergiert^r^^^x) gleichmäßig im FaUe{A.)für r, 

0 

im Falle (B) für |a;| ^ r < r und läßt sich in beiden FäUen in 
eine mm mindesten für \x\ < r konvergierende einfache Potenz- 
reihe anordnen, nämlich: 

OB OB 

(17) 

0 0 

Beweis zu (A). Auf Grund der Voraussetzung (A) hat man f&r jedes 
€ > 0, bei passender Wahl von n ^ n" und beliebigem = 1, 2, 3, . . . : 

(18) lS,+,(a;)-S,(*)|-|2^»(®)i<®' 1®! = *'- 

' n + 1 ' 

Diese Summe einer endlichen Anzahl für \x\^r gleichmäßig konvergie- 

beliebigen, im Inneren des KreiseB \x\ ^ r gelegenenen Stelle feststeht Der in 
dieser Weise vervollständigte Satz wird dann als „ Ft^ah'scher^* Doppelreihensatz 
bezeichnet werden. 

1) Das soll selbstverständlich besagen: AUe bleiben unter einer (von 

X und n unabhängigen) Schranke. Ich habe dabei im Text schon, um jedes Miß- 
verständnis auszuschließen, für die Folge den Ausdruck Gesamiheit ihrer 

Glieder gebraucht, mOchte aber ausdrücklich betonen, daß es vollständig genügt 
hätte, zu sagen, die Folge S,^(x) sei in dem betreffenden Bereiche beschränkt (was 
ja bei korrekter Ausdrucksweise entsprechend mehr bedeutet oder doch bedeuten 
sollte, als die Aussage, jedes einzelne Glied der Folge sei daselbst beschränkt). 

Ich hebe dies hervor, da es leider Mode geworden ist, den fraglichen Sach- 
verhalt durch die Aussage zu kennzeichnen, die Folge sei in dem Bereiche gleich^- 
mäßig beschränkt — ein Beiwort, das ich in diesem Zusammenhänge für über- 
flüssig und irreführend halte, überflüssig, da es wohl bisher noch. kein Mathe- 
matiker für notwendig gehalten hat, eine in einem Bereiche beschränkte Funktion 
f{x, y) als gleichmäßig beschränkt zu bezeichnen. Warum also eine Folge 
die doch nichts anderes ist, als eine Funktion der beiden Veränderlichen x und 
n? Und irreführend: denn die Bezeichnung gleichmäßig hat, auf Grund ihrer Pro- 
venienz von der gleichmäßigen Konvergenz, in der Funktionenlehre eine ganz spe- 
zifische Bedeutung, für die gerade in dem vorliegenden Zusammenhänge ein Ana- 
logon leicht hergestellt (vgL I,, S 934) und deshalb auch vermutet werden könnte, 
aber bei der obigen Anwendung vollständig fddt. Die bloße Gemeinsamkeit einer 
oberen Schranke als Gleuhmäßigkeit der Beschränkung zu bezeichnen, scheint mir 
eine recht wenig glückliche Eingebung 
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0 

render Potenzreihen Vküt sich ohne weiteres in eine zum mindesten f&r 
\x\^r ebenfalls gleichmäßig konvergierende Potenzreihe, immlich: 


*4-P «+P w njf p 

( 19 ) 2 ^»(®) = 2 ’ 2 ”2 (2 “rt • 

n+l »+1 0 0 «+1 


af 


umformeii, deren absoluter Betrag für den Bereich \x\^r einen gewissen 
Maximalwert besitzen maß. Der letztere wird dann nach § 38, Nr. 2 
(8. 284) mindestens fhr eine (sc. mit p im allgemeinen veränderliche) 
Stelle auf dem Kreise |a;| — r wirklich angenommen, so daß also: 

n+p n+p 

'«+1 ' '«+1 ' 

Da andererseits mit Berücksichtigung von Ungl. (18): 

«+i ' 

so folgt, daß 

(20) 1 8,^,ix) - S,(a;) N I 2 ?.(*) I < * 

' «+1 ’ 


gleichmäßig für aüe x des Bereiches ^ r. Dies besagt aber, daß aus 

der nur für \x\^r vorausgesetzten gleichmäßigen Konvergenz von 
00 

S{x) = ^ di® Existenz der nämlichen Eigenschaft für den gesam- 

ten Bereich \x\ ^ r hervorgeht. 

Man hat nun nach Analogie von Gl. (19): 

n 00 n 

( 21 ) 

0 0 0 
Da (auf Grund der soeben für ^ r erwiesenen gleichmäß^en Konver- 
genz) S{x\ d. h. lim S^{x) und somit wegen Ungl. (20) auch die Gesamt- 
«->■00 

heit der N,(x) für |a;| ^ r hesäaränkt ist*), etwa: 

(22) \8,{x)\^G (»-0,1,2,...), 


1) Dieieo Ergebnis (als eine wesentliche Yerallgemeinerung des auf den 

speziellen Fall: bezüglichen von § 82, Fnßn. 1, 8. 254) ist an sich 

bemerkenswert. Andererseits würde aber daraus folgen, daß nunmehr die Bedin- 
gungen (B) erfüllt sind (s. Ungl. (22)) und daß es daher genügen würde, den wei- 
teren Beweis unter der Voraussetzung (B) durchsuführen. Da sich aber diese Durch- 
führung auf Grund des obigen Ergebnisses unter der Voraussetzung (A) merklich 
einfscher gestaltet, so schien es zweckmäßig, sie hier vollständig mitzuteilen. 

2) Aus (20) folgt zunächst für n ^ n' und oo : 

|5(aj)-S„(*)|^f, 
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so liefert die Anwendung des Coieci^Bchen Eoeffizientensatzes auf Gl. (21) 
die Beziehung: 


(23) 





(^- 0 , 1 , 2 ,...). 


Auf dieselbe Weise ergibt sich aus (18) mit Berücksichtigung von GL (19) : 


«+i» 


(24) (/i - 0, 1, 2, . . .), 


•n+l 


und zwar für alle (i bei dem nämlichen (nur von der Wahl von a ab- 
hängigen) n^m. Daraus folgt aber, daß die für n -► <x> bestimmten 
Gb-enzwerten zustreben, etwa: 


(25) 



M * 


Zugleich ergibt sich dann aus UngL (23), daß: 

(26) (p- 0,1,2,...). 

Wird jetzt r'< r angenommen, so hat man ftlr |x| ^ 


(27) 


^ 0 - 2 ( 0 - ( 00,-0 


«+1 


n +1 


(d. h. bei hinlänglicher Vergrößerung von n beliebig klein), mithin ist 
die Potenzreihe: 





für \x\ <r absolut konvergent 

Schließlich findet man: 

00 00 

(28) 2* (®) 

0 0 

Da aber aus (24) für n'^fC und ^->00 sich ergibt: 

(29) (^-0,1,2,...), 


also: 

|Ä?«(a:)| ^ \8{x)\ + 9 (n^n'), 

d. h. |5^(a;)| ist zunächst beschränkt für tt ^ n\ Von den hierbei noch nicht be- 
rücksichtigten |£>^(a;)| (n « 0, 1, . . — 1) ist aber jedes einzelne (als Summe 

einer endlichen Anzahl gleichmäßig konvergenter Potenzreihen) beschränkt^ somit 
sehließlich die Gesamtheit aller S^{x) für |«| ^ r. 
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BO folgt für |af| -= r'< r: 



0 


00 00 

2 - ^«(») 

0 

also, wie behauptet: 

00 oo 

^ = lim S,(a:) - ^ ^,(a;) für : \x\< r. 

0 n 00 ^ 

4. Beweis zu (B). Setzt man wiederum (s. 61. (21)): 




( 21 .) 


wo: 

0 0 
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und beachtet, daß die Potenzreihe S^(x) geradeso wie jedes einzelne 5ß,,(^) 
auf dem Kreise \x\^r gleichmäßig konvergiert und die |jS„(:r)| auf 
Grund der Voraussetzung (B) für n =* 0, 1, 2, . . . und \x\^r beschränkt 
sind, etwa mit Benutzung der in UngL (22) angewendeten Bezeichnung: 

(22a) lS»l^6f, 

so ergibt sich übereinstimmend mit Ungl. (23), die Beziehung: 

(23a) (/. « 0, 1, 2, ...). 

Dagegen erfordert hier der für das Endergebnis unentbehrliche Beweis 
der Existenz von lim (ja -= 0, 1, 2, . . .) (welche im Falle (A) unmittel- 

n-^oo t* 

«0 

bar aus der Voraussetzung der gleichmäßigen Konvergenz von ^ 5ßv(^) 

für |x| *= r bzw. den daraus hervorgehenden üngleichungen (18) und (24) 
sich ergab) eine etwas umständlichere Herleitung. 

Man hat für | a; | ^ r : 

00 

0 


und daner, wenn man das konstante Glied der unendlichen Reihe isoliert: 

00 

(30) I ^ - s,{x)\ + 1 2 

' 1 

Mit Berücksichtigung von (23a) ergibt sich für |a;| < r: 


(31) 


^ W).ay‘ 


^2G 


— ' r— X 


und man erzielt, daß: 


(32) 


2G 


1*1 


<4, 


46^ + * 


S. 


wenn: |®1 < 
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Andereraeits gibt es unter den Werten f&r welche |ap| < d, auf 

■B 

Grund der ersten Yoraussetzung (B) sicher solche, fClr die kon- 

yergiert, also lim S^{x) (im engeren Sinne) existiert^ und es UUBt sich 
daher, wenn x irgendeinen dieser Werte x bedeutet, eine untere Schranke 
n* fflr n so fixieren, daß: 

(33) für n^n' und p - 1, 2, 3, . . . 

Setzt man elso in üngL (30) op — so ergibt sich mit Benutzung von 
Ungl. (31)— (33): 

(34) für n^n, 

d. h. die Folge ist eine konvergente, so daß man setzen kann: 

(35) 

wo eine bestimmte Zahl yorstellt, die im übrigen auf Grund yon 
üngl. (23a) der Beziehung genügen muß: 

(36) \A,\£G. 

Angenommen nun, es sei bereits erwiesen, daß außer auch 
für n -► oo bestimmte Grenzwerte besitzen, etwa wieder: 

(37) lim ^A^ - 0, 1, . . ., m 1), 

in welchem Falle dann nach Ungl. (23 a): 

(38) (also: \A^af | ^ ^ ö für j*] ^ r) 

sein maß. Alsdann betrachte man an Stelle der Funktion SJji^ diejenige, 
welche durch Subtraktion ihrer ersten m Glieder und Division mit of 
daraus hCryorgeht, also: 

(39) SW(a:) = 

X 

an 

■■ ^(») -L J[(«) x^, 

m rn + fi 

1 

Dieselbe genügt wieder den Bedingungen (B). Denn erstens ist sie für 
\x\^r und alle möglichen n beschränkt, da ihr absoluter Betrag seinen 
Maximalwert für den Bereich \x\^r, geradeso wie die rechtsstehende 
Potenzreihe, auf dem Kreise |^| — r annehmen muß, und zwar ergibt sich 
auf diese Weise mit Berücksichtigung yon Ungl. (22a) und (23a): 

(1*1 ^r). 
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Zweitens existiert (im engeren Sinne) Im S^”^\x') für alle (von 0 verschie- 

00 

denen) x', fOr welche lim /S,(a:') existiert ^d. h.^»^^(a;') konvergiert^, 

da ja auch lim JJ”K lim A.^"\ . . lim ^ , bestimmte Zahlen sind. 
Infolgedessen läßt sich auf dieselbe SchluBweise an wenden^ wie 

zuvor auf 8^{x), und man findet daher: 

(40) Im (d. h. gleich einer bestimmten Zahl), 

wo wiederum nach Ungl. (23 a): 

(41) IA.1^0-»-"*- 

Da die Richtigkeit der Prämisse (37) für ^ 0 erwiesen ist, so ergibt 

sich durch vollständige Induktion die Gültigkeit von Gl. (40) und somit 
auch von Ungl. (41) für jedes beliebige m. 

m 

Hiernach besitzt also die Potenzreihe formale Existenz 

(0 

und erweist sich auf Grund von Ungl. (41) als absolut konvergent für 

Man hat dann auch wieder in Übereinstimmung mit GL (28) ; 

00 00 

(28 a) 2 ~ 

0 0 

Indessen läßt sich, um das Verschwinden der rechts stehenden Potenz- 
reihe für n—^oo zu begründen, die im Falle (A) benutzte Schlußweise 
hier nicht in Anwendung bringen. Dieselbe beruhte nämlich wesentlich 

auf der Ungleichung (29), die ihrerseits aus der Voraussetzung der gleich- 

00 

mäßigen Konvergenz von S{x) ^ ^ für \x\^r hervorging, wäh- 

0 

rend hier diese gleichmäßige Konvergenz (übrigens in dem beschränk- 
teren Umfange |a;| ^ r , wo r'< r) überhaupt erst bewiesen werden soll, 
und andererseits -an Stelle jener Ungleichung (29) nur die Beziehungen 
(23a), (40) und (41), d. h.: 

(^. - 0 , 1 , 2 , . . ) 

zur Verfügung stehen. 

Nichtsdestoweniger führt hier die folgende Schlußweise zum Ziel. 
Man hat für \x\^r <.r bei beliebigem m und n mit Benutzung der 
letzten Ungleichungen: 
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kann daher m zu dem Faktor so fixieren, daß: 

OD 


(42) 


1 » +1 


Andererseits hat man für \x\<r\ 


(43) 


771 771 


und kann sodann, wegen lim A A , eine untere Schranke n' für n 

n->oo " 

SO bestimmen, daß | A^ — | für ft =* 0, 1, . . . , w beliebig klein, ins- 

besondere: 


(44) 


filmen' 


wird. Alsdann ergibt sich aber aus 61. (28 a) mit Benutzung von (42), (44): 

Ob 

(45) — 

' 0 

und somit schließlich: 

flO 00 

-= lim 5,(a:) =^'^,(») für \x\ ^ / d. h. für la:| < r, 
und zwar konvergiert, wie Ungl. (45) zeigt, S^{x) mit n— ►(» für alle x 

oe 

des Bereiches \x\^r gleichmäßig gegen die Örenzfunktion 

0 

00 

mit anderen Worten, die Reihe konvergiert, wie behauptet, für 

0 

\x \ ^r, sofern nur /< r, gleichmäßig. 

5. Der mit (A) bezeichnete Fall des vorstehenden Satzes soU zunächst 
noch in folgender Weise weiter ausgestaltet werden. 

Angenommen, es finde die Konvergenz der Potenzreihen: 

00 

^.(®) =2 - 0 , 1 , 2 , . . .), 

0 

sowie die gleichmäßige Konvergenz der Reihe: 

00 

0 

für |a:j — r bei jedem einzelnen der Bedingung 0 < r < J? genügendem 
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Werte r statt ^), so gilt offenbar die Umformung: 

do 

0 

schließlich für alle x, welche dem Bereiche \x\ dB angehören. 

Ein analoges Resultat ergibt sich für eine unbegrenzte Folge von 
Potenzreihen der Form: 

sobald dieselben für | rt; | > sämtlich konvergieren und die Reihe 
00 

I x\=‘r bei jedem einzelnen Werte r>It^ gleichmäßig 

konvergiert. 

Schließlich ist es offenbar auch gestattet, in den vorstehenden Be- 

00 

trachtungen die Reihen von der Form durch solche von der Form 

0 

+ 0O 

zu ersetzen. 

— 00 

Durch Zusammenfassung dieser Ergebnisse gelangt man zu dem fol- 
genden Satze (dem „Weierstra fischen DoppelreihenscUze^^): 

Sind die Bethen: 

+ 00 

(42) P,(a:) “ 0, ± 1, ±2, . . .) 

— 00 

sämÜich konvergent für < la;| < J? vnd ist die Reihe: 

+ M 

(43) S(a:)=2^»(*) 

— 00 

gleichmäßig konvergent auf jedem Kreise {xl^-^r, falls Rf<r<R, 
so lesteht für aUe x des Bingbereiches B^<\x\<iB die Besiäiung: 
+ 00 +00 

(44) S{x) -2 * \ “’S (f» “ 0, ± 1, ±2, .. ).>) 


1) Wie der Beweis in Nr. 8 zu dem Falle (A) des vorigen Satzes zeigt, würde 
es schon hinreiohen, die gleichmäßige Konvergenz von S(x) für | o; | » r bei jedem 
einzelnen r des Intervalls JS — s < r < (wo s > 0 beliebig klein) voranszusetzen. 

2) Man bemerke, daß auch dann, wenn die gemachten Voraussetzungen noch 

an den (^nzen, also fOr erfüllt sind, auf die Gültigkeit der Be- 

ziehung (44) dennoch nur für den Bereich << | jcK R geschlossen werden kann — 
anders wie beim Cauchyschen Satze, wo die Gütigkeit der Voraussetzungen für 
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Im übrigen gelten auch hier die am Schlüsse von Nr. 2 gemachten Be- 
merkungen in bezug auf die möglichen Spezialisierungen der und 

die Zulässigkeit der Substitution von (x — an Stelle von x. 

6. Bezüglich der gegenseitigen Stellung des Cauchyschen und Weier- 
sbraße^eti Doppelreihensatzes sei noch folgendes bemerkt. Der erstere 
dieser beiden Sätze verlangte, daß außer der Reihe auch die 

Reihe ^Py[|fl;|] für konvergiert: dabei bedeutet PJix\ 

diejenige Reihe, welche aus P^{x) durch Verwandlung sämtlicher Koeffir 
sAenten in ihre absoluten Beträge hervorgeht. Dagegen wird bei dem Weier- 
straßachen Satze nur die Gleichmäßigkeit der Konvergenz von SP^(x) 
auf jedem Kreise |fl?| — « r für < r < P gefordert. Nun ist leicht er- 
sichtlich, daß die erste dieser Bedingungen stets die zweite nach sich zieht, 
aber nicht umgekehrt. Denn jede der CatAchyscihen Bedingung genügende 
Reihe ^P,(a?) ist ja auf jedem Kreise ja;| — r maximal konvergent, also 
auch gleichmäßig konvergent. Dagegen braucht ja eine in irgendeinem 
Bereiche gleichmäßig konvergente Reihe ^P^(x) nicht absolut (s. § 29, 
Nr. 2, Fußn. 1, S. 239), d. h. als 2\PX^)\ und um so weniger als 
2p.m zu konvergieren. 

Beispiel. Nimmt man v ^ 3, so ist: Igv > Igc — 1 für und 
daher: ^ 

lg*-® (ig,y.+i II » » 

also insbesondere für ^ 1. Die Reihe: 


^ Igv^x 



+ 1 


ist dann für ^ 1 zwar nur bedingt^ aber durchweg gleichmäßig kon- 
vergent. Vereinigt man nämlich je zwei konsekutive Glieder, so findet man: 


1 

1 

^ lg 2 * — lg( 2 * — 1 ) 

lg(S* — D — * 

lg 2 V — X 

““ (lg( 2 * — 1 ) — ®)(lg 2 * — *) 




lg M 



^ (lg(2v— D — 1)* 


< 


1 / ig(2y~i) y 

(2 V - 1) (lg (2ir — 1))« ■ Vlg (2 V — 1) — i; 


(s.Ii,§34, S.206, Gl.(3)). 


|ff|^Pe hzw. |a;|^P auch diejenige der enteprechenden Endgleichnng in dem- 
selben Umfange nach sich zieht (s. 8. 298, Fnßn. 1). 

Eine Ausnahme macht in diesem Zusammenhänge der Fall » 0, wenn die 
Reihen P^{x) sich auf solche von der Form reduzieren. Alsdann gelten Vor- 

aussetzung und Endresultat stets auch für o? » 0. 
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Der erste Faktor rechts ist das aUgemeine Glied einer (absolut) konver- 
genten Reihe (s. I,, § 49^ Nr. 4, S. 334), der zweite hat für i/ — ► oo den 
Ghrenzwert 1. Die obige Reihe wird also für ^ 1 bei Vereinigung je 
zweier konsekutiver Glieder nummo! konvergent, sie konvergiert somit für 

\x \ ^ 1 gleichmäßig^ und zwar (da für |fl:| ^ 1 und v-^cx> gleich- 

mäßig gegen NiM konvergiert) auch dann, wenn die obige Vereinigung 
wieder au^ehoben wird, in diesem Falle jedoch nur hedingt^ da 


Igv — a; 


== \gv + \x\ 


und ^ divergiert. Die Anwendbarkeit des Cauchyschen Satzes ist 

also hier vollständig ausgeschlossen, während der TVeters^a^sche die 
Beziehui^ liefert: 


Igjr — a; 

8 



0 




wo: 




(lg*’)'' 


+ 1 


Man bemerke, daß die Reihen für sämtliche Koeffizienten in divergente 
übergehen, wenn man jedes Beihenglied (wie die Anwendung des Cauehy- 
sehen Satzes erfordern würde) durch seinen absoluten Betrag ersetzt. 

Hiernach wird also der Cauchys^e Satz durch den TTeier^^a^schen 
in Wahrheit durchaus entbehrlich.^) Dennoch schien es nicht angezeigt, 
ihn zu übergehen, da er auf wesentlich dementareren Hilfsmitteln beruht und 
tatsächlich für eine Anzahl wichtiger Anwendungen vollsi&idig ausreicht. 
Wenn wir daher im weiteren Verlauf uns gelegentlich ausdrücklich auf 
den Cauchyvehea Satz berufen, so soll damit nur angedeutet werden, daß 
das betreffende Ergebnis lediglich die Anwendung jenes einfacheren Be- 
weismittels erfordert, während der direkte und ausschließliche Hinweis 
auf den TFeier^^a^schen Satz ausdrücken soU, daß der Cauc&ysche für 
den gerade vorliegenden Fall versagt. 


§ 40. Produkte und ganze positive Potenzen von Potenzreihen. — 
Darstellbarkeit von g{P{x))y ip(P(a{?)) durch Potenzreihen. 

1. Es seien die Reihen: 

(i) 

— «0 — ao 

konvergent für < |a;| < IZ, so hat man für diesen Bereich zunächst: 

1) Allenfalls abgesehen von dem in der vorigen Fnünote erwähnten Ghrensfialle 
T*| *■ Äp bzw. \x\ « E. 
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+ « 

■Pi(«) • -PjC») =“2 

— «0 

— 00 — 00 

+ 00 +00 

— 00 — oo 

xmdy da man in dieser Beziehung auch x und die sämtlichen a^, durch 
ihre absoluten Beträge ersetzen darf, nach dem Cauc%schen Satze des 
Yorigen Paragraphen: 

+ 00 +00 

(2) Px(®)P,(*) -2'(^ (Po<|a:|<jB). 

Konvergieren P^{x), P,(a;) noch für irgendeine SteUe X auf der Be- 
grenzung I X I » i2 oder | X | — JZq (wenn auch durchweg oder teilweise 
nur bedingt) so behält 61. (2) ihre Gültigkeit, falls die rechtstehende Potenz^ 
reihe gleichfalls konvergiert. Denn bezeichnet x' eine auf dem Strahle OX 
im Innern des Konvergenzbereiches gelegene Stelle, so gilt GL (2) für 
X x, wie nahe auch rr' an X liegen mag, und da^ infolge der über die 
Konvergenz der obigen Reihen gemachten Voraussetzung, nach dem Abd- 
sehen Satze (§ 32, Nr. 1, S. 252) : 

;imP,(x')-P.(X), ^imP.W-i’.W, 

— 00 ~ 00 — 00 — 00 

so folgt in der Tat: 

(3) P, (X) . P,(X) » 2 (2 

— 00 — 00 

Treten an die Stelle von Pi{x), P»(®) zwei für |a;|<ü konver- 
gierende Reihen nach positiven Potenzen: 

00 00 

(4) (x) - ?i («) -2 

0 0 

80 kann man das entsprechende Resultat aus dem eben gefundenen in 
der Weise ableiten, daß man für v < 0: a,, — 0, 6^ — 0 setzt. Hierbei 
findet man zunächst: 

00 00 

^i(») • ¥,(*) -2i (2 

0 0 
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und da sodann noch wird für fz--v<0, d.h. für schließlich: 

(5) (1*1 < ^)> 

0 ^0 

ein Resultat, welches auch unmittelbar aus der (7auc%Bchen Multiplika- 
tionsregel für absolut konvergente komplexe Reihen (I,, § 75, Nr. 4, 
S. 580) sich ergeben hätte. 

Konvergiert außer $s(^) auch die rechtsstehende Beihe für 

irgendeinen Wert X mit dem absoluten Betrage JS, so hat man im An- 
schluß an Gl. (3) auch noch: 

(6) % (X) . ?ß.(Z) =2 

wie im übrigen gleichfalls aus der entsprechenden Erweiterung der Cauchy- 
Bchen Multiplikationsregel (I,, § 79, Nr. 4, S. 611) hervorgehen würde 
Man kann aber auch umgekehrt die hier (mit Hilfe des ^heZschen Stetig- 
keitssatzes) gewonnene Gleichung (6) benützen, um jene Erweiterung der 
Multiplikationsregel für zwei beliebige Reihen ^6^ abzuleiten. Denn 
setzt man speziell X «=* 1, so geht Gl. (6) in die folgende über: 


( 7 ) 





sofern außer den Reihen auch die Reihe Jconvergmi, 

(Dies findet, wie a. a. 0. gezeigt wurde, jedenfalls dann statt, wenn zum 
mindesten eine der beiden Reihen JSK dhsolut konvergiert). 

2. Aus dem in Nr. 1 Gesagten folgt, daß sich das Qu4idrat und so- 
mit auch jede ganzzahlige positive Potenz von P{x) bzw. ^(a;) durch eine 
Potenzeihe mit mindestens demselben Eonvergenzbereiche wie P{x) bzw. 
$(a;) darsteUen läßt. 

Ersetzt man also in einer ganzen rationalen Funktion g{jf) die Ver- 
änderliche y durch eine für < |a?| < U bzw. \x\<B konvergierende 
Potenzreihe P{x) bzw. ^{x), so folgt daß g{P(x)) in eine nach positiven 
und negativen Potenzen von x fortschreitende, für < |a;| < 12 konver- 
gierende Reihe, ^(?ß(a;)) in eine für |a;( < 12 konvergierende Reihe nach 
positiven Potenzen von x umgeformt werden kann. 

Das analoge gilt offenbar, wenn man in einer ganzen Funktion 
mehrerer Veränderlicher gilfi, y^j . . yj die sämtlichen y, (v == 1, 2, . ., n) 
durch Potenzreihen P^(x) bzw. ersetzt. 

3. Es trete jetzt an die Stelle der ganzen Funktion g(y) eine für 
|y| < 12^ konvergierende Reihe nach positiven Potenzen von y, die mit 

rringsheim, Vorlesungen II, 1. »0 
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$i(y) bezeichnet werden möge. Substituiert man dann zunächst f&r y 
eine Reihe nach positiven Potenzen von x: 

00 

(8) y = 

0 

so ist offenbar eine notwendige Bedingung dafür, daß für irgend- 

eine Umgehung der Stelle a; =* 0 überhaupt definiert ist^ die^ daß 5ßi(?ß(0)) 
selbst einen bestimmten Wert hat, d. h. daß der Wert y =» ?ß(0) inner- 
halb des Konvergenssbereiches von ^i(y) liegt, also daß: 

(9) |^(0)i = K|<i2,. 

Diese Bedingung ist aber auch zugleich hinreichend^ und zwar nicht bloß 
für die Konvergenz von in einer gewissen Umgebung der Stelle 

a; =» 0, sondern auch für die DarsteKbarlceit von 5ßi(^(j?)) durch eine 
Reihe nach positiven Potenzen von x. 

Bezeichnet man nämlich mit ^ \x] diejenige Potenzreihe, welche die 
absoluten Beträge \a^\ zu Koeffizienten hat, so kann man die Bedingung 

(9) offenbar auch folgendermaßen schreiben: 

(10) ?ß[0] = i«o!<-Bi- 

Alsdann existiert aber auch noch eine gewisse Umgebung (etwa |a;|<r) 
der Stelle o: » 0, so daß: 

(11) für:* \x\<r, 
und daher auch: 

(12) für 0^p<r. 

Somit konvergiert 5ßi(5ß[pj) für 9 <r und um so mehr ^i(^(a:)) für 
|a:| <r, oder anders ausgesprochen: es konvergiert 5ßi(5ß(a?)) nicht nur 
sdbst für I I < r, sondern hleibt auch konvergent^ wenn man jedes einzelne 
Glied durch seinen absoluten Betrag ersetzt. Infolgedessen gilt aber der 
Cauc%sche Satz, d. h. man kann $i($(^)) in eine (zum mindesten) für 
\x\<,r konvergierende Reihe nach Potenzen von x umformen.^) 

1) Der Weierstraß^vAie Satz führt etwas schneller zum Ziel und wird im all- 
gemeinen für die im Texte mit r bezeichnete vorläufige Eonvergenzgrenze einen 
größeren Wert liefern. Da nämlich ?i(y) für alle dem Bereiche 
angehörigen Werte y gleichmäßig konvergiert, so hat man lediglich eine Um- 
gebung \x\<^r so zu bestimmen, daß : 

mx)\^E,\ d. h. <JB, für: |a;|<r, 
was offenbar wieder dann und nur dann möglich ist, wenn: 

mx)\<mx]\ 


Da aber im allgemeinen: 
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Wir wollen zwei FäUe besonders hervorheben, in denen die fragliche 
Umformung unter allen Umständen möglich ist, nämlich: 

1) Wenn ?ß(0) = 0, d.h. eine Potenzreihe ohne konstantes Glied 
ist, da ja die Bedingung (9) alsdann stets erfüllt ist. 

2) Wenn 5ßi(y) eine beständig konvergierende Potenzreihe ist, in 

welchem Falle also für jede noch so große positive Zahl gesetzt 
werden kann, so daß die Bedingung (9) wiederum eo ipso erfüllt ist 
Bedeutet dann 22 den Eonvergenzradius von so konvergieren auch 

und ^,(5ß[(»]) für p < 22, so daß also in eine (zum min- 

desten) für |a;|<22 konvergierende Potenzreihe transformiert werden 
kann. 

4. Wird in der für |y| < 22^ konvergierenden Potenzreihe ?ßi(y) 
substituiert: 

-foo 

(13) y - P{x) = 2 

— flO 

WO P(x) für 22q < |.t;| < JB konvergieren soll, so läßt sich über die Ent- 
wickelbarkeit von 5ßj(P(a:)) nach Potenzen von x auf Grund des Cauchy- 
sehen Satzes nur folgendes feststellen. Man setze wiederum: 

(14) 

— 00 

so wird auch P[x] für 22Q<|a?|<22 konvergieren. Gibt es alsdann 
irgendeine positive, innerhalb der Intervalls [22^, 22] gelegene Zahl 
so daß: 

(15) 

so müssen infolge der Stetigkeit von P[x] auch zwei Zahlen Vq, r (wo: 
Pli < Qq < r ^ B) existieren, so daß: 

(16) P[p] < Pi für: To < p < r. 

Somit konvergiert ^i(P[p]) für: r^<Q<ry und es läßt sich 5Pi(P(a;)) 
für <i\x\<r nach Potenzen von x ordnen. 

Man erkennt aber, daß diese für die Entwickelbarkeit von ^i(P(a;)) 
als hinreichend erkannte Bedingung (15) hier keineswegs (nach Analogie 
der Ungl. (9) bzw. (10)) als eine notwendige erscheint. Notwendig für die 
Entwickelbarkeit von ^i(P(a;)) für irgendein dem Konvergenzbereich von 

und nur in bcBonderem Falle: 

BO wird auch im allgemeinen die Zahl r* größei' ausfallen, alB die im Texte mit r 
bezeichnete. 


20 
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angehöriges liinggebiet ist vor allem die Konvergenz von ?ß|(P(a?)) 
für ein solches Binggebiet; d. h. es müssen zwei positive Zahlen 
jB existieren, so daß: 

(17) för: rQ<\x\<r 

Alsdann lehrt aber der Weiers^aySsche Satz, daß diese Bedingung in der 
Tat auch für die Entwickelbarkeit von ?ßi(jP(a:)) in eine für <<\x\<r 
konvergierende Reihe nach positiven und negativen Potenzen von x hin- 
reichend ist. 

Da die Ungl. (17) offenbar erfüllt sein kann, ohne daß überhaupt 
eine dem Intervalle (Bq, B) angehörige Zahl existiert, für welche die 
Bedingung (15): P[pol besteht, so erkennt man, daß hier der 

Cat4chy8che Satz unter Umständen völlig versagen kann, während der 
Weierstraßsche tatsächlich die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Darstell barkeit von ^j(P(rr)) durch eine Potenzreihe liefert. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß diese notwendige und hinreichende 
Bedingung (17) auch hier wiederum ausnahmslos erfüllt ist — und zwar 
für J?Q< |fl?| < P — wenn B^ beliebig groß genommen werden kann, 
d. h. wenn ^i(y) beständig konvergiert. 


§ 41. Entwicklung von nach positiyen ganzen Potenzen von x. — 

Spezieller Fall der rationalen Funktion Rekurrierende 

Reihen und Partialbrttche. 

1. Es sei ?ß 2 (a;) eine für |x|<P konvergierende Potenzreihe, welche 
für X ^0 nicht verschwindet, so daß also: 


( 1 ) 

und daher: 

( 2 ) 




^ + l&oi>0, ^»(0) = 0, 


1 


*’• 1 -L 

fr» 


Setzt man dann wiederum: 

00 

( 3 ) 

1 

so läßt sich wegen ^^[OJ = 0 eine positive Zahl r so fixieren, daß für 

\x\<r: 


( 4 ) 


?.N| 


<1 



Nr. 1. 


§ 41 . 
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durch eine Potenzreihe. 
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and daher a fortiori: 

( 5 ) 

Nun hat man allgemein: 


%(£) 
■ K 


< 1 . 


für: 

and daher auch: 


|y| < 

für: \x\<r, 


wobei man zunächst die einzelnen Potenzen von 

vorigen Paragraphen nach Potenzen von x ordnen 
der Bedingung (4) auch die Reihe: 


— nach Nr 2 des 
darf Da aber infolge 



für () < r Tconvergiert, so darf man nach dem OaucÄyschen Satze die Reihe 

(6) in eine (zum mindesten) für \x\ <Cr konvergierende Potenzreihe in x 
umformen': 

(7) ^ 

Ist jetzt ein Quotient von der Form vorgelegt, wo kon- 

Vi W 

vergent für \x\ < rj und wiederum ^^(0) von Null verschieden, so findet 
man mit Benutzung von Gl. (7) zunächst: 

1^ = ((|xi < r', wo r j| ^ 

und durch Anwendung des Multiplikationssatzes schließlich: 

( 8 ) ( 1*1 <’•')• 


1) Will man den WeierstraßBchen Satz anwenden, so hat man eine Zahl r 
lediglich so zu bestimmen, daß für \x\<^r' die Bedingung (5) besteht Dann 
folgt aus der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (6) die Anwendbarkeit des be- 
treffenden Satzes für \x\<ir\ Man erkennt, daß auch hier wieder der Radius r 
im allgemeinen größer ausfallen wird, als der im Texte mit r bezeichn ete. Um 
gerade dies deutlich zu machen, wurde die vorliegende Entwicklung mit der im 
Text angewendeten Ausführlichkeit abgeleitet. Andernfalls hätte man ja die Zu- 
lässigkeit dieser Entwicklung ohne weiteres aus dem vorigen Paragraphen Nr. 3, 
Pall 1) ersehen können (wegen : (0) = 0). (Im übrigen braucht auch r noch 

nicht der wahre Konvergenzradius der betreffenden Reihe zu sein; dieser wird erst 
durch spätere Betrachtungen bestimmt werden.) 
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2. Nachdem jetzt die Existene einer für eine gewisse Umgebung der 
Stelle x^O konvergierenden Potenzentwicklung $(:r) des Quotienten 
erwiesen, kann man die Bestimmung der Koeffmenten von in 
sehr viel einfacherer Weise bewerkstelligen, als wenn man die in Nr. 1 
angedeuteten Entwicklungen wirklich ausführen würde. 

Vor allem bemerke man, daß es offenbar nur eine einzige Potenz- 
reihe geben kann, welche für eine gewisse Umgebung der Null- 

stelle der Beziehung (8) genügt (nach dem Identibätssatze von § 38, 
Nr. 5, S. 289). Ist nun vorgelegt: 

00 00 

(®) “ 2 2 ^ ^0 + 0) , 

0 0 

und setzt man andererseits: 

30 

0 

so müssen nach Gl. (8) diese unbekannten Koeffizienten so beschaffen 
sein, daß für \x\ < /: 

00 00 00 

(9) 2 a, jf- - 2' ■ 2 

0 0 0 
00 

“ 2 H 1- h<'v-l + K<^y) ■ *’’• 


Da aber diese Gleichung nach dem oben angeführten Identitätssatze die 
folgenden nach sich zieht: 

(10) -= + h 6i (v == 0, 1, 2, . . .), 


so erhält man auf diesem Wege ein unbegrenztes System linearer Glei- 
chungen, aus denen sich die Unbekannten in folgender Weise berech- 
nen lassen. Man hat: 


(11) 


% =* ^0^0 

a^ =“ -j- bgCj 

* ^*^0 “ 1 ” ^ 1 ^ “ I " ^ 0 ^ 


I * 6,Co + -f + • • • + 

und findet somit aus der ersten dieser Gleichungen den We^ von Cq, 
darauf aus der zweiten denjenigen von q, aus der dritten den von c, usf. 

Man kann aber auch, statt die Koeffizienten in dieser Weise sukr 
zemve zu berechnen, eine independente Formel zur Berechnung von 
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augeben, indem man als Lösung des obigen Systems linearer Glei- 
chungen in der bekannten Weise durch den Quotienten zweier Deter- 
minanten darstellt. Da hierbei: 


( 12 ) 


und: 


(13) 



0 

0 . . 

. 0 


fto 

0 . . 

. 0 

ft. 

b, 

fto 

.. 0 

ft.-l 

ft-, 

eo 

1 

. 0 

ft. 

ft.-i 

6 o . 

..fto 


6o 0 0 . . . 0 Oo 

bj 0 ... 0 

b^ b^ ... 0 


= (-l)’-A, 


K 

K 


so ergibt sich: 

(14a) 

also z B.: 


j 

«0 

fto 

0 

. . . 0 


0 , 

fti 

fto 

. . . 0 

wo: A, = 

«s 

ft. 

ft, 

...Ol 

1 

* ! 


0,-1 

ft-, 

ft,-. 

... bj 


«, 

ft. 

ft,-, 

... ft, ! 

1 )” . 

'' 6J« 

(t/ - 

0 , 1, 

. 

), 


(14a) 


«0 


«1 


fl» 

K 

_ «»b, — «ib, 

b.* 


c,- 


«o(bi* — b«b,) — 0,6,6, -f 0,6,* 

b,* 


usf. 


Man bezeichnet das zur Bestimmung der c, angewendete Verfahren als 
die Methode der wnbestimmten Koeffizienten. 

3. Die Yorstehendeu Betrachtungen behalten ofiPenbar ihre Gültigkeit, 
wenn sich ^ 1 ( 3 :), ^(s;) auf zwei ganze rationale Funktionen: 


- o„ + o^a: -I- h o„a:’» 

S'tC») - bo + b,® H- hl*,*" 
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reduzieren. Setzt man dann wiederum: 


Nr. 3. 


(16) 


flO 



BO hat man zunächst, wie früher: 


^0^0 ““ 

^« — 1^0 ^n — 1^1 ‘ ^0^« — 1 * ^n — 1 

6n^0 + ^n-1^1 + • ■ ' + H" “ ^n* 

Da aber gf(x) mit dem Oliede b^ixf^ abbricht, also ftir jl = 1, 2, 3, . . .: 

0 zu setzen ist, so folgt, daß die weiteren Bestimmungsgleichungen 
durchweg die folgende Form haben müssen: 

(18) + + i H 2, 3, . . .) 

und diese Gleichung gilt auch noch für ^ 0, da sie für diesen Fall in 

Ql. (17 b) übergeht. 

Beachtet man ferner, daß g^ix) keine höhere Potenz als enthält, 
daß also = 0 für ft ^ 1, so folgt, daß auf der rechten Seite der 
Gleichungen (18) von einer bestimmten Stelle ab durchweg 0 stehen muß. 
Ist insbesondere m < n, so hat man schon = 0 und allgemein 
^ (A -* 0, 1, 2, . . .), so daß also an die Stelle der Gleichungen 
(17b) und (18) die folgende tritt: 

(19) Mt + H f- =• 0 (A=»0, 1, 2, ...). 

(Außerdem wird eventuell schon in einer Anzahl von Gleichungen (17 a) 
statt a„+i, . . •, «„-.1 beständig 0 stehen). 

Ist dagegen w ^ n, so wird in Gl. (18) erst dann a^^x “ 9, wenn 
n + A ^ w + 1 also wenn A ^ m — n + 1 ; mit anderen Worten: dann 
gelten die Gl. (19) nicht schon von A—0, sondern erst von A=»m— n+ 1 an. 

ln jedem Falle haben also die Koeffizienten die Eigenschaft, daß 
von einer bestimmten Stelle v ab (nämlich für v^p, wo p die größere 
der beiden Zahlen n und m + 1 bedeutet) sich stets als eine ganz he- 
stimmte, in ihren Koeffizienten von v unabhängige, homogene ganze lineare 
Funhtion von darstellen läßt. 

Man nennt eine Reihe n^t dieser Eigenschaft rekurrierend oder re- 
kurrent und kann somit den Satz aussprechen : 

Jede gebrochene rationale Funktion, deren Nenner für x ^0 
nicht verschwindet, läßt sich für eine gewisse Umgebung der Stelle 
X = 0 Ml eine konvergente, rekurrierende Potenzreihe entwickeln. 


(17a) 

(17b) 
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4. Es scheint nicht ohne Interesse, zu bemerken, daß der eben aus- 
gesprochene Satz auch umkehrbar ist, d. h.: 

Jede rek/urrierende Potenzreihe in x konvergiert für eine ge- 
wisse Umgang der Stelle a: = 0 und ihre Summe ist einer ge- 
wissen rationalen Funktion gleich. 

Beweis. Es sei yorgelegt die Reihe: 


0 

deren Koeffizienten etwa für (wo p ^ 0), aber nicht für A =* p — 1 

einer linearen Relation von folgender Form genügen sollen: 

(20) H 1- ^ 0. 


Dabei bedeuten beliebige Konstanten unter denen auch be- 

liebig viele — mit einziger Ausnahme von b^ und b^ — den Wert 0 
haben dürfen. 

Man bestimme nun eine Reihe von Zahlen a^, a^, . ., durch 
die Gleichungen: 


(21a) 


^ ^1^0 "t" 


«— 1 = ^».-1^0 + K-iCi + • • • + 6iC,_, + 6oC,_i 


(wobei beliebig viele dieser a^ Null werden können, was von der beson- 
deren Beschaffenheit der b^ und c^ abhängt), ferner im Falle p^k\ 

% ^ H b 

(21b) 

^n+p-1 ~ + "I“ ^O^ii+p-1* 


Dabei ist offenbar sichet von Null verschieden, da andernfalls die 

Relatioii (20) schon für k ^p -- 1 gelten würde, was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Setzt man sodann: 


( 22 ) 


pl(«) - «0 + Ol® + • • • + 0 .+^_, «*+!’-» 

li'iC®) “ bo + bl® + h 6,®", 


80 ist offenbar gerade diejenige rationale Funktion, welche nach 
9% W 

Nr. 3 in der Umgebung der Stelle x — O durch die rorgelegte Reihe 



e^x* dargeatellt 


wird. 


Mit anderen Worten: die obige Reihe besitzt 
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für eine gewisse Umgebung der Stelle x = 0 die Summe ^ , woraus 

9t w 

dann eo ipso folgt, daß sie für diese Umgebung konvergiert. 

5 Da g{x)^g{xQ + (x — Xq)) auch als ganze Funktion von (x — x^), 

also als rational gebrochene Funktion von (x — x^) dargestellt 

werden kann, so erkennt man, daß auch in eine rekurrierende Reihe 


nach positiven Potenzen von (x — x^) entwickelt werden kann, falls 
keine Nullstelle von g^ix) ist. 

Ist dagegen Xj eine fache Nullstelle von g^{x) {k^ 1), so kann 
man setzen: 


(23) 


g^{x) — X,)* • g^{x), 


wo gi{x) für X =* x^ nicht verschwindet, so daß für eine gewisse 
Umgebung der Stelle x » X| in die Form gesetzt werden kann: 


(24) 

Alsdann wird: 


9i (^) 
9t{^) 



9t{^) 




(25) 


(* — «,)* 


+ 


fl_ 



0 


Die Reihe — x^)’' bleibt dabei offenbar eine rekurrierende, 

0 

kann also zunächst in eine rationale Funktion umgewandelt werden, die 
sich dann wiederum, wenn x, eine weitere Wurzel des Nenners bedeutet, 
nach Potenzen von x — x, entwickeln läßt usf., bis die Wurzeln der 
Nenner der bei diesem Verfahren auftretenden rationalen Punktionen, 
d.h. schließlich diejenigen des ursprünglichen Nenners (x) erschöpft sind. 

Man gewinnt also auf diesem Wege einen neuen Beweis für die Zer- 
legbarkeit einer rationalen Funktion in Partialbrüche und zugleich eine 
Methode zur Bestimmung der Zähler c^. 

Man hätte aber auch umgekehrt, von der Partialbruchzerlegung einer 

rationalen Funktion ausgehend deren Darstellung durch Potenz- 
reihen herleiten können, ohne von dem allgemeineren Resultate der Num- 
mern 1 und 2 Gebrauch zu machen.^) Hierbei kommt es offenbar lediglich 


1) Man bemerke, dafi dagegen die Methoden von Nr. 1 und 2 in keiner Weise 
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auf die Entwicklung einer endlichen Anzahl von Ausdrücken der Form: 

^ 1, ft ^ 1) 

nach Potenzen von {x — rro") an. Da aber: 


X — Xj^ X — Xq {Xj Xq) 

1 1 



(26) 


. -i — 

Xi — «0 ^ \^l — «0 / 


für 




und somit auch ^ für ii> 1 nach § 40, Nr. 2, (S. 305) in eine 
^{x — x^) mit dem nämlichen EonTergenzkreise entwickelt werden kann t), 
so erkennt man, daß schließlich anch durch eine Reihe nach posi- 
tiven Potenzen von (x — a:,,) darstellbar ist, als deren (wahrer) Konver- 
genzradius sich hier ohne weiteres der Jdeinste unter den absoluten Be- 
trägen la;j — ajol ergibt. 


§ 42. Entwicklung Ton ip(ui; + A) nach Potenzen yon h. — Taylor* 
sehe nnd Mac Laurinsehe Reihe. — Die Deririerten einer Po- 
tenz leihe ^(op). 

so 

1. Es konvergiere die Potenzreihe für |a;l<jB 

0 

(bzw. beständig). Sei dann zunächst \x + A| < J? (bzw. {x + h) eine be- 
liebige endliche Zahl), so hat man: 

so 

(1) ^(a: -f Ä) -= ^a,(a: + hy 

0 

- 2 ’ ».(*• + *• +■•■+*•)• 

0 

Sind nun x und h so beschaffen, daß nicht allein \x + h\ < E, sondern 
auch: 

(2) \x\ + \h\<E 

den Fundamentalsatz der Algebra in Ansprueb nehmen, welcher andererseits die 
unentbehrliche Voraussetzung für den Existenzbeweis der betreffenden Partialbruch- 
zerlegung bildet (sofern nicht etwa die Faktorenzerlegung des Neuners von vorn- 
herein als gegeben angesehen wird). 

1) Über die wirkliche Herstellung einer solchen Entwicklung s § 46, Nr. 1. 
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(eine Bedingung, die im Falle der beständigen Konvergenz von ?ß(a;) 
wiederum nur verlangt, daß x und h nicht unendlich sind) — d. h. geo- 
metrisch gesprochen: bedeutet x einen beliebigen Punkt im Innern des 
Kreises (0)i?, x + 1i einen solchen im Innern eines um x beschriebenen 
Kreises, der jenen ersteren von innen berührt — so konvergiert auch noch 
die aus \sL\xieT positiven Bestandteilen zusammengesetzte Reihe: 

00 

und somit darf nach dem CauchyBahen Satze diese selbst und auch 
5ß(j; -f Ä) nach Potenzen von h geordnet werden. Man erhält auf diese 
Weise: 

(3) + Ä) = %(x) + %{x) ■ h + %{x) • A» + • . ■ + ^^(x) . A-+ • • - 

WO ^): 

00 

0 

00 00 

0 1 
00 00 

0 s 


¥.w- 

0 

00 

n 

Setzt man allgemein: 

00 

(6) ^lv(v — 1) • • • (v — n -f 1) • 

n 

00 

0 

1) Vgl. die Herstellung der entsprechenden Entwicklung von g{x-\'h): § 19, 
Nr. 1, S. 178. 
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so nimmt die Entwicklung (3) die Gestalt an: 

oo 

(6) ^(x + h)^ fix) + 2 Ä 

1 

oder auch kürzer: 

oo 

(6a) + 

0 

wenn man die Bedeutung von ^(a;) und dem Symbol 0! wie schon 

früher diejenige von 1 beilegt. 

Die Relation (6) hat eine ganz analoge Form wie die für eine ganze 
Funktion w*®“ Grades geltende (§ 19, Gl (4 a)): 

n 

gix + Ä) =■ gix) + 

1 

und sie geht geradezu in diese letztere über, wenn die Reihe ^(a;) mit 
dem w*®“ Gliede ahhrichty wenn also = 0 für v > n. Die g^^\x) er- 
scheinen danach lediglich als spezielle Fälle der Wenn wir da- 
her d. h. den Koeffizienten von in der Entwicklung von 

?ß(iP + Ä) nach ganzen positiven Potenzen von Ä, jetzt als die Deri- 
vierte (v = 1, 2, 3, . .) von ^{x) bezeichnen, so steht diese verallgemei- 
nerte Definition der Derivierten mit der früher lediglich für ganze ratio- 
nale Funktionen gegebenen völlig im Einklänge, sie umfaßt dieselbe als 
speziellen Fall. 

Mit Einführung dieses Begriffes kann man den Inhalt der Formel 
(6a), wenn man größerer Prägnanz zuliebe noch x^ statt x schreibt, also: 
00 

(7) fix,+h)-^^^W’'>M-h^ (wo:|:rJ+ h' < R) 

0 

» fi,,) + ^ . fix,) • Ä + 1 r (®x) • • 

folgendermaßen aussprechen: der Wert von -f- h) kann für eine ge- 
wisse Umgebung der Stelle x^, nämlich zum mindesten für alle durch 
die Bedingung |A| < B — |a;i| charakterisierten Stellen (x^ + h), (geome- 
trisch gesprochen, für alle Stellen innerhalb eines Kreises um den Punkt 
x^y der den Kreis (0)jR von innen berührt), aus der Formel (7) berechnet 
werden, sobald der Wert von ?ß(a:) und der sämtlichen Derivierten 
für die eine Stelle x x^ bekannt ist. 

Die Reihenentwicklung (7) wird die Taylorsche Reihe für 5ß(iCi + A) 
genannt. Setzt man a?! -f A = Xy also: h ^ x — x^ (wobei jetzt x^ als he- 
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Nr. 2. 


liehifj im Kreise (0)U gewählt, aber fest, x als veränderlich zu denken 
ist), so nimmt dieselbe die Form an: 

oe 

(8) = •(a;-«!»’’ für: |a: - «il < JJ - |a;,|. 

0 

Und, wenn man speziell =* 0 wählt: 

00 

(9) W)-*' für: |x|<Ä, 

0 

eine Entwicklung, die (wegen: 5ß^“^(0) — n\a^ nach 61. (5)) lediglich eine 

00 

andere Schreibweise der ursprünglichen Definitionsgleichung 

0 

darstellt und als die Mcw Laurinsche Reihe bezeichnet wird. 

Die Vergleichung der Koeffizienten in (9) mit den früher gegebenen 
Mittelwertsdarstellungen (§37, Nr. 1, Gl. (4 a) (S. 279)) liefert dann un- 
mittelbar die Beziehungen: 

(10) ^(0)*2ß(5ß(er)), 5ß(-)(0) = i/!SK((cr)~*'.5ß^^ (i/= 1,2,3,.. ). 

Und durch Anwendung jener Mittelwertsdar Stellung und der GL (4 b) des 
§ 37 auf die Reihe: 

00 

^(«)(a;) = (v + w) (v + rt — 1) • • • (v + 1) • (Gl. (5)) 

0 

ergibt sich: 

(11) 50K(er)'’'-5ß(»)(cr))-(i/+n)(i/+w~l).--(i/-hl)-a,+^ 

(12) aK((cr)’'+^-5ß<«>(er))-0 

2. Wie die Herleitung der Formel (6) zeigt, müssen die als Derioierte 
von ^(a?) bezeichneten Potenzreihen ^^’^(a;) für jede Stelle x im Innern 
des Konvergenzbereiches von ?ß(a;) gleichfalls konvergieren (also beständig j 
falls ^(a;) selbst beständig konvergiert). Denn wie man auch die Stelle x 
der Bedingung \x\ <ili genügend wählen mag, so gibt es immer Zahlen 
h, so daß auch noch \x\ + |A| < R, Für solche Werte von h gilt dann 
aber die Formel (6), und da diese auf der wohlbegründeten Anwendung 
des Cauchyschen Doppelreihensatzes beruht, so müssen die Koeffizienten 
A ?ß(’')(a;), also die 5ß(*'^(a;) selbst, jedes einzelne (endliche) v auch einen 
bestimmten endlichen Wert besitzen. Damit ist nicht ausgeschlossen, daß 
die |^^*')(a!;)| zugleich mit v sämtlich oder teilweise über alle Grenzen 
wachsen: ja, dies muß sogar immer der Fall sein, wenn die Reihe $(rt) 
einen endlichen Konvergenzradius R besitzt. Würden nämlich im letzteren 


(i.«0,l,2,...). 
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Falle die für irgendeine innerhalb des Kreises (0) Ji gelegene Stelle 

beständig unter einer festen positiven Zahl y bleiben, so hätte man: 

00 oc 

0 0 


d. h. die Reihe ^ müßte dann beständig konvergieren 

^da ja \hY beständig konvergiert nach § 30, Nr. 3, S 243^: daraus 

würde sich aber, wie später gezeigt werden wird, mit Notwendigkeit 
ergeben, daß auch 5ß(a;) beständig konvergieren müßte, was der Voraus- 
setzung widerspricht. 

Im übrigen läßt sich auch direkt beweisen, daß der Konvergenzradius 
von {n =» 1, 2, 3, . . .) allemal mit dem Konvergenzradius B von 

?ß(a;) übereinstimmt Nach § 30, Nr 4, Gl. (6) hat man: 

(13) = 

* -> 00 

und daher, wenn man den Konvergenzradius von 


j;*» . ^(«)(x) = ^ v{y — 1) • • • (v — n + 1) • ic* 

n 

mit S bezeichnet: 

(14) li = flim ’l^v • (v — 1) • • • (r — w + 1) • lo,|)~\ 

V 00 

Da aber nach einem Cauchyschen Grenzwertsatze (Ij, §56, S. 394, Gl.(ll)): 


( 15) lim y^p(v — - 1) • • • (i/ — n + 1) 


r->ooV (v — 1) • 


.^{v — n+2) 
• (y — w + 1) 


»'-►oor — w + l 


1) Man findet übrigens auch ohne Benutzung des betreffenden Cauc%schen 
Satzes für x = 1, 2, 8, . . : 


und andererseits: 


y(y ± x) = e’' 


lim — lg (y + x) : 

v-Voc V — 


>'->00 \ y V / 


also: 


= 0 , 


hm |/(y x) = 1 


lim y v{v — 1) (y — n-|-l;=*l 


and daher auch 
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so folgt^ dafi: 

(16) 

V -> ao 

Man kann dies schließlich auch nachweisen, ohne auf den eben benützten 
Satz Gl. (13) über den wahren Konvergenzradius zu rekurrieren. Die 
Reihe: ^v{v — 1) • • • (i; — n + 1) • a?*' konvergiert^ wegen: 

y^T^{v + l)^v .(y~.n + 2) 

nach § 30, GL (8) für |fl;| =* « < 1, und man hat daher: 

(17) lim V • (v — - 1) • • • (i/ — w + 1) * 0 für: 0 < a < 1 

V -►oo 

Andererseits hat man, da für |a;| < B, konvei^eren sollte, 

(18) lim |a,| • r* =» 0 für 0 < r < iJ. 

V 00 

Wird jetzt eine positive Zahl p < r angenommen, so ergibt sich durch 
Verbindung dieser beiden Relationen: 

(19) lim f/ • (v — 1) • • • (v — w + 1) • 

t ->■ 00 

=* limv . (v — 1) • . . (v — n + 1) • lim \a^[r* = 0. 

Daraus folgt zunächst, daß ^(**>( 0 ;) für |:r|<p konvergiert. Alsdann 
muß aber schließlich ^("^(a:) auch für jedes x konvergieren, welches nur 
der Bedingung genügt: \x\ < 12. Denn ist das letztere der Fall, so gibt 
es allemal auch noch (unendlich viele) positive Zahlen p, r, so daß: 
U| < p < ^ < 12, woraus dann nach dem Gesagten folgt, daß ?ß^**)(a;) für 
jedes solche x konvergieren muß. Hiernach ist also der Eonvergenzradius 
von 5ß(")(a:) mindestens ~ 12. Daß er aber andererseits nicht > 12 sein 
kann, erkennt man ohne weiteres daraus, daß für jeden Wert Xj für den 
^^“>(a;) also auch • 5ß(")(a;) ^^v(y — 1) • • • (v — n + 1) • a^x^ absolut 
konvergiert a fortiori ?ß(a:) =» absolut konvergieren muß. 

Es besitzen somit die Derivierten ?ß(")(a;) genau denselben Konver- 
genzradius, wie 5ß(a;). Auf demselben Wege ergibt sich auch, daß die 
?ß(")(a;) beständig konvergieren, wenn 5ß(fl;) beständig konvergiert. 

3. Auf dem Konvergenzkreise selbst können die Reihen 5ß(a;), 
sowie die 5ß(")(n;) unter sich verschiedenes Verhalten zeigen. So ist z. B. 
die folgende Reihe mit dem Konvergenzradius 1: 

00 

( 20 ) 

1 

auf dem ganzen Konvergenzkreise noch absolut konvergent, während die 
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erste Derivierte 

1 


für ^ » 1 divergiert^ im übrigen auf dem Konvergenzkreise noch bedingt 
konvergiert (s. § 31, Nr. 2, S. 249) und die eweite Derivierte: 


r w - 2; 


'1 V 1 




s 

7 


wie dann offenbar auch jede folgende, für | 2 ;| » 1 durchweg divergiert. 
Setzt man allgemein: 


00 00 


( 21 ) 


?ßW(a:) - 


WO also: 

11 

t 


n 

( 22 ) 

a = 

= 1 / • (v 

— 1 ) * • • (v 

— n -f 1 ) • 

und daher: 







• (v - 

l)...(v- 

n + 1 ) (v — n) 

so folgt: 



/m, 1- 1 \ 




a 



(23) 



V — n 

(n 

+ 1) 



a(*-D 





(v — n) (v 

— w + 1 ) 


Konvergiert nun + für irgend eine Stelle X auf dem Konvergenz- 
kreise, so ergibt sich aus dem Konvergenzsatze von I,, § «59, Nr. 5 das 
gleiche für ^da die - monoton gegen Null konvergieren j'). 

Ist dann n'^l (NB. im Falle n — O hat die Bedeutung von 5Pte)), 

so ist und um so mehr jedes mit niedrigerem Index (auf 


1) Dabei kann — geradeso wie — eventnell nwr bedingt 

•0 

koDTergieien. Seist man z. B. 1) ** *** 




>— i).ig(»— 1) 




■o daß also für nur bedingt konvergieren (mit Aus- 

schluß der Stelle aj — + ^ beide Reihen nach I, , § 48 , Nr 8 divergieren)^ 
wiUirend erst für 1 absolut konvergiert 

Pringfheim, VorlMnngen II, 1 


21 
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dem ganzen Kreise |ä;| == |X|) absolut konvergent (weil " )Tr ^ I 

absolut konvergiert und Im • X^'j = 0 infolge der Konvergenz 

von 5ß^"+^^(X)). 

Daraus folgt weiter, daß gleichzeitig mit irgendeinem auch 

alle {v ** 1, 2, 3, . . .) divergieren müssen. 

Es verdient im übrigen ausdrücklich hervorgehoben zu werden, daß 
es Potenzreihen gibt, welche mit ihren sämtlichen Derivierten noch auf 
dem ganzen Eonvergenzkreise konvergieren (und zwar, nach dem eben 
Gesagten, dann durchweg absolut). Man setze z. B. 

(24) a,, =* 

wo a eine reelle Zahl > 1 bedeutet und m^ mit v positiv und monoton 
so ins Unendliche wachsen soll, daß: 

(25) V >- > lg V 

^z. B. m^ Yvj (lg Alsdann wird zunächst: 

(26) lim =* lim a ’' == 1 (wegen: lim — ■» OV 

Die Reihe besitzt also den Eonvergenzradius 1. Andererseits 

folgt aus Gl (22): 

(27) • \a^\ = 
und daher für jedes hdiebige p>0: 

(28) vP • < v»+*’ e”’"’' ^ 

also: 

(29 ) lim vP • a,W ^ 0 

V ->■ 00 

^wegen: lg« > 0 und Im => 0^ Da man hier für n jede noch so 

große natürliche Zahl setzen und ^ > 1 annehmen kann, sa ergibt sich 
die Konvergenz von also die absolute Konvergenz von 

^a7^x^-- - 5ß(">(a;) (w == 0, 1, 2, . . .) 

für alle Stellen auf dem Eonvergenzkreise. 

eo 00 

4. Da aus 5ß(a;) = ^ a^x^ die Derivierte 5ß'(^) ~ ^ va^x*"^^ ent- 
0 • 1 

steht, indem man das konstante Glied a^ fortlaßt und bei jedem anderen 
Gliede a^x^ den Exponenten um eine Einheit erniedrigt und seinen ur- 
sprünglichen Wert als Faktor hinzufügt, so folgt, daß umgekehrt 



§ 48. Die Deiivierten von $(a; — rc^). 


aus durch Umkehrung dieses Bildungsgesetzes gewonnen wird. Aus: 




findet man daher: 


(31) ^(x) - «0 + ^7 j 

0 1 

wo beliebig gewählt werden kann. Somit ergibt sich: 

Eine Potenzreihe 5ß(a:) ist durch ihre erste Derivierte bis auf 
eine additive Konstante eindeutig bestimmt. 


§ 43. Die DeriTierten ron Potenzreiben iP(ac: — und deren 
rationalen Yerbindnngen. — Die Deriyierte einer Funktion Ton 
der Form (a? — oco))- — Die Derivierten als Differential- 

qnotienten. 

1. Ersetzen wir, um der Entwicklung (lydes vorigen Paragraphen 
möglichste Allgemeinheit zu geben, daselbst in den Beziehungen (1) — (6) 
X durch (x — Xq) und dem entsprechend auch in Gl. (7) x^ durch (x — 
so geht sie in die folgende über: 

(1) «ß(a; - ar, + Ä) - ^(ar - «,) + i - ®o) • Ä • • * 

•0 

0 

und konvergiert sodann zum mindesten für alle A, welche der Bedingung 
genügen: 

(2) |a:-a:ol + |Äl<B, 

wenn R den EonvergenzradiuB Ton (* — bezeichnet. Dabei wird 

ao 

wenn 5ß (a; — Xq) — ^ a^{x — x^)% der Koeffizient von ^ • Ä" durch den 
Ausdruck dargestellt: 

00 

(3) 5p<*)(a: — x^)—^v{v — 1) . . . (v — n -j- 1) o,(a: — « 0 )””*, 

n 

welcher wiederum als die n^ Derivierte von 5ß (ä; — x^ bezeichnet werden 
soU. Diese neue Erweiterung in bezug auf den Gebrauch der Bezeichnung 
Derivierte steht mit der im vorigen Paragraphen Gl. (6) für 5P<*^ {x) ge- 
gebenen Definition vollständig im Einklänge und geht in diese über, wenn 
speziell — 0 gesetzt wird. Daraus folgt unmittelbar, daß die dort be- 
züglich der Konvergenz der Derivierten gemachten Aussagen ohne weiteres 

21 * 
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Nr. 2 . 


auf den yorliegenden Fall übertragen werden können^ sofern man an die 
Stelle des Konvergenzmittelpunktes 0 jetzt den Punkt treten läßt. 
Auch gilt wieder der am Schlüsse des vorigen Paragraphen erwähnte Satz, 
daß die Potenereihe ?ß(a;— -irj durch ihre erste Derivierte: — ^o) 


■=« V • a^{x — XqY^^ bis mf eine additive Konstcmte eindeutig be- 
1 

stimmt ist 

Führen wir zur Darstellung derjenigen Operation, welche dazu dient, 
aus einer Potenzreihe ihre erste Derivierte zu bilden und welche der ent- 
sprechenden für eine ganze rationale Funktion von {x—x^ ganz analog ist, 
wieder das Operationszeichen D ein, ausführlicher geschrieben D^_^ oder 
auch D^j und bezeichnen die n malige Wiederholung dieser Operation mit 
D"bzw. D“, so hat man auf Grund der Definitionsgleichung (3) und mit 
Benutzung von § 19, Gl. (12) (S. 146): 


®o)= «oV 

0 1^ 

00 m 

0 ti 


d. h, man erhält die erste bzw. n*® Derivierte von ^(Är — aJo), wenn man 
diejenige Reihe bildet, die aus den betreffenden Derivierten der einzelnen 
Glieder besteht (dabei hat man nach § 19, Nr. 3 der Derivierten einer 
Konstanten den Wert 0 beizulegen.) 

Da hiernach — ^ derselben Weise aus 5ß'(a;-— rc^) entsteht, 
wie ^o) ^o); folgt wiederum, daß die sweite Deri- 
vierte von 5ß(a; — a^o) mit der ersten Derivierten von identisch 

ist, und durch Fortsetzung dieser Schlußweise, daß allgemein: 

(5) 5ß(«+«)(a; - x^) « D^W”^\x ~ x^) - D"^^”){x - a?o). 


2. Um die Derivierte der Summe oder Differenz zweier für Ix—x^lcZB 
konvergierenden Potenzreihen: "^(x — Xq) — ^^(x -r a?o) ± — ^o) ™ 

bilden, hat man nur zu beachten, daß die w** Derivierte von ?ß (rr — 0:0) mit 

dem Koeffizienten von ^ in der Entwicklung — «g -f A) nach Po- 
tenzen Ton h identisch ist. Nun ist: 


00 

- ^0 + Ä) =2* ifi “ ^ 0 ) ■ 
0 

00 

-x,+ h) 

0 
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und daher: 

• oc 

a:o+A)±?ßs(a:-a;„+A) =2;^{^i<">(a:-a:o)±«ß,W(a:-a:o)} -Ä", 

0 

BO daß sich ergibt: 

(7) D»{5ß,(a:- V ± ^,U-^o)) = ± 


(wie übrigens auch direkt aus (4) geschlossen werden könnte). 

Das analoge gilt ofiPenbar für eine bdiebige endliche Anzahl von 
Potenzreihen. Das Resultat bleibt aber auch noch gültig für eine un- 
endliche Anzahl solcher Reihen, falls die aus ihnen gebildete Reihe für 
einen gewissen Bereich gleichmäßig konvergiert, d. h. es besteht der Satz: 

Konvergieren dieuneiiidlichviel€nIieih€n^J^x—x^{v^0j\^2y.,) 

00 

für \x — Xf^\<iI{y und kon/oergiert die Beihe ^ (x — x^gle ich- 

'o 

mäßig für alle x, welche der Bedingung genügen: | a: — | ^ r < JB, 
so ist für \x — Xq\< JR: 

00 00 00 

^"2 -^ o ) -2 ^ 

0^ () 0 

(«=1,2,3, 

Beweis. Infolge der Voraussetzung kann man nach dem WeiersU’aß- 
sehen Doppelreihensatze die obige Summe von unendlich vielen Polenz- 
reihen in eine einzige Reihe nach Potenzen von (x — x^ umformen, also: 

ao 

(8) 2? — ®o) = «o) (für |a:- aJol < ü)- 


Wird jetzt x beliebig innerhalb des Bereiches \x — j < R angenommen, 
so gibt es zu diesem x stets unendlich viele positive Zahlen r, so daß: 

\x - x^\<r <B. 

Versteht man sodann unter h eine komplexe Zahl, welche der Bedingung 
genügt: 

(9) i*i 1* — iPol, 

SO hat man a fortiori \ x‘ — x^ + h\ ^\ x —■ Xq \ + |ä| ^r, so daß (x+Ä)— 
innerhalb des für x — bestehenden Geltungsbereiches der GL (8) liegt 
(nämlich, geometrisch gesprochen, innerhalb eines Kreises um den Punkt 
der den Eieis (0)R von innen berührt). Man hat also: 

00 

^(a — afo + Ä) — — aJo+A), 

0 


(10a) 
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und wenn man auf beiden Seiten nach Potenzen von h entwickelt^ was 
infolge der Bedingung (9) gestattet ist; 

« 00 ao 

( 10 b) 

0^ 0 0 ' 

Da aber die in (10b) rechts stehende Summe von unendlich yielen Potenz- 
reihen in h auf Grund der für die rechte Seite Yon (10a) geltenden 
Voraussetzung gleichmäßig konvergiert für alle h, welche der Bedingung 
( 9 ) genügen, so kann sie wiederum nach dem TPeier^^ra/Sschen Satze in 
eine einfache Reihe nach Potenzen von h umgeformt werden, so daß 
Gl. (10b) in die folgende übergeht: 

oa do 00 

(11) 2 =2 ^ (2 - ^«)) • 

0 0 0 

Hieraus ergibt sich aber durch Vergleichung der Koeffizienten von h’^: 

ao 

(12) (X - Xg) =2 (3- - *,) 

0 

oder, mit Berücksichtigung von Gl. ( 8 ), anders geschrieben; 


(13) 


■0*2’ - ^o) =2 - ^o) 

0 0 


q. e. d. — 


3. Bildet man das Produkt der beiden Entwicklungen ( 6 ) nach der 
Multiplikationsregel des § 40, Nr. 1 (S. 303), so ergibt sich als Entwick- 
lungskoeffizient von h und somit als Ausdruck für die erste Derivierte von 


(14a) 

(14b) 


D(^i(3: - x^) • ^,(a: - x^)) 

= ^i'(« - a;») • ^»(a; - «o) + ?!(«•- »o) • ^*'(* - ®o) 


= ^i(*-a;o)-^,(a;-3-o)j 


^1 ( * ^o) 

«p, (a: — *,) 


, a:,) > js 


Substituiert man hierin: %(* — x^ • ?ß3(3: — ar^) ■ • • $,( 3 ; — a:#) für 
$ 3 ( 3 : — aig) und setzt zur Abkürzung: 

(16) ?i(® ®o) ' %(® ®o) ■ ■ ■ ^»(® ®o) “ ^ (^ 


so folgt zuiuchst aus GL (14b): 


i)?(3:-ag)-^(3:-a;g)j 


— a:,) 
(* — «.) 


(« — ».)• V. (» — «» )) ] 

?t(*- *0) •••?»(« -«0) 1 ’ 


1) Diese Schteibweise ist natfirlicb nur gestattet, wenn keiner der Faktoren 
^(as — *,), ?P,(x — X,) für die betrachtete Stelle x Teischwindet. 



Nr. 8. § 48. Die Derivierten rationaler Verbindungen von — 327 


nnd durch weitere Anwendung von 61. (14b) schließlich: 

(16) 1 11=1;,' + 11=,^ + ... + g|=|;^ j .). 

Hieraus speziell für == 5ß,(a:) = • • • =« ?ßn(^) • 

(17) Dmx - x^y - {^,ix - x,)y . n l'g-zj; 

■= n ■ (^,(a; - «o))"“ ‘ i 


Entwickelt man ferner den Quotienten: 

¥i(« — «o + Ä) — a?o) + — • 


unter derVoraussetzung, daß 5p,(a: — a;^) für die betrachtete Stelle x nicht 
verschwindet, nach positiven Potenzen von ä, so ergibt sich der Ent 
wicklungskoeffizient von h aus der zweiten der Gleichungen (14a) des 
§ 41, Nr. 2 (S. 311) und somit die Beziehung: 

/'l ®o) ^o) ^1 ®o) (•*' ^o) ’ ^0^ 


sofern der Quotient durch eine Reihe nach positiven Potenzen 

!|5 ( \X Xq) 

TOB (x — Xf) darstellbar ist*), d. h. sofern wir noch die Annahme machen, 
daß — «o) fflr a: — a:„ (also: ?ß,{0)) nicfit Terschwindet. 

Aas öl. (18) folgt speziell für iß, (x — Zj) = 1, wenn man zugleich 
^ß(x — Xg) statt ^,(a: — a:,) schreibt: 


(19) 



1 _ 

?P(a? — X 





und hieraus mit Benutzung von Gl. (17): 

(20) D(^(x-x^))-”-=D “ n ■ ^ 

« _ w • ^o) 

w • (5ß(a: — aij))- " - » • iß' (2^ — ^o) > 

d. h. die Formel (17) behält auch für negative ganzzahlige Werte von n 
Gültigkeit (NB. zunächst immer unter der oben gemachten Annahme, 
daß ?ß(0) nicht verschwindet). 


1 ) Auch hier hat man die der GL {14 a) entsprechende Schreibweise *u 
wählen, wenn irgendeiner der Faktoren ^^(a: — x^) für die betrachtete Stelle x 
verschwindet. 

2) Denn nur für solche Reihen ist bisher der Begriff d**r Derivierten über- 
haupt definiert. 
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4. Der Satz am Schlüsse von Nr. 2 und die Formel (17) können 
u. a. dazu dienen, um die Deriyierte eines Ausdrucks von der Form: 

(21) /■(») — wo: 
herzusteUen. Es sei die Reihe: 

flO 

(22) 

0 

konvergent für |y | < Äj, so folgt, falls |^(0)| < 2?,, dafi die Reihe: 

00 

(23) 

0 

für eine gewisse Umgebung | a: — | ^ innerhalb deren infolge der 

Stetigkeit anch (^(a: — as^)) < 2Jj ausföllt, gleichmäßig konvergiert. Unter 
dieser Yoraassetzung folgt aber aus dem Satze von Nr. 2 (s. Gl. (13)), daß: 

00 

(24) BJ{x) 

0 

00 

vK • - «o))'-‘ • ^'(*- ®o)- 

0 

Da andererseits aus Gl. (22) sich ergibt, daß: 

00 

(26) ¥.'(!i)-2-6--»— . 

1 

SO kann man Gl. (24) folgendermaßen schreiben: 

(26) D,fix) - (^,'(y)),^ . ^'(a: - x,) 

oder auch: 

(27) D.^,(?(®-®o)) - (i>,?i(y)),= o(.-.,) i>.?(»-®,).^) 

5. Setzt man Gl. (1) in die Form: 

-ir(®-a:.).A + lr'(*-*o)Ä*+ • 

00 

1) Alle in diesem Paragraphen fBr die Dermerten yon PotenMreihen entwickel- 
ten Formeln behalten selbstyerst&ndlich ihre Gültigkeit, wenn die in Frage kom- 
menden Potenzreihen mit einem bestimmten Oliede abhrechen, d. h. sich anf gante 
rottonoJe Punktionen reduzieren. Als besonders einüicher Pall der Formel (27) 
mOge noch angemerkt werden: 

*o)) ■" (y))ys> e(«-ab) ■" C * ^ — *o))- 
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80 ergibt sich infolge der Stetigkeit der recbtsstehenden Potenzreibe in 
der Umgebung von daß : 

+ - 0, 

also: 

( 28 ) lim - ^f.), 

d.b 

Der „Differenjsenquotienf^ 

den eindetdig bestimmten Grenzwert Sf^'(x — x^, wenn h gegen 
NuU konvergiert^ und zwar ohne daß über die Art dieses Grenz- 
Überganges irgendwelche besondere Voraussetzung gemacht wird. 
Setzt man wiederum (rgl. § 19, Nr. 4, S. 177): 

( Ä = Aa;, 

/tr.r\\ i • 


I 5P(a; — a^o + Aa;) — :ro) = A^(a? — Xo), 

wo also A?ß(a!; — aijj) das Inkrement oder die Änderung bedeutet, welche 
erleidet, wenn man x das Inkrement t^x zuerteilt, so gebt 
Gl. (28) in die folgende über: 

/QA'x lim A^(aj ^ '\ 

(OO) Aa!->0 * '15 [X — X^Jy 

wofür man kürzer zu scbreiben pflegt: 

(31) (= 

Dabei bedeutet also das Symbol lediglich den Grenzwert jenes 

Differenzenquotienten ~ ® Aa:—^ 0, welcher sodann wieder als 

Di^erenticdguotient^) Ton — a;o) bezeichnet wird. Man kann somit 

d ;n Inhalt der Gl. (28) bzw. (31) jetzt auch folgendermaßen aussprechen : 

Die Potenzreihe 5ß(a;— a;^) besitzt für jede Stelle x im Innern 
ihres Konvergenzbereiches einen eindeutig bestimmten Diffe- 
rentialquotienten, dessenWert durch dieDerivierte^\x—Xif) 
dargesteUt wird. 

Da die zweite Derivierte von ^(x — x^) mit der ersten von Sß\x — x^ 
identisch ist und diese letztere wiederum den Differentialquotienten von 
$'(:r— 'X q) darsteUt, so hat man zunächst: 

^/ d^(a?~Xo) \ 

(82) if - 


1) AuBführlicher auch als „VQÜetändiger^* Differentialquotient, um auszudrflcken, 
daß der betreffende Grenzwert bei jedem Grenzübeigange h -<> 0 zustande kom- 
men muß. 
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Man nennt dann wiederum den dnrcli mveimalige Anwendung des „Diffe- 
rentiaiionsprozessesf^ ans — Xq) hervorgehenden Grenzwert den moeiten 
Differeatüüquotimtm von ^(a; — a;,) und bezeichnet ihn kürzer durch das 
Symbol ~ • Infolgedessen kann man der Ql. (32), wenn man ihre 

beiden Seiten vertauscht, jetzt die Form geben: 

(33) = r(*-a^o) (= 

Und analog ergibt sich allgemein: 

(34) (>D/'^i(x-a:,)), 

wenn man mit ^ <icn i/*®“ Differentialquotienten von 5ß(ic — 

d. h. den durch 1 / malige Anwendung des Differentiationsprozesses daraus 
hervorgehenden Grenzwert bezeichnet. — In Worten: 

Die PotenBreihe ?ß(a: — äTo) besiM für jede Stelle im Innern 
ihres Konvergenzbereiches eindeutig bestimmte Differential- 
quotienten jeder Ordnung^ deren Werte mit denjenigen der 
entsprechenden Derivierten zusammenfallen. 

§ 44. Abgeleitete Potenzreihen. — Über das Maximum und Mini- 
mum des Absolutwertes einer gleichmäßig konvergenten Reihe 
— o^o). — Allgemeinste Identitätssatze fär Reihen 

1. Ist die Potenzreihe: 

m 

(1) ^(a: - aJo) =2 

0 

konvergent für \ x — Xq \ dB und bedeutet eine beliebig^ aber fest gewählte 
Stelle innerhalb dieses KonvergenzbereicheS; so gilt nach GL (1) und (2) 

des vorigen Paragraphen die Entwicklung: 

0 » 

(2) ^ (a^i - *0 + Ä) ^ (^» - ®o) • A' 

u 

für alle Werte Ä, welche der Bedingung genügen: 

(3) |Äl<J?-|a:,-a:o(. 

Die Bedeutung der Entwicklung (2) wird anschaulicher, wenn wir setzen 

(4) h^x — x^. 

Hierdurch geht Gl. (2) in die folgende über: 

d0 

^ (a: - x^) h ~ 

0 


( 5 ) 
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wobei X alle möglichen Werte annehmen darf, welche (nach (3) und (4)) 
definiert sind durch die Bedingung: 

(6) \x — Xi\<R — \xi — 

Es sind dies, geometrisch gesprochen, alle Stellen, welche im Innern des 
Kreises liegen, d. h. eines Kreises um den Punkt x^y welcher den 

Kreis {Xq)R von innen berührt. Die Formel (5) stellt offenbar lediglich 
eine naheliegende Verallgemeinerung der in § 42, Gl. (8) aufgesteUten 
TaylarBQhm Entwicklung für dar und geht für a^o =“ 0 ohne weiteres in 

dieselbe über. Ihr Inhalt läßt sich nun aber folgendermaßen aussprecheu : 

Bedeutet x^ eine beliebige Stelle im Innern des Konvergem- 
hereiches der Reihe ^{x — Xq\ so lassen sich durch ein bestimmtes 
Rechnungsverfahren die Koeffizienten einer Reihe ?ßi(aJ — aj^) so 
bestimmen y daß deren Summe für alle x einer gewissen (durch 
Ungl, ( 6 ) genauer definierten) Umgebung der Stelle Xj^ mit der- 
jenigen von ?ß(a; — a;^) übereinstimmt 

Die Reihe ^^(x—xf) heißt dann aus ?ß(a:— a;^) um den PunJct 
abgeleitet 

Um den Charakter der Reihe ^i(a; — xf) als einer aus (a? — x^ in dem 
angegebenen Sinne abgeleiteten schon durch die Schreibweise kenntlich 
zu machen, führen wir nach dem Vorgänge von Weier str aß die folgen- 
den Bezeichnungen ein. Wir setzen: 

(7) - a^o) = (*!®o) 

und bezeichnen die aus ^(a;|a;o) abgdeitete Reihe nach Potenzen von 
(x — xf) durch das Symbol: 

ix\XQy xf). 

Dasselbe wird also definiert durch die Beziehung: 

OB 

(8) ^ 1 iCj, aji) =2 ^ (a;i | x«) • (* - jTi)', 

0 

während dann zum mindesten für den Bereich: |a; — a:i|<r^ ^R—\x^—x^\ 
die Gleichheit besteht: 

(9) $(a;|a;Q, xf) = 

2. Es verdient hervorgehoben zu werden, daß diese Gleichheit dann 
auch zwischen je zwei Derivierten von gleicher Ordnung besteht. Dies ist 
unmittelbar ersichtlich, wenn man die Derivierten als Differentialquotienten 
auffaßt, kann aber auch folgendermaßen aus der ursprünglichen Definition 
hergeleitet werden. Substituiert man in Gl. (2): 

^(a?! — «0 + Ä), so tritt allgemein — rr^) an die Stelle von 
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- «o), und man erhält: 

00 

( 10 ) -Jo + h) 

0 

also durch die Substitution h x ~ x^: 

oa 

0 

Andererseits folgt aus GL (8) durch gliedweise Derivation: 

00 

00 

S h l«o) • - ^i)% 

0 

somit durch Vergleichung von (11) und (12) zunächst: 

(13) ?ß (^1^07 ^i) ” ^ (^l^o)- 

Und da jede folgende Derivierte als die erste Derivierte der unmittelbar 
vorhergehenden angesehen werden kann^ schließlich allgemein: 

(14) 

3 In § 38, Nr. 6 (S. 289) wurde gezeigt, daß j ^{x — niemals 

ein Maximum und, wenn von Null verschieden^ auch kein Minimum für 
die Werte von 1 5ß(a: — ^r^) | einer gewissen Umgebung der Stelle x^ sein 
kann. Ist nun x^ eine belid}ige andere Stelle im Innern des Konvergenz- 
bereiches von ^(a; — ä:^), so folgt ja aus der in Nr. 1 erwiesenen Möglich- 
keit, 5ß(ir — oTq) = 5ß(a;|a;o) ^i) transformieren, daß sich die 

obige Aussage ohne weiteres auch auf die Stelle x^ übertragen läßt. Wird 
jetzt eine positive Zahl r so angenommen, daß — x^ für | a; a;^ j — r 
noch gleichmäßig konvergiert, so kann | '4? {x — x^ | für keine Stelle im Innern 
des Kreises \x — x^\^r einen Maximalwert und, wenn für | a; — a^o | < r 
durchweg ?ß(a? — a;^) 4= 0, ebensowenig einen Minimalwert annehmen. Da 
aber andererseits die für |a; — aj^l^r stetige Funktion l^(ic — aj^)] für 
diesen Bereich ein reales Maximum und Minimum besitzen muß, so er- 
gibt sich der folgende Satz (welcher die zu § 38, Nr. 2 in Fußn. 1, S. 284 
angekündigte Ergänzung liefert): 

Ist ^{x — Xq) gleichmäßig konvergent für |a; — a;<,| = r, so 
nimmt 1 5ß(a; — a;^) j einen gewissen auf den Bereich | a; — a;Q | ^ r 
sich beziehenden Maximalwert nur auf dem Kreise \x — x^ \ «= r 
an, und das gleiche gilt für denMinimalwert, falls für \x — x^\<ir 
durchweg ^(x — x^) + 0. 
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4. Der für die abgdeitete Reihe zunächst sich ergebende 

Konvergenzbezirk, welcher als der ursprüngliche bezeichnet werden soll 
— nämlich der Kreis welcher den Kreis {x^R von innen be- 

rührt — braucht noch nicht der wirkliche Konvergensskreis der Reihe 
«ßCfljiXo, «i) zu sein. 

Beispiel. Es sei: 


OB 


-*.))’ 


„ 1 - (» - *o) 

Alsdann ergibt sich mit Hilfe von Gl. (19), § 43 (S. 327): 
und nach Gl. (20) des vorigen Paragraphen 

r'(-ko) = 2.3^*— 


(also: R =*= 1). 




‘(1 — ( a ; — ' 
so daß als abgeleitete Reihe nach Potenzen von {x — x^ resultiert^): 

1 




ö" (1 — (*, — Xo»' 




1) Einfacher würde man zu dieser Entwicklung gelangen, wenn man be- 
achtet, daß: 

1 _ 1 

1 — (a; — a:^) ““ 1 + iPo — — (a? — «i) 

1 1 


1 -f- Äo — «1 


1 — 


und daher: 


1 + ajo — x. 


^ ? y 

1 -* (a? — «o) 1 + VI + — ^i/ 


faUs: 


d. h. : 



1 

(1 




X — Xi 
1 + *, — X, 


< 1 . 


|x-xj<|(l+av)-*,|. 


(geomotriBch gespiocheii; die betreffende Entwicklung konTcrgieit in einem Kieiee 
nm den Punkt Xj , welcher durch den Punkt 1 -t* x. geht). 
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Als wirklichen Eonvergenzradius dieser Reihe findet man: 

-^1 I 1 (^1 ^o) I ^ ~ I 1 (^1 ^o) I ** I 1 "I“ ^0 U 

während für 5ß(^|^o^^i) abgeleitete Reihe ursprünglich nur ein vor- 
läufiges Konvergenzgebiet mit dem Radius 

sich ergeben würde. Dabei ist allemal: 

außer wenn I ““ I > d. h. — Xq reell und positiv ist (geo- 

metrisch gesprochen, wenn auf einer durch zur reellen Achse ge- 
zogenen Parallelen, rechts von Xq liegt.) 

Wenn nun der Konvergenzbereich von jenen ur- 

sprünglichen hinausragt, so entsteht die Frage, ob die Gleichung 5ß(a:|arj„ x^ 
= 5ß(a:|a;o) dann auch noch für jenen erweiterten Konvergenzbereich von 
besteht, soweit derselbe in den Konvergenzkreis von 5ß(a:l.rQ) 
hineiniällt. Zur Entscheidung dieser Frage beweisen wir zunächst in der 
folgenden Nummer einen Satz, der auch noch weitere wichtige Folge- 
rungen liefern wird. 

5. Lehrsatz. Konvergieren die beiden Potenzreihen 5ßo(^liPo) 
und für irgendeinen Bereich S gleichzeitig^ und stimmen 

ihre Summen überein für (unendlich viele) Stellen in jeder noch 
80 Meinen Umgebung einer im Innern von SB gelegenen Stdle a, 
so findet diese Übereinstimmung in dem ganzen Gebiete SB statt, 
und das gleiche gilt auch für jede der Derivierten (a: | ^Cq), 

(NB. Bezüglich der Gestalt eines solchen Bereiches SB existieren offen- 
bar nur zwei verschiedene Möglichkeiten: Entweder die beiden Konver- 
genzkreise überdecken sich gegenseitig nur teilweise, alsdann ist SB ein 
von zwei Kreisbögen begrenztes Flächenstück (s. Fig. 16 /). Oder der 
eine Konvergenzkreis liegt vollständig innerhalb des andern, dann stellt 
er selbst jenen Bereich SB dar (s. Fig. 16 Il\^) Dieser letztere Fall tritt 
insbesondere sicher dann ein, wenn mindestens eine der beiden Reihen 
beständig konvergiert; außerdem auch, wenn x^ =* x^ ist — eine spezielle 


1) Die dritte Möglichkeit, daß die beiden Konvergenzkreise sich nur von 
außen berühren und et^a für diesen einen Punkt gemeinsam konvergieren, ist 
durch die Fassung des Satzes von vornherein ausgeschlossen, da ja die Überein- 
stimmung der Summen, also eo ipeo die gemeinsame Konvergenz für unendlieh viele 
Punkte vorausgesetzt wird. 
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Annahme^ die, wie ausdrücklich bemerkt werden soll, den Beweis und 
die Gültigkeit des Satzes in keiner Weise alteriert.) 

Beweis: Man kann zunächst aus $o(^l^o)> Reihe 

nach Potenzen von {x — a) ableiten, so daß die Gleichungen bestehen: 




für alle Stellen innerhalb eines bestimmten Kreises (a)r (nämlich des* 
jenigen Kreises um a, der die Begrenzung von SB innen berührt). Infolge 
der Voraussetzung besteht dann zunächst die Gleichheit: 

(16) «) =■ 

für unendlich viele Stellen in jeder Nähe von a. Daraus folgt aber, da 
ja diese Reihen beide nach Potenzen von (x — a) fortschreiten, nach dem 

/ -ff 




Satze § 38, Nr. 6 geradezu ihre Identität^ und somit nach Gl. (15) die 
Gültigkeit der Beziehung: 

( 17 ) = 

für alle Stellen innerhalb des Kreises (a)r. 

Da im übrigen nach Nr. 2 gleichzeitig mit den Gleichungen (15) die 
folgenden bestehen: 


und aus der Identität der Reihen (16) auch diejenige ihrer Derivierten 
hervorgehi^ so erkennt man, daß auch: 

(19) W'>(*k) = ?i^'K®ki) 

für aUe Stellen des Kreises {a)r. 

Die Gültigkeit des ausgesprochenen Satzes ist also zunächst für einen 
bestimmten, die Stelle a enthaltenden endlichen Bereich bewiesen. 
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Bedeutet nun h eine ganss bdiebige, im Innern von 93 und nicht 
innerhalb des Kreises (a)r gelegene Stelle, so denke man sich b mit a 
durch eine Glerade verhunden. Alsdann werden für jede Stelle x' der 
Strecke ab (einschließlich x' = a und af =b) die Beträge: 

— I x' — « 0 1 , — j x' — Xj I 

uesenüüii positiv^ also etwa > q (wo p > 0) ausfallen, wenn 22^, die 
Eonvergenzradien von $o(^l^o)> (geometrisch gesprochen: 

jeder der Punkte x* besitzt yon der Begrenzung des Bereiches 83 einen Minimal- 
abstand^ der eine gewisse Größe q übersteigt). Man kann nun die gerad- 
linige Strecke ah durch Einschaltung einer bestimmten endlichen Anzahl 
von Zwischenpunkten a,, . . . > in Teilstrecken zerlegen^ die sämt- 
lich ^ p sind, also; 1 « — aj ^ p, 1 «i — «s I ^ I ®n-i ^ I ^ P- 
Andererseits wird um jede der Stellen a, a^, a^_^ ein ganz in den 

Bereich 83 fallender Kreis beschrieben werden können, dessen Radius 
jedesmal > p ausfällt. 

Es liegt also jedenfalls im Innern des oben mit (a)r bezeichneten 
Kreises, und die Beziehungen (17) und (19) gelten also insbesondere für 
alle Stellen der Strecke öo^. Infolgedessen kann aber jetzt die Stelle 
die Rolle übernehmen, die zuerst die Stelle a gespielt hat. Auf diese 
Weise ergibt sich dann die Gültigkeit der fi^lichen Beziehungen für die 
Strecke a^a,. So weiter fortschließend, erweist man dieselbe schließlich 
auch für die Strecke a^_^hj insbesondere also für die ganz wülhürlich 
innerhalb 83^ angenommene Stelle h. Somit gelten die Gleichungen: 

für jede innerhalb 93 gelegene Stelle. 

Für Stellen auf der Greme yon 93 ergibt sich dann gleichfalls ihre 
Gültigkeit aus dem .A5elschen Stetigkeitssatze (§ 32, Nr. 1, S. 252) tn- 
eovodt, als die bdreffenden Beihen dort nodi komergieren. 

6.- Der in Nr. 5 bewiesene Satz liefert für den Fall, daß man x^ mit 
Xo zusammenfallen läßt, das folgende, schon in § 38, Nr. 7 (S. 290) an- 
gekündigte Resultat: 

Stimmen die Summen eweierPotenereihen^Jlx— Xj), ^j(x — a^) 
ßir (unendlüdi viele) Stälen in jeder Nahe einer gone beliebigen, 
im Innern ihres Konvergenebermehes gelegenen Stäle a überein, 
so änd ne identisch, in Zeiäten: 

Aus dem obigen Satze folgt irämlich zunächst die Qleiäiheit: ^ (x — x,) 
— ^i(® — «o) ^ “Ue Stellen desjenigen Bereiches 93, für welchen beide 
Beihen gleichzeitig konyergieren. Da dieser Bereich 93 aber sicher die 
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Stelle nebst einer gewissen Umgebung enthalten muß, so ergibt sich 
aus § 38, Nr. 6 (S. 289) die Identität der beiden Reihen. 

Hieraus folgt als spezieller Fall, indem man die Reihe 
auf eine Konstante A reduziert: 

Nimmt eine Potemsreihe — ^o) (unendlich viele) Stdlen 
in jeder Nähe eines im Innern ihres Konvergenzhereiches gdegenen 
Punktes a einen gewissen Wert A an, so hat sie durchweg den 
Wert A, d. h. sie besteht ausscMießlidi aus dem konstanten Glieds A. 
Man kann diesem Ergebnis auch die folgende Fassung geben: 

Ist die Potenzreihe ^(x — x^) konvergent für \ x — Xq \ < R 
und ihre Summe nicht konstant, so kann sie keinen Wert A für 
\x — x^\^r, wo r <C R, unendlich oft annehmen, 

7. Die Identität zweier Potenzreihen 

(abgesehen von einer fraglich bleibenden, rein imaginären bzw. reellen 
additiven Konstanten) auch schon erschließen, wenn die Übereinstimmung 
des reellen bzw. imaginären Teils ihrer Summen in einem gewissen noch 
näher anzugebenden Umfange besteht. Es beruht dies auf dem folgen- 
den Satze: 

00 

Nimmt die Potenzreihe ^(ip) = (cc^ + für eine ge- 

0 

wisse Umgebung des Nullpunktes, etwa für | o; | < r, amschließlich 
reelle (bzw. rein imaginäre Werte) an, so reduziert sie sich auf 
eine redle (bzw. rein imcfginäre) Konstante. 

Beweis. Es werde zunächst angenommen, daß ^(x) in dem an- 
gegebenen Umfange nur redle Werte besitze. Gibt man dann x einen 
positiven Wert a; = p < r, so folgt: 

00 00 

^ (p) ß.Q'’ ■ 

0 0 

00 

und da dies für jedes q des Intervalls 0 < p < r gilt, so muß 

0 

nach Nr. 6 identisch Null sein, man hat also durchweg =* 0, und die 
Potenzreihe ^(a:) reduziert sich von vornherein auf die folgende: 

= «D 

1 

Wir zerlegen nun die unbegrenzte Folge der Indizes v (v 1, 2, 3, . . .) 
in eine unbegrenzte Folge von ebensolchen Teilfolgen, indem wir in die 
erste alle ungeraden Zahlen aufnehmen, in die zweite diejenigen geraden, 
welche durch 2 , aber nicht durch 2 ’ teilbar sind, in die dritte alle die- 
jenigen, welche durch 2 ^, aber nicht durch 2 ^ teilbar sind, usf.: es ist un- 

Pringiheim. Vorleiungan II, t. 22 • 
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mittelbar ersichtlich; daß dann jede der Zahlen v in einer dieser Teilfolgen 
nnd MUT in einer wirklich vorkommt. Mit Hilfe dieser Zerlegung UiBt 
sich ^(a:) in die Form setzen (ygl. I,, § 75, Nr. 2, S. 577): 

00 00 

= «, +2 +2 “*(*»+» • 

0 0 

00 

0 

Wird jetzt x (0 < p < r) angenomDien, so wird nur die erste der 
obigen Teilsummen imaginäry falls sie nicht identisch verschwindet, was 
aber auf Grund der gemachten Voraussetzung der Fall sein muß. Man 
findet also : 

*“0 (V ^ 0^ 1, 2f . .), 

und die Potenzreihe $(a;) reduziert sich auf die folgende: 

00 00 

0 0 

Setzt man jetzt x so ergibt sich durch dieselbe Schlußweise: 

®*(f»+i) ® (v 0, 1, 2, . . .), 

sodann, nachdem auf diese Weise auch die entsprechende Teilreihe fort- 
gefallen ist, mit Hilfe der Annahme x ^ Vi-Q: 

®^4(4» + l) “ ^ ^7 • * •)> 

und da diese Schlußweise sich unbegrenzt fortsetzen läßt, so folgt, daß 
keiner der Koeffizienten (y 1, 2, 3, . . .) von NuU versdiieden sein 
kann, so daß sich also ergibt: 

-» «p (wo «p reell). 

Wäre man von der Voraussetzung susgegangen, daß $(x) f&r 
0 < I a: I < r durchweg imaginär y so müßte auf Grund des eben gefundenen 
Ergebnisses auf eine redle, also ^(x) auf eine imaginäre Kon- 

stante sich reduzieren. 

8. Der vorstehende Satz führt unmittelbar zu der folgenden etwas 
allgemeineren Fassung: 

Nimmt die Potenereihe ^{x — x^) für eine vollständige^) Uot- 
gdmng einer Stdle x ausscKließieh reelle (hsw. imaginäre) 
Werte o», so reduziert sie sich auf eine reMe (bsw. imaginäre) 
Konstante. 


1) In diesem Beiwort ist bereite die Bedingung enthalten, daß die Stelle s^ 
im Innern des Konvergenzbereichee von liegen muß. 
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Transformiert man nämlicli $(^|^o) ^ bo läßt sich auf 

diese nach Potenzen von (x x') fortschreitende Reihe der zuvor für eine 
Reihe von der Form bewiesene Satz unmittelbar übertragen, worauf 
dann alles weitere aus der für eine gewisse Umgebung von x' geltenden 
Beziehung a:') sich ergibt. 

Die Anwendung des obigen Satzes auf die DiiSerenz zweier Potenz- 
reihen 5ßo(^-“iPo)? Berücksichtigung des ersten Satzes 

von Nr. 6 liefert noch den am Anfang von Nr. 7 bereits angekündigten Satz: 

Stimmen die reellen (hzw. imaginären) Teile zweier To- 
tenzreiJmi — x^) für eine vollständige T]mgd)ung einer Stelle x' 
iiberein, so sind sie, abgesehen von einer noch fraglich bleibenden 
imaginären (bzw reellen) additiven Konstante, identisch. 

Anders ausgesprochen: 

Eine Potenzreihe ist bis auf eine willkürlich bleibende imagi- 
näre (bzw. reelle) additive Konstante' eindeutig bestimmt durch die 
Werte ihres reellen (bzw. imaginären) Teils für eine vollständige 
(beliebig kleine) Umgebung einer beliebigen Stelle im Innern ihres 
Konvergenzbereiclies. 

§ 45. Weitere Betrachtungen über abgeleitete Potenzreihen. — 
Der y italische Doppelreihensatz. — Torlftnflge Bemerknng über 
den wahren Konvergenzbereich einer Potenzreihe. 

1. Aus dem Lehrsätze von Nr. 5 des vorigen Paragraphen erkennt 
man, daß die am Schlüsse von Nr. 4 aufgeworfene Frage zu bejahen ist: 
d. h. besitzt die aus abgeleitete Reihe xO einen Eonver- 

genzradius welcher größer ist, als der Radius — jB — |^i — ^ol 
ursprünglich sich ergebenden Eonvergenzgebietes, so gilt die Beziehung: 

(1) ^(a:|a:o,a;i) = 

auch noch für diesen erweiterten Eonvergenzbereich {x()P^, soweit der- 
selbe mit {x^P zusammenfällt. 

Nimmt man jetzt in diesem, den Ereisen {x()P^ und {x^P ge- 
meinsamen Bereiche eine weitere Stelle x^ an, so kann man aus jeder der 
beiden in Ql. (1) vorkommenden Reihen eine solche nach Potenzen von 
{x — x^ ableiten, und es bestehen alsdann die Gleichungen: 

(2) ^(a:|a:o> »i, a^) - ^(a;|aro, «,), 

(3) =^(®l*«) 

für eine gewisse Umgebung der Stelle x^. Da aber die Stelle x^ samt 
einer gewissen Umgebung dem Geltungsbereiche der Gl. (1) angehört, so 
folgt daraus, daß die linken Seiten der Gleichungen (2) und (3) geradezu 

22 * 
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identisch sein müssen, was wir wieder durch die Bezeichnung ausdrücken 
wollen: 

(4) «P(a;la5o,»i,«i) = ^(»|*o,ar,). 

Ist dann 22, der Eonvergenzradius dieser Reihe, so gilt Gl. (3) für den 
ganzen Bereich, welcher den Kreisen (^,)22, und (:r0)i2 gemeinsam ist. 
Nimmt man nun in diesem Bereiche eine weitere Stelle an, so kann 
man die folgenden Gleichungen bilden: 

=■ *,) (nach (4)) 

( 6 ) Xf) “ 

aus welchen mit Berücksichtigung der Gleichung (3) wiederum die Iden- 
tität resultiert: 

(7) 

Man findet auf diese Weise allgemein: 

(8) ^(*1*0» *1» «I» •••,».) = »«). 

sofern man jedesmal innerhalb des gemenmmen Konrergenzbereiches 
von . •, und ^(a?|«,) wählt. In Worten: 

Leitd man aus dtireh Vermittelung der Zwi. 

schenstellen x^,Xf,...,x^_^die Reihe $(a;|d;o, 
ab, so ist diesdbe identisch mit der aus direkt abgeleitet 

ien Reihe x,^, sofern nur dig Stelle» Xi,Xg,.. x„ sämt- 

lich nmerhaXb des Kotwergenehreises (x^R der lüihe $(x|Xq) Hege». 
2. Wird der soeben betrachteteProzeß in derWeise eingerichtet daß der 
Eonvergenzbereich der als vorletzte anftretenden Reihe laig, 
die Stelle Xq umschließt, so kann man offenbar speziell x„ wählen, 
und die Identität (8) nimmt in diesem Falle die Form an: 

( 9 ) ^(a/|xQ, »j, Xf, . . ., x„_i, Xq) = 

Das hierin enthaltene Resultat läßt sich folgendermaßen aussprechen: 

Leitet man aus $(a;|3;Q) eine Reihe $(x|a:o, Xi) ab, so läßt 
sich aus der leteteren durch VermitteluHg passend gewählter 
Zwischenstufen x,,..., x„ eine mit ^(a;|«o) identische Reihe nach 
Potensen von {x — Xq) 'cddeUen. 

Um Ober das jedesmalige Vorhandensein solcher ,passend su wäJdenr 
den“ Zwischenstellen und die einfächste Art, auf welche die angedeutete 
Rückbüdung von ^(x|Xo, x^) in !ß(x|Xo) allemal bewerkstelligt werden 
kann, TÖUige Klarheit zu gewinnen, stellen wir noch die folgenden Be- 
trachtungen an. 
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Es sei wiederum R der Konyergenzradius von ^(ic|a?o), tuoid es werde 
zunächst so angenommen, daß: 

( 10 ) 

AlBdann gehört zu der Reihe $(:r|xQ,^,) mindestens ein KonTergenzradius: 

(11) - R - I - » 0 1 > f (b- Fig- 17), 

SO daß also die Stelle innerhalb des Kreises {x^r^^ liegt. Dann läßt 
sich aber aus ^(x\xQy x^) geradezu direkt eine Reihe ^{x\x^f x^, Xq) ab- 
leiten, und man hat: 

(12) ^(a:|a:o,«x,a:o) = ^(«)®o)‘) 




Fig. 17. Fig. 18. 

Sei nun zweitens x^ so gelegen, daß: 

(13) la:i-*ol^|(8-Fig.l8) 

^aleo: r, = R — | ~ t ^ nehme man eine positive Zahl p he- 

liebig wenig unterhalb an und wähle auf der Strecke XqX\ eine Stelle x^ 
so, daß: 

(14) k* — ^0 1 ^ (^1 + (>) > R -- 2r^), 

Leitet man jetzt aus ?P(rc|a:Q, x^) eine Reihe ?ß(a;|Ä:Q, x^, x^) ab, so ist die- 
selbe nachNr.l mit der aus ^ß(j:|^Q) direkt abgeleiteten Reihe ^9) 

identisch und konvergiert demnach zum mindesten in einem um x^ be- 
schriebenen Kreise mit dem Radius: 

(15) r,^R^fx,--Xoi 

^ + 9> 2p. 

1 ) Diese Betrachtung zeigt auch, daß in der Tat der wahre Ronvergenzkreis 
einer abgeleiteten Reihe in vielen Fällen über denjenigen der primitiven Reihe 
herausragen wird (was im vorigen Paragraphen Nr. 8 nur durch ein spezielles 
Beispiel erläutert wurde). Ist nämlich (Xq) B der wahre Eonvergenzkreis von iß {x | 
ebenso derjenige von iß(aj|a:o, iCi) = ^i(ap|a5i), und betrachtet man jetzt 

diese letztere Reihe als primitive, so besitzt die daraus abgeleitete Reihe 
^ 0 ) = $(^ 1 ^ 0 ) tatsächlich den Eonvergenzradius 12 « ~f I ^1 — ^0 I • 
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JR 

Wemi jetzt -f- P > y > Also bereits in das Innere dieses Kreises 
fiUt, so kann man okne weiteres aus ^{x\x^,Xi,x^ eine Reihe 
^(* 1 * 0 , Xq) ableiten, womit das gewünschte Ziel erreicht ist. 

Wenn nicht, so nehme man auf der Strecke eine Stelle x^ so 
an, daS: 

(16) \x^ — x^\^ R — (r^ + 2p) (also: > B — 2r^) 

= üf — (ri + 3p). 

Alsdann kann man eine Reihe $(^|ar 0 , x^^x^y x^) ableiten, welche wegen 
ihrer Identität mit der Reihe $(^{^ 0 , x^) znm mindesten einen Eonyer- 
genzradius: 

(17) r, = 

=*= r, + 3p > 4p 

besitzt. 

Durch entsprechende Fortsetzung des Verfahrens gelangt man ein* 
mal zu einer Stelle für welche: 

+( 2 "-l)p> 2 "p. 

JS 

Bedeutet also 2* die kleinste Potenz yon 2, für welche 2***p ^ y , so 

wird der Kreis (ic„ 4 .i)»"„ 4 .i (als erster bei diesem Verfahren resultieren- 
der) die Stelle x^ umschlieBen und man erhält sodann: 

(19) ^(»l«o, 3-1,...,®,+,, ®o) = ^(«l®o)- ‘) 

3. Mit Hilfe des eben gewonnenen Resultates läßt sich der Lehrsatz 
yon Nr. 5 des y origen Paragraphen (S. 334) in folgender Weise yeryoll- 
ständigen: 

Unter den a. a. 0. über die Reihen 9^ 

mcbchten Vorcuusseteungen sind dieselben stets auseinander ableitbar. 
Bedeutet nämlich b eine ganz beliebige, im Innern des gemeinsamen Kon- 
yergenzbereiches 93 gelegene Stelle, so kann man aus $0 (®ko)» ¥l(»l«l) 
je eine Reihe nach Potenzen yon x — b ableiten, so daß: 

( 20 ) ^,(ajla:„ 6 ) - ^,(* 1 * 0 ), ^i(®|a?i, 6 ) ^,(a;|a:i). 

Da sodann: 

(21) ^o(®l V) = ?,(a:|a:i, h), 

und man andererseits $i(:r|a;^, b), nötigenfalls mit Einschaltung passen* 
der Zwischenstellen . . ., b^^, wiederum in ^i(^|^i) zurückführen kann, 
folgt schließlich, daß $ 0 (^|rr 0 ) durch Vermittelung der Stellen b, b,, .-jb^ 



• 1) ln der Figur 18 ist n 2 gewählt. 
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in transformiert werden kann; und das analoge gilt offenbar be- 

züglich der Überführung von ¥i(®|ai) in ?Po(a! k). 

Man beachte, daß dieses Ergebnis keineswegs ohne weiteres umkehr- 
bar ist, d.h. sind $o(^l^o) Vermittdung von Zwischen- 

stdlen auseinander ableitbar und konvergieren sie für irgendeinen Bereich 
gleichzeitig, so braucht daselbst keineswegs die Beziehung $o(^l^o) 
zu bestehen. Daß dies der Fall sei, kann auf Grund unserer 
Betrachtungen nur dann mit Sicherheit geschlossen werden, wenn die 
sämtlichen verwendeten Zwischenstellen dem Innern des Eonvergenz- 
bereiches von $oC^l^o) Augehören. 

4. Der Satz von Nr. 2 liefert ferner das Mittel, um die Voraus- 
Setzung (B) des Doppelreihensatzes von § 39, Nr. 3 (S. 293) in der (a. a. 0. 
Fußn. 3) bereits angekündigten Weise zu verallgemeinern, daß die Eon- 

OD 

vergenz der Reihe: statt in der Nähe des Punktes x^O nur 

0 

in der Nahe eines beiiebigen Punktes des Bereiches \x\<r gefordert zu 
werden braucht, d. h. es gilt der folgende Satz {der yjV italische Doppel- 
reihensatui^*^)): 

Ist jede der unendlich vielen Totenereihen: 

m 

?r(«) 

0 

gleichmäßig konvergent auf dem Kreise \ x\^ry ist ferner die Ge- 
samtheit der Beihensummen: 

% 

(»-1,2,3,...) 

■ 0 

besdtränkt für | x | ^ r und konvergiert die Beihe: 

00 

0 

für unendUdi vide Stdlen in hdidnger Nahe irgendeiner im Innern 
des Kreises \x\=-=r gdegenen Stdle x^, so konvergiert S(x) gleich- 
mäßig für 1 X I ^ »■' < r und man hat für 1 « | < r ; 

00 00 

Six)-‘^A„xf, wo: 

0 ^ 0 

1) Genau genommen ist die Bezeichnung nicht ganz korrekt. Der obige Satz 
bildet in Wahrheit den Hauptbestandteil eines etwas allgemeinerea Satzes, der ge- 
wöhnlich als Vitalisdwr Satz bezeichnet wird und 'auf den wir bei späterer Ge- 
legenheit noch zurftckkommen werden (s. ( 49, Nr. 2). 

2) Es Wörde selbstverständlich freistehen, x auch durch x — x' zu ersetzen, 
wobei dann x^ dem Innern des Kreises \x — x'\ r anzugehören hat 
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Beweis. Transformiert man jede der Potenzreihen in eine 

Potenzreihe von der Form: di® Folge dieser letzteren 

Reihen den Voraussetzungen (B) des oben erwähnten Satzes^ wenn man 
daselbst x durch {x — x^ ersetzt, und daraus folgt, daß die Reihe 

«e 

^ (ip|rCo) für I a; |< r — I I hmvergieri. Andererseits lassen sich 
^0 

aber die ^^(x\x^y nötigenfalls durch Vermittelung passender (für alle v 
gleichbleibender) Zwischenstellen x^j ..,yXj^ in Reihen nach Potenzen von 
X zurückföhren, die dann mit den ursprünglichen identisch sein 

•müssen, also : 

Man hat dann zunächst für eine gewisse vom Index v unabhängige Um- 
gebung von a;, , nämlich [ a: — a^j ( < r — | aj^ — a:i | : 

also für jedes n auch: 

n n 

0 0 
und somit schließlich: 

« qp 

«i) 

0 0 

00 

d. h. die Reihe ^$^(a?|a;o, x^) konvergiert in der oben bezeichneten üm- 
0 

gebung von x x^. Überträgt man diese Schlußweise von x^ auf x^ usf., 

~ f 

so findet man schließlich, daß ^ ö) ^amit iden- 

0 


tisch: 

0 


in der Umgebung von a;=»0 konvergiert. In Verbindung 


mit der vorausgesetzten Beschränktheit von somit die mit 

0 

(B) bezeichneten Voraussetzungen nunmehr vollständig befriedigt, wo- 
mit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

Zusatz. Sind die Voraussetzungen des vorstehenden Satzes erfüllt, 
so ergibt sich mit Benutzung des Satzes von § 43, Nr. 2 (S. 326, Gl (13)) 
Über die Derivierten einer gleichmäßig konvergierenden Summe unendlich 
vieler Poteiizreihen die Gültigkeit der Beziehung: 




( 22 ) 

för I a: I ^ r' < r. 
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5. Konvergiert wiederum die Bieihe* $(a;|a;o) im Kreise {x^)R und 
bedeutet Xi eine Stelle im Innern dieses Kreises, so besitzt die ab- 
geleitete Reibe x^) mm mindesten den Konvergenzradius R^d, 

wenn |a?i— gesetzt wird. Bezeichnet 
man also den wahren^) Konvergenzradius von 
^i) stets: 

(23a) R^^R-d. 

Andererseits läßt sidi aber zeigen, daß allemal: 

(23 b) R^^R + d 

sein muß, wenn R den wahren Konvergenz- 
radius von darstellt. Wäre nämlich: 

R^>R + dy so ließe sich aus ^i) direkt 

eine mit ^(ä; | a;^>) identische Reihe x^, x^) 

ableiten, welche zum mindesten einen Konvergenzradius: 

R^ — d also: > R 

besitzen würde, d. h. R wäre dann gar nicht der wahre Konvergenz- 
radius von 

Da die obere Grenze der mit d bezeichneten positiven Zahl offenbar 
den Wert R hat, so müssen also die Konvergenzradien R aller möglichen 
aus ^ß(^|a;o) ableitbaren Reihen dem Intervalle 0 ^R ^2R angeboren. 

Hieraus folgt insbesondere, daß bei endlichem R auch jedes R unter 
einer endlichen Orenee bleiben muß, und man erkennt somit die Richtig- 
keit der in § 42, Nr. 2 (S. 318) gemachten Bemerkung über das An- 
wachsen von 1 | für unendlich wachsende Werte von v, für den 
Fall, daß einen bestimmten endlichen Konvergenzkreis besitzt. 

Es läßt sich aber auch ferner zeigen, daß allemal, wenn R den 
währen Konvergenzradius von ^(a?|a:o) vorstellt, unter den wahren Kon- 
vergenzradien R der aus ^(a;|:rQ) ableitbaren Reihen stets solche vorhanden 
sind, die unter jeder noch so kleinen positiven Zahl liegen, mit anderen 
Worten, daß die untere Orenee aller möglichen R den Wert Null hat. 
Und da andererseits «ohne weiteres einleuchtet, daß umgekehrt auch R 
der wahre Konvergenzradius von ^(a;|a:Q) sein muß, wenn die untere 
Grenze der R den Wert NuU hat (denn aus der Möglichkeit, R in R + p 
zu vergrößern, würde ja für solche Stellen x\ welche dem Innern des 
ursprünglichen Kreises {Xq)R angehören, stets R'>q resultieren), so 

1) Die Bezeicbnmig ,,wiikrer^*^ Konvergenzradmi enthält eigentlich einen Pleo- 
nasmui, denn auf Grund der in § 30, Nr. 3 (8.248/4) gegebenen Definition besagt 
schon die Bezeichnung ^^Konvergenzradius*^ gunz genau dasjenige, was hier ledig- 
lich zu noch schärferer Betonung des Sachverhalts ausdrücklich t^wahrer** Kon- 
vergenzradiuH genannt wird. 
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wird jene letztere Eigenschaft geradezu die notwendige und Mnreictwnde 
Bedingung dafür bilden, daß der betreffende Kreis der wirJdiehe Kon- 
vergenzhreis von ist. 

Obschon die bisher gewonnenen Hilfsmittel vollständig ausreichen 
würden^ um den Beweis des angedeuteten Satzes durchzuführen^ so ver- 
spüren wir denselben, um unnötige Wiederholungen zu vermeiden, für 
eine spätere Gelegenheit, bei welcher das fragliche Resultat als spezieller 
Fall eines allgemeineren Satzes zum Vorschein kommen wird. 


§ 46. Der binomische Satz fftr negative ganze Exponenten. — 
Entwicklung von y positiTen Potenzen 

von {x — xi). — Allgemeinster Identit&tssatz für Seihen JP{x^x^). 

Man hat für | o; | < 1 : 


( 1 ) 


1 

i + « 



und hieraus könnte man, wenn n eine positive ganze Zahl bedeutet, auch 
die Entwicklung von dadurch gewinnen, daß man die Potenz 

der obigen Potenzreihe mit Hilfe der Gamaschen Multiplikationsregel 
als Potenzreihe in x darstellt. Die Bestimmung der betreffenden Reihen- 
koeffizienten läßt sich jetzt indessen bequemer folgendermaßen bewerk- 
stelligen. Aus (1) folgt zunächst: 

ao 

" ~ rii “ 2 (- 1 )” *' (v - 1 ) • . • (v — » + 2) • a;- - <" - ^> (n ^ 2) 

' n-1 


oder, indem man unter der Summe ^ — 1 statt v schreibt und die 
Reihenfolge der Zahlerfaktoren umkehrt: 


( 2 ) » (- !)'(»'+ !)(*' + 2 ) + 




» — 1 )! , 

-•X”. 

*>! 


Andererseits hat man nach § 43, Nr. 3 (OL (19), (20), S. 327): 


( 3 ) 



y(g) 

(?$(«!))•' 




($(X))” 


— — w- 


^'(X) 

(«P(a-))"+i’ 


also speziell: 

( 4 ) 




1 

1 -4-ap 


1 

(! + «)•* 
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Daraus folgt dann weiter: 

Dl 


(t+x) 

9 7) ^ 

1 + x + 


1 + a; 
1 


7 ) ^ _ 9 ^ 


2 3. 


{i + xy 


und schließlich: 

(5) 2^- 1 ^ !)»-*(»- 1 )\ („ - 2, 3, 4, . . .). 

Die Verbindung dieses Resultates noiit Gl. (2) liefert dann die gesuchte 
Entwicklung: 


( 6 ) 


(1 + X)« (fl 


— ' vl 






Vergleicht man dieselbe mit der Beziehung: 


m 

(7) ( 1 +a;)” — wo: 


(»«)o= 

(»»X- 


»i(w — 1).* (m — v-|-l) 
1 -2 ..y 




BO kann man, um möglichste Analogie herznstellen, der letzteren auch 
die Form geben: 


( 8 ) 


(1 .+ «)’" 


wenn man die obige Definition von (m), auf den Fall v> m ausdehnt, 
da sodann {m\ » 0 ffir i/ > w wird (wegen des Auftretens des Faktors 
(m — m) im Zähler). Andererseits hat man: 


( 9 ) 


((»»)r)m = - 




/ < \y . (9* + y — 

V 1.2 ..V 


so daß sich Gl. (6) auch folgendermaßen schreiben läßt: 

OB 

(10) (1 + «)-» =-^ (- n), 

0 

wenn man noch (r-n)^^ 1 setzt. Mit anderen Worten: Der zunächst für 
positive ganzzahlige Exponenten m bestehende binomische Sats gilt — auf 
die Form (8) gebracht — auch ffir negative ganzzahlige Exponenten^); 


1) Die unter der Vorauisetzung n ^ 2 abgeleitete Gleichung (10) gilt offen- 
bar auch für ft » 1, da aus Gl. (9) folgt: 

(- l),= (~l)^ 
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dabei findet nur der Unterschied statt, dafi die Reihe in diesem Falle 
nicht bei einem bestimmten Gliede abbricht, sondern stets unbegrenzt ist, 
und daß ihr Konvergenebereichy also auch der GüUiglceitshereich der frag- 
lichen Entwicklung auf das Gebiet | ^ | < 1 beschränkt ist. 

Man bemerke noch, daß nach GL (9) offenbar die Beziehung besteht: 


(11) (- n), = (- 1)» • (» + V - 1), 

und andererseits: 


( 12 ) 


(-«).-(- !)'• 


(n + »» — 1)! 


/ (y + 1) (y + 2) . . (» -f w - 1 ) 

^ ^ * (n— 1)! 




Hiernach kann die Entwicklung (10) auch folgendermaßen geschrieben 
werden: 

00 «0 

0 0 

Hat man ferner: 

00 

(14) ^(ar) 

0 

also: 

00 

^(«)(a;) — ^y(y — 1) • • • (v — n + 1 ) 0 , 3 :’'“* 


{v + n){v + n - l) ■ • ■ (y 

0 

SO wird zunächst: 

00 00 

(16) ^^<*>( 3 :) + + 

0 0 

und daher mit Benutzung von Gl. (11) auch: 

00 

(16) ^ ^W(3:) -2 (- !)•'(- «-!),• o.^,3:V 

0 

2. Es sei jetzt die Reihe: 

(17) 

konvergent für | a; | > (wo Rq ^ 0). Nimmt man beliebig innerhalb 
dieses Eonvergenzbereiches (also | | > R^) an und bezeichnet mit h jede 

beliebige Zahl, welche der Bedingung genügt: 

(18) |A|<l3:J-J?o 
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349 


(so daß also x^ + h jede Stelle bedeuten kann, die im Innern eines um 
den Punkt beschriebenen, den Kreis (0)22 |q yon außen berührenden, 
bzw. im Falle -» 0 durch den Nullpunkt gehenden Kreises liegt), so 
konvergiert noch die aus lauter positiven Bestandteilen zusammengesetzte 
Reihe: 


(19) (wegen: |xJ-lÄ| >1^) 

1 

Da sodann der Ausdruck: 


wegen 


B, 


(A- 1,2,3,...) 


also von 


< 1 — < 1 nach positiven Potenzen von 

I A I, entwickelt werden kann und diese Entwicklung wiederum lauter po- 
sitive Terme enthalt^ so darf man nach dem Cauchyachen Doppelreihen- 
satze nicht nur die Reihe (19) nach Potenzen von |%|, sondern auch 
die Reihe: 


( 20 ) 




bei entsprechender Entwicklung der einzelnen Glieder (^(x^ -f &)~^, nach 
Potenzen von h ordnen. Nun ist nach Gl. (10) für A »» 1, 2, 3, . . . 


und daher: 


( 21 ) 


«o 

(«. + *)-'- (i + ' ■ »■ 

00 00 

~2 (2 


0 » 


oder, wenn *1 + Ä — »,• also h—^x — Xi gesetzt wird: 

00 00 

■^) ( 2 i • (® - ^i)’ 

0 1 

00 00 

- ? (^) +2 (2 (- • (* - 

wo nach Ungl. (18) x der Bedingung zu genügen hat: 

(22a) |a:-a:i|<|a:i|- J?j. 

Es läßt sich also ans jeder Reihe Ton der Form $ geradeso wie 
aus $(^)9 für die Umgebung jeder im Innern des Konvergenzbereiches 
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(A h. also hier außerhalb des Kreises bzw. im Falle 0 außer- 

halb des Nullpunktes) gelegenen Stelle eine mit $ gleichwertige 

Reihe „ahleUenf^ zum mindesten^) gültig für alle x im Innern 

desjenigen Kreises um x^y welcher den Kreis (0)i2o von außen berührt, 
bzw. im Falle durch den Nullpunkt geht. 

Bezüglich der in der Form 
«0 


auftretenden Koeffizienten dieser abgeleiteten Reihe sei noch folgendes 
bemerkt. 

Da 5ß(~) ffir jedes einzelne der Bedingung \x\>Bq genügende x auf 


unendlich viele Arten in der Form ^i(x — x^) dargestellt werden kann*), 


so besitzt Derivierte jeder Ordnung: 


(23) 


(r) “ ^ ^ (1) = , 


Da andererseits (s. 61. (21) für h x^: 

00 00 00 


also als unendliche, in der Umgebung der Stelle x^ offenbar gleich- 

mäßig konvergierende Reihe konvergenter Potenzreihen in {x--x^) er- 
scheint, so findet man nach dem Satze von § 43, Nr. 2 (S. 325) die Deri- 

vierten von ?ß durch gliedweise Derivation, also: 

00 

(24) 


1) Der wahre Konvergenzbeieich dieser abgeleiteten Reihe, sowie der Gültig- 
keitsbereich der Gleichheit mit $ kann sich ja möglicherweise weiter er- 
strecken. Inwieweit dies wirklich der Fall ist, wird ans späteren Betrachtungen 
hervorgehen. 

2) Es braucht ja nur so ausgewählt zu werden, daß der um Xy^ beschrie- 
bene, den Kreis {0)B^ von außen berührende Kreis die Stelle x im Innern enthält 
Da die bei Verschiebung von Xy sich ergebenden abgeleiteten Reihen auseinander 
ableitbar sind, so folgt, daß die Ergebnisse der Definition (28) von der Wahl der 
Stelle Xy unabhängig sind. 
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§ M. Die Dnivierten ron 
Non ist (nach § 43, GL (19), (20), S. 327): 

DxX ~ ^ — 1 • a:~ ^ (wegen: D^x — 1), 

also: 

nx-^ - + ;i(A + 1) 

-= - A(1 + 1) (1 + 2) •x-'*-» 


Dlxr^ == (- l;-il(H- 1) . . . (1 + V - 1).»-^-» - r!(_ 

so daß 61. (24) nunmehr die Form annimmt : 

OD 

(25) (I) XKhx-^-r 

Mit BeButzling dieses Ergebnisses läßt sich die GL (22), welche die Um> 
formung Ton ^ in eine abgeleitete liefert, jetzt folgender- 

maßen schreiben: 

(26) ¥(i)- ¥(i) +J'Ä(^.*P(7)),., (»-*.)-' 


Vergleicht man diese Beziehung mit der entsprechenden für eine Potenz- 
reihe von der Form ^{x) geltenden, nämlich: 


(27) 


^(x) - ^(a:,) +2-\^W(«,)-(a;-ar,)» 
1 
OP 


SO zeigt sich ToUkommene Übereinstimmung, wenn man die eweiie Form 
der rechten Seite von Gl. (27) ins Auge faßt. 

Dagegen sei ausdrücklich darauf aufmerksam gemacht, daß man in 
Gl. (26), um Übereinstimmung mit der ersten Form von Gl. (27) zu er- 
zielen, nickt etwa 2),$ durch ersetzen darf. Man hat nämlich: 


00 

1 

00 

— X*- 

1 

a:* • D,? (s. GL (25) für » - 1) 
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Daraus folgt weiter: 

-!■»■© + J-.r(i) ».f. 

Will man GL (26) auf eine der ersten Schreibweise von Gl. (27) analoge 
Form bringen^ so hätte man etwa zu setzen: 

wo also D(a;) eine gewöhnliche Potenzreihe in x — vorstellt (vgl. 
Gl. (26)). Alsdann wird: 

D;^(l) = DC)(^) (v- 1,2.3...), 

und man erhält an Stelle von Gl. (26) die folgende: 

oo 

(28) ^(1) - Qfx) =. Bix,) 

Ersetzt man hier 
also 

so ergibt sich: 

^ (i^) ~ (« - «o) - - «o) ^ 


X durch X — XQf 
x^ durch — Xq, 


(ganz analog mit § 44, Gl. (5), S. 330). Dabei bedeutet eine beliebige, 
im Innern des durch eine Beziehung von der Form \ x — x^\> cha- 
rakterisierten Konvergenzbereiches von ^ obige Trans- 

formation gilt zum mindesten für alle x, welche der Bedingung genügen 
(s. Gl. (23)): 

(30) \x^x^\<\x^-x^\-Rq, 

also für alle Stellen x im Innern eines um x^ beschriebenen Kreises, 
welcher den Kreis (x^R^ von außen berührt, bzw. im Falle — 0 
durch den Punkt geht. 

3. Eine Reihe von der Form: 

•f 00 

Pix - »o) 


(31) 
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die etwa für < | a: — | •< JS (wo JJ© ^ beliebig groß, eyentuell 

auch unendlich) konvergieren mag, gestattet die Zerlegung: 

oo eo 

P(x - «o) ^^'’a^ix-XoY 

0 1 

- 5ß (a; - a:o) + O (» — a;«) , 

und zwar konvergiert alsdann 5ß(a; — für | a; — ar^ | < B, 0,(x — ar^) für 
\x — Xq\> Rq, Bedeutet dann wiederum x^ eine beliebige, im Innern 
des Eonvergenzbereiches Von P(x — Xq) gelegene, also der Bedingung 
^0 < i genügende Stelle, so hat man: 

ao 

«ß (a: - a:*) = 5ß (aj^ - x^) +2 ^ «ßf”) (asi - x^) • (a: - x^y 

1 

für: I a; — a?! i < B — I a?! — a?(, I , 

OB 

£X{x- a-o) - D(a:i - x^) +2 ^ DM(a:i - x^) • (a: - x^y. 

1 

für: I a: — a?! I < 1 a?! ~ a^o 1 ~ Bq . 

Wird daher mit q die Meinere der beiden positiven Zahlen B — | a?, — Xq\ 
und I a?! — a;^, I — B^, bzw. im Falle R — \x^ — Xq \ =• \x^ — Xq \ — Bq diese 
Zahl bezeichnet^), so daß also: 

I ^ B ( a*i a^Q j , 

1 ^ I ^0 I -^0 y 

so gelten die beiden Formeln (33) für | a: — aj^ | < p gleicheeitig, und man 
gewinnt daher durch deren Addition mit Berücksichtigung der Beziehung: 

5ß(’')(a;i -a^o) + — - Dl{^{x — x^) + 0(a;- a:o)),^^^ 

die Entwicklung: 

00 

<35) P(a;— a:o)=P(a:i-a:o)+^ipW(®i— ja;— a:,|<(>. 

1 

Es läßt sich somit schließlich auch eine Beihe von der Form P(x — a'o) 
gerade so, wie eine solche von der Form ^(ar — ar^), für die Umgebung 
jeder im Innern ihres Eonvergenzbereiches gelegenen Stelle a^j in eine 
^fibgeleitet^^ Beihe ns.eAi positiven ganzen Potenzen von a?— a?, transformieren, 
und zwar zum mindesten für alle x im Innern eines um die Stelle x^ 
beschriebenen Ereises, welcher bis an die näher gelegene der beiden 

1) Geometrisch bedeutet also q den Minimalabstand der Stelle von den 
Konvergenzgrenzen. 

Pringsheim, Vorlesungen II, 1. 
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Grenzen — eventuell an beide, beranreicht 
Dabei enthält die Entwicklungsformel (35) die entsprechenden für^ß(a;— 2 * 0 ) 

und ^ gefundene (s. 61. (33)) als spezielle Fälle und 

reduziert sich auf je eine dieser beiden, falls •— 0 für v — — 1 , — 2 , 
— 3, . . . oder « 0 für v — 0, 1, 2, 

4. Da, wie eben gezeigt, aus P(^ — rr^) in analoger Weise, wie aua 
^(a; — a?o) nBch positiven ganzen Potenzen von (x — Xi) fortschrei- 
tende Reihe abgeleitet werden kann, so lassen sich an diese Eigenschaft 
auch gewisse ganz analoge Folgerungen knüpfen, wie die früher für 
Reihen von der Form 5ß(a;— ar^) gefundenen. Insbesondere gilt der Satz 
von § 44, Nr. 3 (S. 332) betreffend das Maximum und Minimum des Ab- 
solutwertes der Reihensumme auch für Reihen von der Form — 
(mit dem einzigen Unterschiede, daß hier an die Stelle des einen Kreises 
\x ^ x^ \ r als Grenzen des fiaglichen Bereiches zwei Kreise treten; 

I a? — a:^ I — und | ar — a:^ [ — r, wo < r). Und es gestattet der in 
§ 44, Nr. 5 (S. 334) bewiesene Satz, betreffend die Gleichheit zweier Po- 
tenzreihen bzw. ihrer Deri vierten, unmittelbar die folgende Übertragung; 

Konvergieren die beiden Bethen P^(x — a?^), (x — x^) gleich- 
zeitig für irgendeinen (zweifach ausgeddintcn) Bereich 93 und 
stimmen ihre Summen überein für (unendlich viele) Stellen in 
jeder noch so Meinen Umgebung einer im Innern von 95 gelegenen 
Stelle a, so findet diese Übereinstimmung für den ganzen Bereich 95 
statt, und das gleiche güt für alle Derivierten P^’'^ (a? — a:^), P ^ (a; — arj ). 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu erkennen, hat man nur 
geradeso, wie a. a. 0., durch Transformation von P^{x—‘X^, Pji(a? — arj) 
in di® Gültigkeit der Beziehung P^{x—x^ — P^ {x—x^ 

auf eine gewisse Umgdmng der Stelle a auszudehnen und für diese die 
Existenz der Gleichheit P 0 (’')(a? — a:^) — P/*'>(a: — a^j) zu erschließen, so- 
dann durch weitere passende Transformationen von P 0 (a;— a:,,), Pi(x — xO 
in abgeleitete Reihen nach positiven Potenzen die Gültigkeit jener Be- 
ziehungen auf jede beliebige Stelle des Bereiches 93 zu übertragen. 

Nimmt man speziell Xy x^ und beachtet, daß nach einem früher 
gefundenen Satze (§ 38, Nr. 7, S. 290) aus der Gleichheit P^{x — a?^) 
■» Pj (a? — a;^) für alle Stellq;n einer Kreislinie 1 a; — a^o | — r, bei gleich- 
mäßiger Konvergenz, die Identität von P 0 (a? — a? 0 )’und Pi(a; — a?^) resul- 
tiert, so ergibt sich mitBenutzung desunmittelbar zuvor abgeleiteten Satzes; 

Konvergieren die beiden Beihen Pq(x — ar^), P , (x — x^) gleich- 
zeitig für ein gewisses Binggebiet 95 mit dem MittdpunUe x^ und 
stimmen ihre Summen überein für (unendlich vide) Stellen in jeder 
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noch SO Meinen Umgehung einer im Innern von iB gelegenen 
Stelle tty so sind sie identisch. 

Hieraus folgt als spezieller Fall, indem man auf eine Kon- 

stante A (endlich oder Null) reduziert: 

Nimmt die Beihe P(x--Xf^ für Stdlen in jeder Nähe einer 
im Innern des Konvergenzhereiches gelegenen Stelle einen gewissen 
Wert A an, so besitzt sie durchweg den Wert A, d. h. sie redu- 
ziert sich in Wahrheit auf das einzige Glied A}) 

Hiernach kann eine Reihe P{x — die sich nicht auf eine Konstante 
reduziert, in jedem abgeschlossenen, Tollständig dem Innern des Konver- 
genzgebietes angehörigen Bereiche Tceinen Wert unendlich oft annehmen. 


Kapitel V. 

Begriff nnd allgemeine Eigenschaften der monogenen analytischen 
Funktion einer Veränderlichen. 

§ 47. Definition der monogenen analytischen Funktion einer Ter- 
finderlichen. — Eindeutigkeit und Mehrdeutigkeit. — Begularitfits- 

und Existenzhereich. 

1 . Es sei die Potenzreihe ^ i^\^o) konvergent für \x — äTqI < und 
es existiere irgendeine aus ?P(a;|a: 0 ) abgeleitete Reihe ^{pi:\xQ,xf), deren 
Konvergenzkreis (xfjE^ über denjenigen von Sß(a:|a;o) hinausragt. Die 
Summen werte von 5 ß(a;|ar 0 , xf) stimmen dann nach § 45, Nr. 1 (S. 339) 
für alle Stellen x des beiden Kreisen gemeinsamen Gebietes mit denjenigen 
von ?ß(a;|a: 0 ) überein und schließen sich für die benachbarten Stellen des 
neu hinzutretenden Konvergenzbereiches stetig an die ersteren an. Es 
definieren somit die beiden Reihen und ^ß(x|j;o, xf) zusammen 

für das Innere des aus den beiden (sich teilweise überdeckenden) Kreisen 
{x^^Rq und {xf)R^ zusammengesetzten Bereiches eine eindeutige^ endliche 
und stetige Funktion f(x), die überdies Derivierte (also auch Differential- 
Quotienten) jeder Ordnung besitzt. 

Man bezeichnet ^(^|^o>^i) analytische Fortsetzung von 

^ß(a;|rr 0 ). Jede analytische Fortsetzung von ^{x\x^, xf) gilt sodann auch 
als analytische Fortsetzung von 5 ß(a;|a: 0 ). Auf Grund dieser Festsetzung 
geben wir die folgende Definition: 


1) SelbstverBtändlicb umfaßt diese Aussage auch den Fall, daß in JP(^x — 
die eine Kategorie von Potenzen nur in endlicher Anzahl vorkommt oder gänz- 
lich fehlt. 


23 * 
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Unter einer analytischen Funktion ^erstdmi wir eine 
Eeihe von der Form ?ß(a;|a; 0 ) mit allen möglichen analytischen 
Fortsetzungen. 

Jede der in diesem Zusammenhänge vorkommenden Potenzreihen 
heißt ein Element der betreffenden analytischen Funktion, $(^l^o) 
besondere das primitive Element. Da von irgend zwei Elementen jedes aus 
dem anderen abteilbar ist, so ist ersichtlich, daß jedes Element die RoUe 
des primitiven übernehmen kann. Daraus folgt: 

Die analytische Funktion ist durch jedes beliebige ihrer 
Elemente in ihrem ganzen Verlaufe bestimmt. 

Um dieses Heraus wachsen der Funktion aus irgend einem ihrer Ele- 
mente zu charakterisieren, wird sie nach dem Vorgänge von Weiersiraß 
nach Bedarf noch ausdrücklich mit dem Beiwort monogen («= aus einem 
Elemente erzeugt) bezeichnet. 

2. Die bei der obigen Definition der analytischen Funktion zugelas- 
senen unbegrenzten Möglichkeiten der analytischen Fortsetzung lassen 
sofort erkennen, daß eine solche Funktion eindeutig, mehrdeutig, sogar 
unendlich vieldeutig sein kann. Um diese Begriffe etwas genauer zu fixieren, 
wollen wir zunächst annehmen, die Veränderliche x werde auf einen zu- 
sammenhängenden, von einer oder mehreren geschlossenen Kurven be- 
grenzten, endlichen Bereich SB beschränkt (z. B. einen Kreis, ein Rechteck; 
oder auch einen Kreisring, ein Rechteck, aus dessen Innerem mehrere 
Stücke durch Bereise ausgeschlossen sind). Es sei dann irgend ein in 
93 gelegener Punkt, eine in der Umgebung von x^ konvergierende 

Potenzreihe, die innerhalb 93 mit Hilfe der Zwischenpunkte x^, x ^, . . 
bis zu einem Punkte x* fortgesetzt, also in {x\xQy x^, . . ., x^, x') über- 
geführt sein mag. Denkt man sich die Punkte Xq, x^, . . ., x^, x’ durch 
eine vollständig im Innern von 93 verlaufende gebrochene Linie S ver- 
bunden, so SOU gesagt werden, es sei ^(a:la:Q) längs des Weges oder auf 
dem Wege S bis zur Stelle x' fortgesetzt, d. h. in eine Reihe nach posi- 
tiven Potenzen von (x — x') transformiert worden. Nun werde diese letz- 
tere Reihe auf einem anderen^ etwa über Punkte x\, x\, . . .Xn führenden 
Wege wieder zur Stelle Xq zurückgeführt, so daß also als Endergebnis eine 
Reihe von der Form ^i{x\Xq) ^ ^(x\Xq, x^, . . . x^, x\ x\, . . . a?' , x^ er- 
scheint, die durch sukzessive analytische Fortsetzung längs des gescJdos- 
senen Weges 2 -f- S' aus Sß(a;ja;Q) hervorgegangen ist. Dann liegt zunächst 
keinerlei Grund zu der Annahme vor, daß ^i(a;|a;o) mit 5ß(a?ja;^j) identisch 
sein müsse. Denn der maßgebende Grund, der bei einer früheren Betrach- 
tung ähnlicher Art (s. § 45, Nr. 2, S. 340) zu einem derartigen Schluß 
führte, bestand darin, daß bei dem ganzen Ableitungsprozeß das Innere 
des Konvergenzkreises von 5ß(a;|a;^) niemals verlassen wurde und infolge- 
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dessen der Summen wert von als wirksames tertium comparationis 

beständig zur Verfügung stand. In dem vorliegenden Zusammenhänge 
wird man dagegen im allgemeinen darauf rechnen müssen, daß 
von verschieden ausfällt (wie übrigens durch Beispiele einfachster 

Art, deren Behandlung indessen an dieser Stelle den Stand unserer Hilfs- 
mittel überschreiten würde, sich leicht bestätigen ließe). Wird dann 
^i(^!^o) wiederum längs des geschlossenen Weges S + S' analytisch fort- 
gesetzt, so muß die auf diese Weise zum Vorschein kommende, etwa mit 
$ 2 (^l^o) bezeichnende Reihe (wie man unmittelbar durch Rücktrans- 
formation längs des Weges 2' -f- S erkennt) von (a;| jTq) kann über- 
dies auch von ^ß(^|:ro) verschieden sein. Da diese Schluß weise sich un- 
begrenzt fortsetzen läßt, so gewinnt man hiernach die Vorstellung von 
dem Zustandekommen einer unendlich-vidwertigen oder viddeutigen ana- 
lytischen Funktion /‘(a?), deren Werte in der Umgebung von außer 
durch das primitive Funktionselement $(a;|a;^) durch eine unbegrenzte 
Folge weiterer Funktionselemente: ••• dargestellt 

werden. 

Es besteht aber auch die Möglichkeit, daß bei dem angegebenen Ver- 
fahren in der Folge der aus ^{x\x^ sukzessive entstehenden Funktions- 
elemente ?Pj(a?|a:J, ... ein bereits einmal dagewesenes schließ- 

lich mederhehrt. In diesem Falle kann übrigens das erste überhaupt 
wiederkehrende Element kein anderes sein, als das primitive Element 
Da nämlich jeder einzelne der in Frage kommenden Fortsetzungs- 
prozesse umkehrbar ist (vgl. § 45, Nr. 2, S. 340), so sind durch jedes ein- 
zelne Element nicht nur alle folgenden, sondern auch alle vorhergehenden 
vollständig bestimmt. Es kann also ein bereits einmal vorgekommenes 
Element wiederkehren, bevor nicht alle seine Vorgänger 

gleichfalls wiedergekehrt sind, es muß also insbesondere ^(^j^o) wieder- 
gekehrt sein, ehe irgend eine der ^y(a:|a:o) 1; 2, . . .) wiederkehren 

kann: in der Tat ist ja auch iß(ä;|:rQ) das einzige Funktionselement, über 
dessen Vorgänger noch nicht verfügt ist. Tritt also der in Frage stehende 
Fall ein, so wird auch bei unbegrenzter Wiederholung der analytischen 
Fortsetzung längs des geschlossenen Weges 24-S' ein bestimmter Zyklus 
von Funktionselementen, etwa deren mi ^(a;|aro)> 

bestöndig wiederkehren. Und wenn nicht etwa andere in S3 verlaufende 
geschlossene Wege vorhanden sind, welche eine noch höhere Vielwertig- 
keit erzeugen, so werden wir sagen, daß das Funktionselement $(a;|a;o) 
im Innern des Bereiches 93 eine daselbst m-deuiige (endlich-viddeutige) 
analytische Funktion erzeuge. 

Es bleibt schließlich noch der Fall übrig, daß die analytische Fort- 
setzung von 5ß(a:|aro) über den geschlossenen Weg 2 + 2' schon nach dem 



358 Abschnitt I. Kap.Y. Allgemeine Eigenschaften analytischer Funktionen. Nr.3. 4. 


ersten Umlauf wieder mit endigt. Dann könnten freilich andere 

in 93 verlaufende geschlossene Wege zu anderen Ergebnissen führe». 
Wird aber angenommen^ daß für jeden von ausgehenden und in 93 ver- 
laufenden geschlossenen Weg das nämliche Resultat zum Vorschein 
kommt; so erkennt man leicht, daß dann die im Bereiche 93 erzeugte 
Funktion nicht nur für eine gewisse Umgebung der Stelle x^j sondern im 
ganzen Bereich 93 als eindeutige verläuft. Wird nämlich eine Stelle x 
ganz beliebig im Innern von 93 angenommen und geht etwa bei 

Fortsetzung längs irgendeines von x^^ nachrc' führenden Weges in 
über, so wird bei weiterer Fortsetzung über einen ganz helid>igen in 93 
wieder nach führenden Weg fi', der mit S zusammen einen geschlos* 
senen Weg von x^ zu x^ bildet, wieder in übergeführt 

werden. Dann folgt aber wiederum aus der Umkehrbarkeit der dabei be- 
teiligten Ableitungsprozesse, daß umgekehrt ^ß(^|rr 0 ) auch bei Fortsetzung 
längs des Weges S' in ^iipc\x') übergehen muß. Das zu einer beliebigen 
Stelle x' gehörige Funktionselement ist also ein vom Fortsetzungswege 
völlig unabhängiges, eindeutig bestimmtes, die durch das Funktionsele- 
ment definierte analytische Funktion verläuft also bei Beschrän- 

kung auf den Bereich 93 durchaus eindeutig. 

3. Läßt man jetzt die der Veränderlichen x auferlegte Beschränkung 

auf den Bereich 93 fallen, so können bei weiterer analytischer Fortsetzung 
naturgemäß noch Steigerungen einer bereits vorhandenen VieldeutigJceit 
der aus dem Anfangselemente erzeugten analytischen Funktion 

f(x) eintreten. Erweist sich insbesondere eine bei der ursprünglichen Be- 
schränkung auf den Bereich 93 eindeutig verbliebene Funktion nunmehr 
bei Ausdehnung der analytischen Fortsetzung als mehrdeutig, so sagt man 
das Element mit seinen auf den Bereich 93 beschränkten Fort- 

setzungen stelle daselbst einen eindeutigen Zweig einer (endlich oder 
unendlich) vieldeutigen analytischen Funktion f(x) dar. Bleibt dagegen, 
soweit überhaupt eine analytische Fortsetzung möglich ist, die Findeutigkeit 
zunächst in dem Sinne erhalten, daß das primitive Element 

bei analytischer Fortsetzung auf jedem überhaupt möglichen geschlosse- 
nen Wege immer wieder in sich selbst übergeführt wird, so ist die be- 
treffende analytische Funktion, soweit sie überhaupt existiert, auf Grund 
des am Schlüsse der vorigen Nummer Gesagten schlechthin eine ein- 
deutige, derart, daß für jede Stelle x', nach welcher eine analytische Fort- 
setzung überhaupt möglich ist, nur ein einziges, vom Fortsetzungswege 
völlig unabhängiges Funktionselement existiert. 

4. Wir bezeichnen jede eindeutige Funktion f{x) oder einen gewissen 
eindeutigen Bestandteil („Zweig'^) einer mehrdeutigen Funktion f(x) (und 
zwdr gleichgültig, ob f(x) von vornherein als analytische Funktion oder 
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aber in anderer Weise, z. B. durch einen arifkmetiscken Ausdruck definiert 
ist) als reguUir^) für x^x oder an der Stelle x wenn der Wertvorrat 
von fix) bzw. ein bestimmter Teil desselben für x--^x und eine gewisse 
Umgang \x — < p in der Form 5ß(a:|a:') darstellbar ist. Die Stelle x 

heißt sodann eine Stelle regulären Verhaltens oder auch kürzer eine regur 
läre Stelle für die Funktion f{x) bzw. einen gewissen Zweig der Funktion 
f{x). Um diese Bezeichnung in angemessener Weise auf die Stelle x^oo 
auszudehnen, hat man zu beachten, daß auf Grund unserer früheren Fest- 
setzungen unter fipo) die Funktion für y — 0 zu verstehen ist, deren 

reguläres Verhalten andererseits eine DarsteUbarkeit in der Form 5ß(y) 
etwa für !y|<p verlangt. Danach betrachten wir als definierende Eigen- 
schaft des regulären Verhaltens von f(x) für x eine DarsteUbarkeit 
in der Form ^ etwa für |a;| > iZ = ~ 

Die Gesamtheit der Stellen x' (mit eventueUem Einschluß der 
Stelle oo), an welchen eine analytische Funktion fix) sich regulär ver- 
hält, muß auf Grund der oben beschriebenen Entstehungsweise einer ana- 
lytischen Funktion aus irgend einem ihrer Elemente stets einen zusammen- 
hängenden^ die a?- Ebene oder auch nur einen Teil derselben eivr oder 
mehrfach überdeckenden Bereich bilden, den wir als den Regularitätsbereicl^ 
von fix) bezeichnen. 

Es wird sich später zeigen, daß der Regularitätshereich einer ana- 
lytischen Funktion fix), die sich nicht auf eine bloße Konstante reduziert, 
nicht alle SteUen x einschließlich x ^ <x> umfassen kann, also stets be- 
grenzt sein muß. Die Grenzen des Regvlaritätsbet'eiches können offenbar 
nur aus Punkten bestehen, welche den Konvergenzgrenzen der Funktions- 
elemente angehören oder Häufungsstellen von solchen Punkten sind: denn 
jede Stelle im Innern des Eonvergenzkreises eines Funktionselementes ist 
ja für fix) eine reguläre Stelle. Im Gegensatz hierzu bezeichnen wir jede 
Stelle a auf der Grenze des Regularitätsbereiches als eine singuläre. Aus 
dem Gesagten geht hervor, daß in beliebiger Nähe jeder singulären Stelle a 
stets auch (unendlich viele) Stellen x regulären Verhaltens liegen müssen 
nnd daß andererseits keine für eine gewisse Umgebung von a konvergierende 
Reihe — a) existiert, derart, daß für die mit rr' bezeichneten Stellen die 
Beziehung /*(a?')—^(Ä;'“a) besteht. Nichtsdestoweniger kann /*(a:) (genauer 

gesagt, eine etncfei4%cFunktion/*(a;) bzw. ein oder mehrere bestimmte Zweiers®) 

1) Nach dem Vorgänge franzöflisoher Mathematiker bedienen sich viele Autoren 
in dem gleichen Sinne der Bezeichnung holomorph. 

2) Eine notwendige Bedingung für dieses reguläre Verhalten besteht dann 
offenbar in der Beschränktheit von |/’(«)| für 

8) Andere Zweige von f{x) können sich sogar für a? «= a regulär verhalten. 
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einer mehrdeutigen Funktion fix)) für x^a noch yollkommen definiert sein, 
sofern sich unter den erzeugenden Funktionselementen solche befinden, die 
für — a noch konvergieren. Da f(x) an solchen Stellen noch existiert^ 
so bezeichnen wir den Begularitätshereich mit Einschluß dieser Orene- 
stellen als den Existenzbereich von f{x).^) 

Im übrigen kann der Begfdaritätshereich einer analytischen Funktion 
die unendliche rr-Ebene mit Ausschluß eines einzigen Punktes, einer endlichen 
oder abzahlbaren Menge von Punkten, sowie irgend welcher nicht ab- 
zahlbaren Punktmengen (z. B. Linien, Flächenstücke) umfassen oder auch 
auf ein endlicheSy vollständig begrenztes Flächenstück beschränkt sein. 
Die analytische Funktion existiert allemal nur im Innern des Begularitäts- 
bereiches mit Hinzunahme der oben näher bezeichneten Grenzstellen. 

5. Beispiele verschiedener Art für die vorstehend angedeuteten Mög- 
lichkeiten werden sich im Laufe der weiteren Untersuchungen ergeben. 
Hier soll nur auf je einen besonders einfachen Typus von analytischen 
Funktionen hingewiesen werden, welcher geeignet erscheint, das Vor- 
kommen eines unendlich großen und eines endlichen Regularitätsbereiches 
zu veranschaulichen. Es handelt sich dabei um solche analytische Funk- 
tionen, welche für olle Stellen ihres Regularitätsbereiches in der denkbar 
einfachsten Weise, nämlich durch ein einziges Funktionselement vollständig 
dargestellt werden, was offenbar dann und nur dann der Fall ist, wenn 
das primitive Funktionselement entweder beständig konvergiert oder aber 
über einen bestimmten endlichen Eonvergenzkreis überhaupt nicht fort- 
gesetzt werden kann. 

Ein Beispiel der ersten Art liefert die bestöndig konvergierende Po- 


00 

tenzreihe ^ {x) = Der Regularitätsbereich besteht hier aus der 

ganzen a;-Ebene mit einzigem Ausschluß der Stelle x » oo, welche sicher 
eine singulare ist*), da | ^ß(a;) | (nach § 38, Nr. 1, S. 282) für hinlänglich 
große I X I unter anderen Werten auch bdiebig große annimmt. Funktionen 
dieser Kategorie werden als ganze transzendente Funktionen bezeichnet 
(die sich auf garuse rationale reduzieren, wenn das definierende Funktions- 
element bei einem bestimmten Gliede abbriclit). 

Wir betrachten zweitens die für |ä; 1 < 1 konvergierende Reihe: 


¥(*) = 2 **' 

0 

1) Man pflegt sogar auch noch solche Grenzstellen dem Existenzherekh zu- 
zurechneu, an welchen f{x) der (uneigentliche) Wert oo beizulegen ist, also f{x) 
als „uneigmtltch** definiert angesehen wird (vgl. §16, Nr. 8, Gl, (9), (9 a), S. 144; 
§ 57, Nr. 2 im Anschluß an Gl. (6) und (7), S. 430. 

2) Vgl. Fußnote 2 auf der vorigen Seite. 
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§ 47. Unendlicher nnd beschränkter Regularitätsbereich. 


Da dieselbe für a? l nach + cx> divergiert, so hat man nach dem 
Satze von § 32, Nr. 6 (S. 258) bei reellen, positiv wachsenden Werten 
von Q :lim 5ß(p) «— + oo, mithin wird ^((>) für hinlänglich große Werte 

Q ->1 

von p < 1 hdid)ig groß.^) Daraus folgt aber, daß der Konvergenzkreis 
Jeeiner aus direkt ableitbaren Reihe die Stelle x ^ 1 im Innern 

enthalten kann. Die Stelle x^l ist also eine singuläre für diejenige 
analytische Funktion f{x)^ welche durch das Funktionselement 
definiert wird. 

Setzt man ferner: 

's n 


SO folgt zunächst: 


Da aber: 


>\Ki^)\-n (für |a:l^l). 

flO oo 

0 0 


so erkennt man, daß 91 , (ä?) und folglich auch |?ß(a;)| nach + oo divergiert, 
falls a;*** — 1, d. h. für die 2" Werte x, welche die Wurzeln dieser Glei- 
chung bilden und die, wie früher gezeigt wurde (s. § 34, Nr. 5, S. 267), 
durch 2” äquidistante Punkte auf dem Einheitskreise repräsentiert werden. 
Aus der zuvor benützten Schluß weise folgt dann, daß jede dieser 2” Stellen 
(unter denen auch die Stelle x ^ 1 enthalten ist) eine singuläre für f{x) 


1) Dies läßt sich auch in folgender Weise direkt verifizieren. Man hat 
(nach Ij, ß 83, S. 199, Ungl. (10)) für jedes noch so große vi 



Nun ist für jedes noch so große n und P<1: 

n 

0 

Setzt man jetzt: 

Q > — (zugleich < 1) , 

so wird: 

also durch die Wahl von n hdkbig groß. 
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sein muß. Da es aber freisteht n unbegrenzt zu vergrößertiy so ergibt sich 
schließlich, daß in beliebiger Nähe jeder auf dem Einheitskreise willkür- 
lich angenommenen Stelle solche singuläre Stellen liegen müssen. Infolge- 
dessen erscheint aber die Möglichkeii^ über den Einheitskreis ana- 
lytisch fortzusetzen definitiv ausgeschlossen: das Funktionselement ^ß(x) 
definiert die mit f(x) bezeichnete analytische FunTdion vollständig^ insofern 
diese letztere außerhalb des Einheitskreises überhaupt nicht existiert 
Das gleiche gilt übrigens auch für die Potenzreihe: 

00 

0 

welche gleichfalls den Konvergenzradius 1 besitzt (wegen: lim = 

V -> 00 

sich von der zuvor betrachteten Reihe jedoch dadurch unterscheidet, daß 
sie auf dem ganzen Einbeitskreise noch absolut und gleichmäßig kon- 
vergiert, also daselbst eine noch endlich und stetig bleibende Punktion 
definiert. Wäre nämlich die Reihe D(a;) über den Einheitskreis fortsetz- 
bar, so müßte dies gleichfalls für ihre Derivierte D'(rr), also auch für 
X • D'(^) gelten, was aber auf Grund des zuvor gefundenen Ergebnisses 
nicht der Fall ist, da ja: 

00 

X • U{x) = ^ a:**' =* 5ß(a;) . 

0 


§ 48. Analytischer Charakter einer in einem zusammenhängenden 
Bereiche eindeutig definierten Funktion regulären Terhaltens. 

1. Es sei eine Funktion g>{x) für jede Stelle im Innern eines aus 
einem oder mehreren (im einzelnen) zusammenhängenden Stücken be- 
stehenden. Bereiches 83 eindeutig definiert^) und regulären Verhaltens ^ so 
daß also für eine gewisse Umgebung jeder im Innern von 83 gelegenen 
Stelle Xq eine Beziehung von der Form: 

(1) 9 (x) - ! ^o) für I a: - OTo I < r^) 

besteht. Dann soll ^q{x | Xq) das zur Stelle Xq gehörige Funktionsdement 
von (p(x) heißen. 

Hat das zu einer anderen Stelle x^ gehörige Funktionselement: 

(2) g>{x) — 5ßi (a? I x^) (etwa für | a; — arj < r^) 

ein Stück seines Geltungsbereiches mit demjenigen von I ^o) gemein, 

1) z. B. in der Weise, daß <p(x) einen arithmetischen Ausdruck mit den frag- 
lichen Eigenschaften bedeutet. 
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SO nennen wir die Funktionselemente 5ßo(^l^o) zusammen- 

hängend. Und wir bezeichnen die Funktionselemente: 

I I I ^n) 

als eine Folge zusammenhängender Funktionselemente, wenn jedes mit dem 
folgenden zusammenhängt. Da sodann für je zwei konsekutiTO Glieder 
dieser Folge ^^(x\xj)y 5ß^+i(^ | ^,.+ 1 ) ein gewisser Bereich existiert, in 
welchem: 



X,) 


so sind sie nach dem Satze von § 45, Nr. 3 (ß. 342) aus einander ableUbar. 
Daraus folgt schließlich, daß unter den gemachten Voraussetzungen 
^o(^l^o) abgeleitet werden kann und umgekehrt, oder noch 
allgemeiner ausgesprochen: 

Hat man eine Folge zusammenhängender Funktions- 
dementey so ist jedes derselben aus jedem anderen ableitbar. 

Es gilt aber auch der umgekehrte Satz: 

Leitet man aus irgend einem FunTäionsdemente ^ßoC^^l^o) 
ff^x) sukzessive die Potenzreihen 

?ßo(^ I ^07 ^ 1)7 I ^07 ^17 I ^ 0 ^ • * * ^«) 

in der Weise ab, daß jede Stelle x^^^ ( 1 / « 0, 1, . . ., w — 1) inner- 
halb des Gdtungsbereichs der Beziehung (p{x) = ^Q{x\xQy x^y ...yXj) 
liegty so sind diesdben identisch mit der Folge zusammenhängender 
Funktionsdemente von g){x): 

Denn aus 

9’(a') = ^o(®ko) 

und 

folgt zunächst: 

^o(®ko> - «pW 


(für eine gewisse Umgebung von x^. Da aber andererseits: 

SO folgt weiter: 

a^i) = ^i(aj|*i) «sf. 

2. Der Radius r^, für welchen die Beziehung (1) besteht, hat für jede 
Stelle Xq eine bestimmte, mit x^ im allgemeinen veränderliche obere Grenzey 
welche mit r{x^ bezeichnet werden möge und der zum Funktionselement 
gehörige Gdtungsradius heißen soU. Dieser Gdtungsradius kann 
offenbar keinesfalls größery möglicherweise aber kleiner sein, als der Konr 
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vergmeradius von 5ßo(^l^o)- letztere ist sicher dann der Fall, wenn 
der Konvergenzkreis von ® bezeichneten Bereich 

hinausragt, da ja die Definition von (p{x) sich ausschließlich auf das 
Innere von S3 erstreckt. Sonst aber fallen, wie sich sogleich ergeben wird, 
beide Radien zusammen. Zunächst zeigen wir folgendes: 

Der Geltungsradius r{x^ ist im Innern von SB hei veränder- 
lichem Xq eine stetige Funktion von 

Beweis. Es bedeute irgend eine innerhalb des Kreises (oJq), r{x^ 
liegende Stelle, so kann man aus ^o(^l^o) Reihe SPQ(a;|a:o, x^) ab- 
leiten, und man hat sodann: 

(3) fp{x) = zum mindesten für: | x—Xi\<r(xQ)—\xQ—x^ | . 

Andererseits hat man nach Voraussetzung: 

(4) <p (aj) = (a: I x^) für: | x - «J < r (*,), 

und da die Reihen Sßo(^i^o) %) identisch sein müssen, so 

folgt, daß: 

(5) ♦•(*i)^Ka;o)-ko-«il- 
Nimmt man nun x^ von vornherein so an, daß: 

so lehrt üngl. (5), daß: 

rixi) > irK). 

Daraus geht hervor, daß Xq sicher im Innern des Kreises r{Xy) 
liegt. Infolgedessen läßt sich in derselben Weise, wie die Ungleichung (5)^ 
die mit dieser analoge Beziehung erschließen: 

(6) la'i-^ol- 

Aus der Zusammenfassung von (5) und (6) ergibt sich sodann: 

- ko - 1 ^ K^i) - »•ko) ^ kl - «0 1> 

und daher: 

kki) - »-ko) I ^ kl - »0 1» 

SO daß also | r(x^ — r{x^ | gleichzeitig mit \ x^ — x^ \ beliebig Mein wird. 
Somit ist in der Tat r{x) im Innern des Bereiches 83 eine (positive) ketige 
Funktion von x. 

3. Sei jetzt wiederum 

(7) 9k)“^okko) 

für eine gewisse dem Bereiche 93 angehörige Umgebong der Stelle 
Ferner sei x' eine ganz heli^nge Stelle im Innern des JE'onver^eMsbereichea 
yon $okko) eines die Stelle x^ enthaltenden zusammenhängenden 
Stüokes 93' des Bereiches 93. Dann soll gezeigt werden, daß die Beziehung 
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(7) sich auch auf die Stelle x x' erstreckt. Verbindet man x^ und x' 
durch einen im Bereiche 33^ verlaufenden Streckenzug, so gehört zu jedem 
seiner Punkte ein bestimmtes Funktionselement und die Gdtungsr 2 Ä\ea 
aller dieser Punktionselemente müssen infolge der eben bewiesenen Stetig- 
keit ein gewisses von Null verschiedenes Minimum r haben. Wird dann 
4 f<r angenommen und schaltet man auf dem Streckenzuge x^x' Punkte 
... so ein, daß: — (für v« 1,2,... w und;r„ = a;'), 

so bilden die Funktionselemente 


eine zmammenhängende Folge, da ja der GeltungsroiAixis jedes einzelnen 
Funktionselements größer als q ist, mithin je zwei konsekutive Punktions- 
elemente ein Stück gemeinsamen Konvergenzbereiches besitzen. Infolge- 
dessen ist (d. h. das zur Stelle x' gehörige Funktionselemeut 

von (p{x) aus I ^o) ohleithar und, da | noch für x = x' kon- 
vergiert, an der Stelle x' mit ^oC^l^o) gleichwertig , so daß also, wie be- 
hauptet: 

Somit findet man: 


Der Geltungsbereich jedes einzelnen FunUionsdementes 
^o(^l^o) erstreclct sich auf den gesamten Konvergenzbereich der 
betreffenden Potenzreihe, soweit derselbe dem Innern eines die Stdle 
Xq enthaltenden zusammenhängenden Stückes von 33 angehört. Wenn 
also dieser Konvergenzbereich nicht über 33 hinausragt, so sind 
Gdtungs- und Konvergenzradius identisch. 

Dieses zunächst unter der Voraussetzung abgeleitete Resultat, daß 
es sich um Funktionselemente der Form ?ß(a;|irQ), also mit im Endlichen 

gelegenem x^ handelt, läßt sich durch die Substitution ^ ~ öhne wei- 

teres auch auf den Fall übertragen, daß im Unendlichen durch ein 
Funktionselement von der Form darges teilt wird. 

4. Die soeben benutzte Beweismethode liefert noch ein weiteres, für 
die Folge als fundamental anzusehendes Resultat. 

Es sei jetzt 33 ein zusammenhängender, also aus einem einzigen Stücke 
bestehender, übrigens beliebig begrenzter Bereich, den wir vorläufig als 
endlich annehmen wollen. Im Inneren von 33 sei dann wiederum q){x) 
eindeutig definiert und für jede einzelne Stelle regulär. Sind dann x^, oi 
zwei ganz beliebige im Innern von 33 angenommene Stellen, 5ßo(^l^o) 
und S^{x I x') die zugeordneten Funktionselemente, so läßt sich auf dieselbe 
Art wie in Nr. 3 zeigen, daß dieselben auseinander ableitbar sind. 
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Man gewinnt somit den folgenden Hauptsatz: 

Eine im Innern eines beliebigen^ im Endlichen gelegenen, zur 
sammenhängende^i Bereiches ® eindeutig definierte und für jede 
einzelne Stelle reguläre Eunktion g)(x) ist ebendaselbst ein ein- 
deutiger Zweig einer monogenen analytischen Funktion: jedes 
ihrer, dem Bereiche S angehörigen Funktionsdemente ist aus jedem 
anderen auf bdiebigem im Innern von ® verlaufenden Wege ab- 
leitbar, so daß also durch irgend eins dieser Funktionselemente der 
ganze Verlauf von q)(x) im Bereiche S5 vollkommen eindeutig be- 
stimmt ist 

Zusatz. Aus dem Satze von § 44, Nr. 3 (S. 332), betreffend daa 
Maximum und Minimum des Absolutwertes einer Potenzreihe folgt zu- 
nächst, daß (d. h. schließlich jede im Innern eines zusammenhängen- 
den Bereiches ® eindeutige und reguläre Funktion) im Innern von SB kein 
Maximum und, falls durchweg von Null verschieden, auch kein Minimum 
des* absoluten Betrages besitzen kann. Bedeutet also SB' irgend einen dem 
Innern von SB angehörigen abgeschlossenen Bereich, so folgt weiter: 

| 9 )(a;)| besitzt für den Bereich 93' einen bestimmten Maxi- 
malwert, welcher nur auf der Begrenzung von SB' angenommen 
wird. Das gleiche gilt bezüglich des Minimal wertes, faUs im 
Innern von SB' durchweg \ g>{x) | > 0. 

5. Erstreckt sich der fragliche Bereich SB ins Unendliche, ohne das 
gesamte unendliche Gebiet, etwa \x\> B, zu enthalten, mit anderen 
Worten, ist die Stelle x ^ oo kein innerer, sondern ein Bandpunkt von 
99, BO bleibt der obige Hauptsatz offenbar ohne weiteres in Kraft: denn er 
gilt ja für jeden noch so großen endlichen Teilbereich von SB, also in 
der Tat ausnahmslos „im Innern*^ von SB. 

Liegt dagegen die Stelle o; =» oo im Innern des Deiinitionsbereichea 
von (p{x), besteht also eine Beziehung ip{x) = ^(4“) 
und wird in diesem Bereiche eine Stelle x^ ganz beliebig angenommen, so 
läßt sich ja ^ in eine Potenzreihe ^(x | x^f) transformieren (s. § 46, Nr. 2, 

S.349), welche infolge der Beziehung (p{x) — Sß(ip|iPo) Stelle 

Xq gehörigen Funktionselement Sßo(rr|a;o) identisch sein muß. Zugleich er- 
gibt sich hieraus, daß der Geltungsbereich der Beziehung ip(x) » Sßo(:r|a:o) 
mindestens das Gebiet |a? — | < umfaßt, also den Kreis um 

x^y welcher den Kreis (0)12 von außen berührt. Da andererseits für 
etwaige der Bedingung \x\^B genügende Stellen des Bereiches 93 die 
oben gefundenen Ergebnisse gültig bleiben, so folgt, daß wiederum jedes 
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beliebige Funktionselement auf beliebigem Wege aus abgeleitet 

werden kann, somit der ganze Verlauf Ton ^(a;) im Innern Ton SB durch 
das Funktionselement Sß ToUkommen eindeutig bestimmt ist. 

Es bleibt aber auch noch zu zeigen, daß umgekehrt das Funktions- 
element durch jedes der Funktionselemente Sp„(a; | bestimmt ist 

bzw. daraus „abgeleitet" werden kann. Daß dabei an einen direkten „Ab- 
leitungsprozeß" in dem sonstigen spezifischen Sinne nicht zu denken ist, 
geht schon daraus herror, daß, wie groß man auch | ar, | annehmen möge, 
eine Reihe von der Form ^^(a; | niemals für a: = c» konvergieren 
kann, somit den „Punkt“ a: — oo niemals im Innern ihres Eonvergenz- 
bereiches enthält. Im fibrigen erkennt man auch unmittelbar, daß sich 
die einednen Glieder einer Reihe SPj(a? — x^) für keinen noch so Meinen 

Bereich nach positiven ganzen Potenzen von entwickeln lassen, daß 
also eine Gleichung, wie die folgende: 

80 

(a: — a:«)"— a:-”, 

*0 

niemals für irgendeinen zusammenhängenden Bereich bestehen kann. 
Denn bringt man dieselbe durch Entwicklung von {x — nach Po- 
tenzen von X auf die Form: 


0 ^ 0 


BO erscheint sie als Sonderfall einer für alle x des fraglichen Bereiches 
bestehenden Gleichung von der Form P(x) — 0, welche ja nach dem 
Satze am Schlüsse von § 46 (S. 355) das Verschwinden aller Koeffizienten 
nach sich ziehen müßte. 

6. Um nun den Nachweis zu führen, daß nichtsdestoweniger die 


Peihe den gemachten Voraussetzungen 

in eine solche von der Form 5ß transformiert werden kann, erscheint 
es zweckmäßig, die hierzu dienliche Betrachtung durch die Substitution 
a: — aus dem unendlichen Gebiete \x\> R in das Innere des Kreises 

|y| — ^ zu verlegen. Zugleich wollen wir, um die Schreibweise mög- 
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liehst zu yereiofachen, der Zahl Jß den Spezialwert 1 beilegen, was offen- 
bar im Falle < 1 ohne weiteres gestattet ist (da es sich ja hier nicht 
am Feststellung irgendeines wahren Eonyergenzbereiches handelt), übri- 
gens aber in jedem Falle dadurch erzielt werden kann, daß man B,x an 
Stelle von x als Veränderliche einführt. 

Wir setzen also jetzt voraus, es sei ^{x) für jede Stelle Xq des Be- 
reiches I rr I > 1 eindeutig definiert und regulär, außerdem für den ganzen 

Bereich einschließlich der Stelle x ^ oo in der Form ?P darstellbar. 

Es handelt sich dann darum, zu zeigen, daß durch jedes der Funktions- 

00 

elemente “ ^o) = ^ (welches nach den bisherigen Er- 

0 

gebnissen auch durch den Ableitungsprozeß aus gewonnen werden 
könnte und somit zum mindesten für | a; — oTq | < | | — 1 konvergent 

und gültig ist) die Entwicklung eindeutig bestimmt ist, bzw. daraus 
wirklich hergestellt werden kann. 

Transformiert man q){x) durch die bereits oben angegebene Substi- 
tution a? = “ in 9p(“)^ folgt zunächst die Gültigkeit der Beziehung: 

9>(”) = ?(y) far|yl<l. 

Wird sodann nach Annahme einer beliebigen Stelle x^ (wo | > 1) gesetzt: 

yo = ^ (wo:|yol<l)> 


SO fragt sich vor allem: Welches Funktionselement von entspricht 

für die Umgebung der Stelle dem zur Stelle Xq gehörigen für \x — Xq\ 
<kol~i gültigen Funktionselemente 

00 

9>(®) “ - ®o) =2 


< 


-1 


Aus dieser Beziehung folgt zunächst nur die folgende: 

ix» 

*raA 

4 ^\y \ 

0 

2 ^- ly-yoKa-lyoD-lyl, 


( 8 ) 




1 _ 1 
y Vo 



6. 


§ 48. 


Umformung Yon ®i“® Reihe 
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490 daß es vor allem darauf ankommt, ob bzw. in welcher Weise diese 
JBntwicklung in eine solche nach Potenzen von (y — y^) transformiert 
werden kann. 

Setzt man, um die Gestalt des Konvergenzbereiches der Reihe (8) 
asu erkennen: 

y — l + ijt, yo — lo + ’Jo*» 


«o nimmt die fragliche Konvergenzbedingung die Form an: 

CI - Io)* + (.v- %)* < (1 - |yol)*(l* + V*), 

anders geschrieben: 



l*+ (v ^ 



V |y.|(2- y,|)J 


I 2 — |y,|/ 


d. h. der fragliche Konvergenzbereich ist ein Kreis mit dem Radius 


und dem (offenbar auf demselben 
Strahle, wie y^, liegenden) Mittel- 
punkte 

^ IVol 

alsoeinKreis, der (wegen : jy'| -f 1) 
den Einheitskreis von innen berührt 

und (wegen: y - 1(*|- < | yd) 

den Punkt wie vorauszusehen 
war, im Innern enthält. 

lim nun die Reihe (8) in eine 
solche nach Potenzen von (y — y^) 
umzuformen, hat man (s. § 46, Nr. 



<9) 





— yp 
yp 


r 


für: \y — yo\<\yo\, also im Innern des Kreises (yo)|yol> welcher offenbar 
mit dem Innern des zuvor fixierten Kreises (ff')Q ein Stück gemein hat. 
Für diesen letzteren Bereich laßt sich daher die Entwicklung (8) in die 
Form setzen: 


< 1 ») 


«ie erscheint also fSr eine gewisse Umgebung der Stelle yo als eine gleioh- 
mäBig konvei^ente Reihe yon Potenzreihen in (y — yg), kann somit nach 

Pringtheinig VorlMangan U, 1. 24 
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dem WeierstraßBi^en. Doppelreihensatze in eine einfache Potenzreihe in 

(y - yo)> 


( 11 ) 




umgeordnet werden. Alsdann folgt aus den bisherigen Ergebnissen^ daft 
das Funktionselement aus ‘y©) ist — 

nötigenfalls mit Hilfe passend gewählter ZwischensteUen. Es läßt sich 
aber zeigen, daß iß(y) bei geeigneter Einschränkung von jy^l sogar stets 
dirM aus — yo) abgeleitet werden kann. Da nämlich, ebenfalls 

auf Grund der bisherigen Ergebnisse, auch umgekehrt aus 

$(y) ableitbar ist, so folgt, daß der Konvergenz- und Gültigkeitsbereich 
von ?ß^®^(y — yo) nicht auf den ursprünglich gefundenen (verhältnismäßig 
kleinen) Kreis um y^ (vgl. die Figur) beschränkt ist, sondern sich auf 
das Innere eines Kreises um den Punkt y^ erstreckt, welcher den Kreis 
I y I « 1 von innen berührt. Wird nun der Bedingung unterworfen 
lyd < Punkt y — 0 in das Innere des betreffenden Kreises: 

alsdann ist aber ^(y) aus $^®^(y — y^) direkt ableitbar (d. h. indem man 
die einzelnen Binome (y — y^)* entwickelt und sodann alles nach Potenzen 
von y ordnet). 

Dieses Resultat liefert jetzt durch Rücksubstitution von x die fol- 
gende Lösung unserer ursprünglichen Aufgabe. Man hat zunächst nach 
dem Vorbilde von GL (8) für [a? — arpl < IrPol — 1: 

00 00 

(12) v¥) -2 “.(* -O ' -2 (- *)’». V*'(i - i )' 

0 0 ® 


und findet hieraus mit Benutzung der aus Gl. (9) resultierenden Beziehung 
00 

(13) a;' - 0 («Ü-: < Ix^) 

0 * 
die Umformung (s. GL (10)): 

(14) g>(x) - «0 +2 (- ly . a, V'(2(- v), V(i - 

1 0 

Wird diese Entwicklung nach Potenzen von — — ) geordnet, etwa 

\X Xq / 

(s. OL (11)): 

(16) 


1) Dieser Bereich wird geometrisch repräsentiert durch die den Punkt 
enthaltende der beiden Halbebenen, in welche die x-Ebene durch die Senkrechte 
im Halbierungspunkte der Strecke Ox^ zerlegt wird. 
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so ergibt sich, wenn Xq der Bedingung unterworfen wird: 

die gesuchte Reihe ?ß durch Entwicklung der einzelnen Glieder 
und Anordnung der Reihe nach Potenzen von — .*) 

V.u x^/ X 

Die vorstebenden Betrachtungen zeigen, daß der am Schlttsse von 
JVr. 4 für endliche Bereidie formulierte Hauptsatz unverändert bestehen 
bleibt, auch wenn der in Frage kommende Bereich sich ins Unendliche er- 
streckt bew. die Stelle oo „im Innern“ enthält. 


§ 49. Anwendung des Hauptsatzes TOn % 48, S. 366 auf gleich- 
mäßig konvergente Reiben regulärer, insbesondere rationaler Funk- 
tionen. — Arithmetische Ausdrücke, welche in verschiedenen Ge- 
bietsteilen verschiedene analytische Funktionen repräsentieren. — 

Reihen von der Form JPix) — 


1. Eine rationale Funktion f\^x) “ offenbar den der 

Funktion (fix) des vorigen Satzes auferlegten Bedingungen in jedem 
noch so großen endlichen Bereiche, aus dem die NullsteUen des Nenners 
ausgeschlossen worden sind, überdies auch noch (wie sich wieder un- 
mittelbar mit Hilfe der Substitution ^ ^ “ ergibt) in der Umgebung der 

Stelle X *= ooy wenn der Grad des Zählers denjenigen des Nenners nicht 
übersteigt. Daher erstreckt sich der Geltungs- und Konvergenzkreis der 

einzelnen Entwicklungen /'(a:) == 5ß(a:|ar0) bzw. fix) = offenbar bis 

zu der oder den zu bzw. x^oo nächstgelegenen Nullstellen von ff^ix) 
(s. § 41, Schluß von Nr. 5, S. 315). 


1) Diese Bedinguog ist, wie leicht ersichtlich, durch 

l«oi>2R 

zu ersetzen , wenn man statt des Bereiches | o; j ^ 1 den Bereich | d? | ^ 12 ^ 1 zu- 
grunde legt. 

2) Bei diesem Beweise wurde, außer der Eindeutigkeit und Regulaxität von 
q>(x) für jedes endliche x des Bereiches |a;|>>12, die ExwUnz einer Beziehung 

von der Form — ausdrücklich vorausgesetzt. Es wird sich später 

zeigen (s. § 52, Nr. 3, S. 391), daß die letztere Voraussetzung entbehrt werden kann, 
sofern nur die Beschränktheit von | 9 )(a;)| feststeht, und daß andererseits die Kocfü- 

zienten der Reihe $ auch noch in anderer Weise (nämlich in der Form von 
Mittelwerten) gewonnen werden können. 


24 
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Es bedeute nun 4(^) v == 0, 1, 2, . . . eine unbegrenzte Folge von 
Funktionen, welche im Innern eines gewissen zusammenhängenden Be- 
reiches 93 eindeutig definiert und regulären Verhaltens sind, was nach dem 
eben Gesagten insbesondere dann der Fall sein wird, wenn die f\{x) ratio- 
nale Funktionen sind, deren Nenner im Innern von 95 keine Nullstellen 

QO 

besitzen. Ferner werde vorausgesetzt, daß die Reihe ^ (x) für jeden im 

Innern von 93 gelegenen abgeschlossenen Bereich 93' gleichmäßig honver- 
giere. Bedeutet dann Xq eine beliebige SteUe im Innern oder auf der Be- 
grenzung von 93', so läßt sich jede der Funktionen in der Form 
darstellen für eine gewisse Umgebung der Stelle Xq (die sich 
übrigens für alle f^{x) bis zur nächstgelegenen Stelle der Begrenzung 
von 95 erstreckt, wie für rationale f^{x) aus dem Schlüsse von § 41 [S. 315] 
hervorgeht, für beliebige f^Xx) aus § 52, Nr. 4, Satz (II a) geschlossen werden 
kann). Alsdann folgt aber aus dem Weierstraßschen Doppelreihensatze, 


daß 

0 


in eine einfache ?ß(a;|a:ö) umgeformt werden kann, so- 


00 

mit an der Stelle x ^ Xq und das heißt schließlich für jede im 

0 

Innern von 93 gelegene Stelle x sich regulär verhält. Hieraus ergibt sich 
aber mit Benutzung des Hauptsatzes des vorigen Paragraphen das fol- 
gende Resultat: 


Konvergiert die Beihe der im Innern eines gewissen zusammen- 
hängenden Bereiches 95 eindeutig definierten und regulären (z. B. 
rationalen) Funktionen f^{x) {v = 0, 1 , 2, . . .) gleichmäßig für 
jeden dem Innern von 95 ungehörigen abgeschlossenen Bereich 93', 
so wird durch den „arithmetischen Ausdruchf^ : 


( 1 ) 

0 

eine im Innern von 93 eindeutige und reguläre analytische Funk- 
tion F{x) dargestellt}) 

Zugleich ergibt sich aus dem Satze über die Existenz und Bildung 
der Derivierten einer gleichmäßig konvergenten Reihe von der Form 


1) Ist F{x) über den Bereich iB hinaus fortsetzbar und verliert in dem so 
erweiterten Bereich den Charakter der Eindeutigkeit, so repräsentiert der arith- 
metische Ausdruck einen im Innern von ^ eindeutigen Zweig der (endlich- 
oder unendlich-) vieldeutigen analytischen Funktion F{x) (vgl. § 47, Nr. S, S. 868). 
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I *o) (®* § ™ Innern von S': 


( 2 ) 


F(-\x) = Jl“) (n = 1, 2, 3, . . .) ‘) 


2. Benutzt man statt des Wei^straßschen den VitaliBchen Doppel- 

reihensatz (§ 45, Nr. 4, S. 343), so läßt sich die Forderung der gleichr 

00 

mäßigen Konvergenz von in dem angegebenen Umfange auf die 

0 

beiden folgenden reduzieren: 

n 

a) Bie Gesamtheit der Partialsuminen ^ (y) (n == 0, 1 , 2, . . .) 

'o 

muß in jedein dem Innern von 8 angehörigen abgeschlossenen Be- 
reich 8' beschränlct sein, 

00 

b) Bie Beihe muß Iconvergieren für unendlich vide 

0 

Stdlen X in beliebiger Nähe irgendeiner im Innern vm 8 ge- 
legenen Stelle Xq 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so bestehen sie insbesondere för 
jeden dem Innern von 8 angehörigen Kreis, der den Punkt x^, im Innern 

enthält, und auf Grund des FzYaMschen Doppelreihensatzes konvergiert 
00 

daher gleichmäßig zunächst im Innern und auf der Peripherie 

0 

eines jeden solchen Kreises. Da sodann jeder Punkt des auf diese Weise 
geschaffenen Bereiches gleichmäßiger Konvergenz die Rolle des Punktes 
übernehmen kann, so läßt sich vermittels eines begrenzten Fortsetzungs- 
verfahrens jeder beliebige Innenpunkt x’ von 8 dein Bereiche gleich- 

00 

mäßiger Konvergenz einverleiben. Die Reihe konvergiert also 

0 

gleichmäßig in der Nähe jedes Innenpunktes von 8 und somit nach einem 
früher bewiesenen Satze (§ 29, Nr. 2, S. 238) auch in jedem dem Innern 
von 8 angehörigen abgeschlossenen Bereich 8'. 


1) Anders geschrieben: 

00 00 

0 0 

d. h. die Derivierten der Reihe werden durch gliedweise Derivation ge- 
funden. 
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Damit ist aber schließlich wieder die in Nr. 1 gemachte gleich- 
lautende Voraussetzung erfüllt und es gilt daher der folgende („Vitali- 
sehe*') Satz: 

Genügen die im Innern des eusmnmenliängenden Bereiches ^ 

eindeutig definierten und regulären Funktionen f^{x) (v = 0, 1, 2, . . .) 

00 

den Bedingungen a) und b), so hmvergiert die Beihe 

<0 

gleichmäßig in jedem dem Innern von 33 angehörigen abge- 
schlossenen Bereiche 33' und stdU eine im Innern von 33 eindeutige 
und reguläre analytische Funktion dar, deren Derivierte durch 
gliedweise Derivation gebildet werden können, 

3. Besteht der Bereiche, in welchem die Funktionen 4(:r) außer der 
Eindeutigkeit und Regularität die Eigenschaften a) und b) besitzen^ bzw. 
(was ja nach dem in Nr. 2 Gesagten auf dasselbe hinausläuft) der Bereich 


gleichmäßiger Konvergenz von aus mehreren getrennten Stücken, 

0 

so stellt zwar auf Grund des Ergebnisses von Nr. 1 und 2 der arith- 


metische Ausdruck F^^^jf^{x) in jedem einzelnen dieser Teilbereiche 

0 

eine eindeutige analytische Funktion regulären Verhaltens dar. Es be- 
steht aber keinerlei Handhabe zu der Annahme^ daß die auf diese Weise 
in den verschiedenen Teilbereichen definierten analytischen Funktionen 
Bestandteile einer und derselben analytischen Funktion sein müßten. Viel- 
mehr lassen sich sehr einfache Reihen der fraglichen Art angeben^ welche 
in verschiedenen Teilbereichen ganz verschiedene (d. h. nicht durch ana- 
lytische Fortsetzung in Zusammenhang zu bringende)^ ja sogar verschie- 
dene ganz willkürlich vorzuschreibende analytische Funktionen darstellen. 

Beispiel. Es möge (i/ ~ 0, 1, 2, . . .) eine unbegrenzte Folge 
wachsender natürlicher Zahlen bedeuten (also: ^ + 

lim — + cx>) und es werde gesetzt: 

(8) .ndfar.^1: 


X^v — 

(l — 


Da die Wurzeln der öleichung 1 für jedes v == 0, 1, 2, . . . auf 
dem Kreise \x\ — 1 liegen, so ist jedes f^(sc) eindeutig und regulär so- 
wohl für |a:| < 1, als für \x\ > 1. Des weiteren hat man: 


(4) 


" 1 _ > +2 (i _ arV'.’ 1 _ 0 1 - ’ 
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und für | | ^ p < 1 : 


für I a: I ^ r > 1 : 


1 

1 — a?*"* 






9 


1 — i r**» — 1 



1 


r — 1 ■ 


Die Summen (w — 0, 1, 2, . . .) sind also in ihrer Gesamtheit he- 

0 

schränkt in den beiden Teilbereichen la:| ^ p < 1 und |a5| ^ r > 1 (die, 
wie nahe an 1 man auch q und r annehmen möge^ immer durch die Linie 
ja:| =- 1 getrennt bleiben). 

Außerdem ist, wegen: 


^ I =1 für: \x\^Q<l, 

n->»i 1 = 0 für: |a;|^r>l, 


die aus (4) für n cx> hervorgehende unendliche Reihe für |a;| ^ und 
I a; I ^ r Iconvergmt, und zwar, da nunmehr die Bedingungen a) und b) von 
Nr. 2 erfüllt sind, in jedem dieser Teilbereiche gleichmäßig konvergent^ 
Man findet nun aus 61. (4) und (5): 


( 6 ) 



für I a;| ^ ^ < 1 , 
für |a?| ^r> 1 , 


und zwar nimmt die vorstehende Reihe eine besonders einfache Form an, 
wenn gesetzt wird: » 2*'. Alsdann ergibt sich nämlich: 


1) Man kann sich (bei Beschrilnkung auf den Satz von Nr. 1) auch leicht 
direkt von der Gleichmäßigkeit der Konvergenz von ^fy{x) für hzw. 

j o; I ^ r überzeugen. Man hat für | a; | ^ ^ 1 : 


-R« 


L_) L_ + i = 

\1 — s^v 1 — 1 — X^n 

*• + 1 

also, wenn gesetzt wird g — t—tt » d > 0 : 

l+ö 

und daher: 

|lf,(®)|<* für 1*1 
sobald n der Bedingung genügt: 


X^ 

l ^X^n ’ 


Analog für l«|>r>l. 
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und daher schließlich: 


( 7 ) 



für |a!|<l, 
für |af| > 1 . 


Der arithmetische Amdruck stellt also im Innern des Einheits^ 
kreises die analytische Funktion^^ außerhalb desselben die „analfftische 
Funktion“ 0 dar, d. h. läßt sich (infolge der gleichmäßigen Konver- 
genz, durch Entwicklung der einzelnen Glieder und entsprechende Um- 
ordnung) fttr |a?| < 1 in eine 5ß(a;) mit der Summe 1, für \x\ > 1 in eine 

mit der Summe 0 entwickeln (die betreffenden Reihen reduzieren 

sich also bei wirklicher Ausführung der entsprechenden Entwicklungen 
auf das konstante Glied 1 bzw. 0). 

In dieser Form wirkt das vorliegende Beispiel eines arithmetischen 
Ausdruckes, der in verschiedenen Teilgebieten verschiedene analytische 
Funktionen darstellt, wegen der allzu speziellen Natur der beiden darge- 
stellten analytischen Funktionen, noch nicht recht schlagend. Diesem Um- 
stande läßt sich jedoch in folgender Weise leicht abhelfen. 

Es seien zwei ganz bdieiig vorgeschriebene eindeutige 

analytische, z. B. rationale Funktionen, und es werde gesetzt: 


= •p’« • + (1 - K) • 9»(«) “ - 9|(«)) + 9>i(«) 


( 8 ) 




SO hat man: 


( 9 ) 


| — 9>i(®) für |a!l<l 


SO daß also der airiümetiache Anaärw^ in den beiden Teilgebieten 
|s;| < 1 und |d;| > 1 je eine der beiden anciUfHschen Funktionen 
9 ),(a;) darstellt. 

Dieses Ergebnis ^t sieb nodi in mannigfacher Weise, z. B. fol- 
gendermaßen Temllgememern. Es sei r' eva.e positive, a eine beliebige honh- 
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plexe Zahl und es werde x durch in ersetzt^ so findet man: 



wenn \x — a\<ir, also innerhalb \ 
wenn \x — a | > r , also außerhalb ) 


des Kreises (a)r'. 


Nun seien m sich nicht schneidende Kreise mit den Mittelpunkten 
a, , a,, . . ., und den Radien r,, , . . außerdem m + 1 beliebige 
eindeutige analytische, z. B. rationale Funktionen 9?i(rc), 

Torgelegt. Alsdann wird der arithmetische Ausdruck: 


( 11 ) 


\ 

I * 9>m+l(®) 

m 

- 9>„+i(a:)) + SP„+i(®) 


innerhalb eines jeden der m Kreise {a^r^ (i/ = 1, 2, . . m) die entspre- 
chende analytische Funktion dagegen in dem außerhalb aller Kreise 

liegenden unendlichen Gebiete die analytische Funktion darstellen. 

4. Eine für den Bereich: < | a? — < R (wo B beliebig 

groß^ eventuell auch = + oo^)) kouTergierende Reihe von der Form: 


+ 00 

F{x - x^) “ * 0 )” 


bildet offenbar einen besonders einfachen Typus der in Nr. 1 mit 
bezeichneten Reihen. Denn jedes Beihenglied a^(x — XqY ist (auch für 
V <0: vgl. § 41, Nr. 5, S. 314) im Bereich < |a: — XqI < 2J regulär 
und der Bereich gleichmäßiger Konvergenz besteht hier aus jedem Ring- 
gebiete -Ri)+d^|iP — d > 0 beliebig klein und, im 

Falle R-» + 00 , an die Stelle von B — d jede noch so große positive 
Zahl gesetzt werden kann). Diese Feststellungen genügen*), um auf 
Grund des Satzes von Nr. 1 zu erschließen, daß P(x — x^) eine im Innern 
des Ringgebietes < |a; — a?o | < i2 eindeutige aruilytische Funktion regu- 
lären Verhaltens darsteUt. 


1) Der Bereich („das Ringgebiet“) < | £C — K -B kann also eventuell 
aus der ganzen a;*£bene mit Ausschluß der Stellen x^, und 00 bestehen. 


+«> 

(Beispiel: 2 


2) D. h. man hat nicht notwendig, von der früher (§ 46, Nr. 3, S. 863, Gl (86)) 
durchgeführten Transformation der Reihe F{x — x^) in eine — x,) Gebrauch 
au machen. 
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Es erweist sich nun für die weitere Ausgestaltung der Lehre yon 
den analytischen Funktionen als bedeutungsvoll, daß dieses Ergebnis um- 
kdirbar ist, d. h. daß eine im Innern eines Ringgebietes 12^, < |a; — oTqI < B 
eindeutige und reguläre Punktion auch stets in der Form P{x — dar- 
gestellt werden kann. 

Um dieses wichtige, den Inhalt des sogenannten Zauren^schen Satzes 
bildende Resultat herzuleiten, schicken wir zunächst zwei Hilfssätze vor- 
aus, deren erster zugleich die Möglichkeit bieten wird, die Voraussetzung 
des regulären Verhaltens durch eine gänzlich anders geartete zu ersetzen, 
die scheinhar eine wesentlich größere Tragweite besitzt, späterhin sich 
jedoch nur als vollkommen gleichwertig erweisen wird; während der 
zweite, an den früher (§ 35, S. 272) eingeführten Mittelwertbegriff an- 
kuüpfend, uns das eigentliche Beweisinstrument für den fraglichen Satz 
liefern wird. 


§ 50 Gleichmäßige Konvergenz der Differenzenqnotienten gegen 
die Derivierte. — Gleichmäßige Differenzierbarkeit. 

1. Satz. Ist F(x) eindeutig und regulär im Innern und auf 
der Begrenzung des endlichen Bereiches S, so konvergiert der 
y^BifferenzenguotienV^ 

F(x -|- h) — F(x) 
h 


mit verschwindendem h in 93 gleichmäßig gegen die Derivierte 
F\x), d. h. zu beliebig Meinem £ > 0 läßt sich d > 0 so fixieren^ 
daß für alle x des genannten Bereiches die Beziehung besteht: 


( 1 ) 

Beweis, 
von der Form: 


F{x + h)^-F (^ - ■FXic)| < g, faUs|A|^d. 

Für jede Stelle x des Bereiches 93 besteht eine Beziehung 


( 2 ) Fix + h)~-^.^Fi%x)-h\ 

0 


Der Geltungsradius dieser Reihenentwicklung besitzt für die Gesamtheit 
der Stellen x ein von Null verschiedenes Minimum p^), so daß also die 


1) Dies folgt wieder aus der in § 48, Nr. 2 (S. 864) bewiesenen Stetigkeit des 
Geltungsradius bei veränderlicbem x. (Um den Satz in der a. a. 0. gegebenen 
Fassung auf den vorliegenden Fall zu übertragen, ersetze man in 61. (2) x durch 
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Relation (2) sicher für alle x des Bereiches S3 gilt, falls |A{ < q. Daraus 
folgt dann weiter: 

(3) i 2f’(0(a;) . Ä- > 

2 

00 

0 

Nun besteht offenbar für F'\x\ und zwar ebenfalls für alle x^ wenn 
|Ä| < ^, die mit (2) analoge Entwicklung: 

00 

F"{x + h) 

0 

Da andererseits nach Annahme einer positiven Zahl 8 <Cq der absolute 
Betrag der stetigen Funktion F'\x + h) für alle x des Bereiches S und 
|%| ^ d unter einer endlichen Schranke g bleibt, so hat man nach dem 
Cauchysc^en Eoeffizientensatze: 

und daher nach Gl. (3), sofern nur j ä [ ^ d: 


F{x 4- h) - 
h 


F\x) <g^ 


{v + 1) (v + 2) 


also, wenn d < p so angenommen wird, daß g8 wie behauptet: 

(1) + _ 2P'(a;)| < e 

für alle x des Bereiches S, sofern nur jÄ] ^ d. 

2. Die charakteristische Ungleichung (1) behält offenbar auch noch 
eine bestimmte Bedeutung, wenn F\x) nicht eine Derivierte in dem hier 
ein für allemal festgestellten Sinne (s. § 43, Nr. 1, S. 323), sondern den 
(im komplexen Sinne zu verstehenden) Differentidlqmtienten einer für den 
Bereich ö eindeutig definierten Funktion F(x) bedeutet, d. h. den Grenz- 


nnd h durch x — x^, so daß also: 


F{x) ^ P''>(x,) . (* - x,r 
0 

Die Stetigkeit des GeltungstadiuB besteht dann bei veränderlichem x,, welches ja 
jetzt die Bolle des ursprünglichen Zeichens x spielt.) 
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wert (ygl. § 15, Nr. 3, S. 142): 

A->0 h 

bei beliebig komplex gedachten^ gegen Null konvergierendem Man 
erkennt leicht, daß eine Funktion JP(a?), die in dem angegebenem Sinne 
einen Differentialquotienten besitzt, an jeder Stelle, wo dieser von NuU 
verschieden ist, eine Iconfarme Abbildung vermittelt. Ist nämlich eine 
solche Stelle, so hat man bei beliebigen Grenzöbergängen A,— >0: 

und somit: 

lini -^(^0 "1" 1 

h,X!^oFix, + \) ~ Fix,) ‘ Ä, ^ ^ 

anders geschrieben: 

lim yuzü« . =» 1 ^ 

XitZ^-^Xo Vx Vq ^^0 

wenn gesetzt wird: 

x^ + h^^x^, a:, + //, = «,, y, - (v - 0, 1, 2). 

Diese Beziehung ist aber, wie die Vergleichung mit § 17, Nr. 3, 61. (15) 
(S. 160) zeigt, hinreichend für die Konformität der Abbildung an der 
Stelle Xq. Wenn also jetzt F\x) durch die Gleichung definiert ist: 

(4) 

und angenommen wird, daß dieses F\x^ für jede Stelle x des abgeschlos- 
senen Bereiches S3 einen bestimmten Wert besitzt, in S3 beschränkt ist 
und überdies der Ungleichung (1) in dem angegebenen Umfange genügt, 
so soll gesagt werden, F{x) sei in 95 gleichmäßig differenzierhar. 

Da ja allemal, wenn eine Derivierte existiert, diese zugleich den 
Differentialquotienten der betreffenden Funktion darstellt, so kann der 
Inhalt des vorigen Satzes auch dahin formuliert werden, daß jede in 93 
reguläre Funktion daselbst auch gleichmäßig differenzierbar ist. Daß auch 
das umgekehrte stattfindet, wird sich weiterhin ergeben. 

Zunächst knüpfen wir an die Ungleichung (1) noch die folgende 
BemerkuDg. Ist dieselbe erfüllt, besteht also in 85 gleichmäßige Diffe- 
renzierbarkeit, so hat man, wenn man noch -- statt b schreibt, für' alle x 
von 95: 

I < i , wenn | Ä | ^ 


1 W| < 2> 


wenn | A | ^ J, 


und ebenso: 
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und daher: 

F{x + h)-^F{x) F{x + k) — F{x) ^ f|Ä|<d, 

Im Anschluß an den soeben eingeführten Begriff der gleichmäßigen 
Differenzierbarkeit beweisen wir für spätere Verwendung noch den fol- 
genden Hilfssatz: 

Sind f^{x)y f^{x) in S3 eindeutig definiert und gleichmäßig 
differenzierbar, so gilt das gleiche auch von dem Produkte 

Beweis. Um zunächst die Existenz von F'{x) zu erweisen, hat man: 

F{X'\-h) — F{x) ^ h(x + h)-f^{x + h) — f.jx) > f^{x) 

*-►0 h A->o h 

und, wegen lim + ä) = fii^) (da ja die Existenz eines endlichen Diffe- 
rentialquotienten allemal die Stetigkeit involviert): 

(6) F'{x) = U{x) . f’{x) + /; {X) . U\x ) . 

Sodann ergibt sich: 

^f,{x + h)- + /;(^) . 

- /■*(») • fl{^) - fi{x) ■ f^{x) 

= ifi(ß + h)-fp:)) • fiix) +U{x + h) 


+ /;(*)( 






Nun bleiben \ f^ (a?)|, \f%(x+h)\, |/i'(^)| S3 unter einer endlichen Schranke 
g, so daß also: 

+ 

also, da jeder der drei rechts stehenden Summanden durch passende Ein- 
schränkung von \h\, etwa für |A| ^ d, kleiner gemacht werden kann, als 
schließlich 

|^:fe±^ZlZ^)_jr(a:)|<« farA^d, 
womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 
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§ 51. Konstanz des Mittelwertes WiF{tr) in ringfSrmigen bzw. 
kreisfSrmigen Bereichen regulären Yerhaltens oder gleichmäßiger 

Differenzierbarkeit. 

1. Satz. Ist F{x) in dem Bereiche (Kreisringe) i?o ^ I ^ I 
eindeutig definiert und an jeder Stelle regulär oder auch nur in 
dem obigen Bereiche gleichmäßig differenzierbar y so ist ^OtF(tr) 
für alle r des Intervalls B^^r Tcomtant^ so daß also: 

ÜÄ jF(cr) — 9WJF(ero) , wenn: R^^r^<r ^R. 

Ist Rq = 0, besteht also der fragliche Bereich aus dem Kreise 
0 ^\x\^Ry so hat man entsprechend: 

aRF(cr) - mF(t • 0), d. h. F(0) für: r£R, 

Beweis. Aus der Voraussetzung folgte daB der Diiferenzenquotient 
von F(x) der Relation (5) des vorigen Paragraphen genügt^ daß also zu 
beliebig klein vorgeschriebenen £ > 0 bei passender Verkleinerung von 
h und Je 

ru F{x + h)^F(x) F{x + k)-^F{x) \ 

h k 


wird^ und zwar gleichmäßig für alle x des fraglichen Bereiches. 

Es werde nun, nachdem £ > 0 beliebig klein, und r willkürlich 
innerhalb der oben bezeichneten Grenzen angenommen sind, eine natür- 
liche Zahl m so fixiert, daß, wenn gesetzt wird: 


(2) S («^o: r - r« + wd) , 


die Ungleichung (1) für | A| ^ d, | A: | ^ d erfüllt ist. 

Bedeutet ferner c„ die Hauptwurzel der Gleichung x^ 1, so läßt 
sich eine untere Schranke n' für n so festsetzen, daß: 

(3) ^ * kn 1 i ^ ^ w ^ 

Bezeichnet man sodann mit q eine beliebige Zahl des Intervalls 
^ p ^ r — d, und setzt zugleich: 


( 4 ) 


a: = c; • p 
Ä = c: 




''9 

so hat man für n ^ n: 

iÄ| = d 

und daher nach Ungl. (1): 

1 F(c;(g + d))-.F(c;e) _ \ 

<9 «c«— l)p 


( 5 ) 
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also durch Multiplikation mit der Gleichung | d | » d 

(6) + d)) -F(e;(f) + 

Substituiert man hier für v der Reihe nach die Zahlen 0, 1, . . 2" — 1, 
addiert die resultierenden Ungleichungen^ ersetzt sodann auf der linken 
Seite die Summe der absoluten Beträge durch »den absoluten Betrag der 
Summe und benützt die Beziehung: 

^(J’(c;+V) —F(c;q)) = 0 (wegen: c,® = 1), 

0 

so ergibt sich: 

f«-l 2«-l 

^rF(c:(Q + ö))-^.F{c;^) <2”ds, 

0 0 

und daher durch Division mit 2" die Mittelwertbeziehung (s. § 35, S. 270, 
Gl. (D): 

\m,F(t[Q + d])-m,Fitp)\<da (n^n), 
also für n —> oo: 

(7) |aßF(c[p + d]) - aÄJP(ep)| ^ da. 

Ersetzt man hier p durch (/t — l)d (was gestattet ist, falls 
so folgt zunächst: 

* |aRF(cK+fidl)-aÄF(e[ro+(^^ 

und hieraus durch Substitution von == 1, 2, . . ., w und Addition der 
resultierenden Ungleichungen, wenn man wieder auf der linken Seite die 
Summe der absoluten Beträge durch den absoluten Betrag der Summe 
ersetzt: 

(8) I mF{tr) ~ a»F(cro) | ^ mdf * (r - r^) a 

(wegen: rQ+ md ^ r nach Gl. (2)). 

Da es aber freisteht a unbegrenzt zu verkleinern, so ergibt sich 
schließlich, wie behauptet: 

(9) äR2^(cr) « ^atF(tr^) (für: J?o ^ ^ ^ -R) • 

Ist Bq — 0, d. h. besitzt F(x) die Eigenschaft regulären Verhaltens 
bzw. gleichmäßiger Differenzierbarkeit in dem Kreise 0 ^\x\^By so er- 
leidet das an Ungl. (7) geknüpfte Schlußverfahren keinen Abbruch, wenn 
man — 0 setzt, und es tritt sodann an die Stelle der Gl. (9), wie be- 
hauptet, die folgende: 

(10) 2RF(cr) - mF(t • 0) = F(0) (für: r ^ R). 
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Hieraus folgt noch, wenn man F{x) durch x^'Fix) (y ^ 1) ersetzt, daß 
unter den zuletzt über F{x) gemachten Voraussetzungen: 

(11) 3R((crr2^(cr)) 0, wenn: v'^1. 

2. Die in den Gleichungen (9), (10), (11) enthaltene Eigenschaft des 
Mittelwertes 2W(J’(er)) fezw. ^Sft(iitry • F(tr)) bleibt erhalten, wenn die 
über F(x) gemachten Voraussetzungen nicht ganz in dem angegebenen 
Umfange bestehen. Sind sie zunächst nur erfüllt im Innern des betreffen- 
den Kreisringes (bzw. im Innern des betreffenden Kreises mit Ausschluß 
des Mittelpunktes), also für Rq<C\x\ < R (bzw. 0 < |a;| < J2), so gilt 
Gl. (9) bzw. (10), (11) für ^ < r ^ /, wenn r so angenommen 

werden, daß: Rq dr <R (bzw. 0 < < / < R). Und da es frei- 

steht, und r den Grenzen und R bzw. 0 und R beliebig zu nähern, 
so gelten die fraglichen Gleichungen schließlich für < r < JB bzw. 

0 <r^<r <R, 

Nun kann aber — selbst wenn in bezug auf F{x) gar nichts anderes 
feststeht, als die Eigenschaft der gleichmäßigen Stetigkeit in dem frag- 
liclien Bereiche — SKJ’(cr) gleichzeitig mit r sich immer nur stetig • 
ändern. Denn aus der Beziehung: 

(12) SÄ.JF’Cer') - - F^r)) 

0 

folgt unmittelbar: 

(13) |a»„ner')-3R,l’(er)|<*, 
faUs: 

(14) |F(c;r)-F(c;r)|<£, 

was ja infolge der vorausgesetzten gleichmäßigen Stetigkeit von F{x) 
durch passende Verkleinerung von Ic^r —c^r\, d.h. schließlich von|r'— r| 
stets erzielt werden kann. Daraus folgt dann weiter: 

(15) I SW F(cr') - mF{er) | ^ « 
und somit schließlich: 

(16) lim mF{er) ^ SWF(cr). 

Ist also F(x) beim Übergange zu den Grenzen |ä:| — JB, \x\^ R^ wenig- 
stens noch stetig, so bleibt auf Grund der Grenzbeziehung (16) die Gl. (9) 
auch noch für r =* jB bzw. R^ gültig.^) Ebenso ist das Bestehen von 


1) Nach dem in § 86, Nr. 8 (S. 272) Gesagten besteht dieses Resultat unver- 
ändert, wenn die Stetigkeit oder eindeutige Bestimmtheit von F(x) für |aj| = B 
bzw, an einer endlichen Anzahl von Stellen Ausnahme erleidet, sofern 

nur |JF(a;)| stets unter einer endlichen Schranke bleibt. 
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§ 51. Konstanz des Mittelwertes 3StF(tr). 
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Gl. (10) schon gesichert, wenn nur feststeht daß F{x) für a; — 0 noch 
stetig ist, während für das Bestehen Ton Gl. (11) sogar die Beschränkt 
heit von F(x) in der Nähe von a; — 0 ausreichen würde. 

Sodann aber wird das Bestehen von Gl. (9) bzw. (10), (11) auch 
dann nicht alteriert, wenn die Gültigkeit der gemachten Voraussetzungen 
für eine endliche Anzahl im Innern gelegener Stellen nicht feststeht^), 
eofern nur |J?’(a;)l stets unter einer endlichen Schranke g bleibt. Um die 
Richtigkeit dieser Behauptung zu erkennen, genügt es offenbar, dieselbe 
für den Fall einer einzigen derartigen Ausnahmestelle zu erweisen, deren 
absoluter Betrag mit p bezeichnet werden möge. Man bemerke zunächst, 
daß dadurch die Existenz von 9^2^(ep) in keiner Weise beeinträchtigt 
wird (vgl. § 35, Nr. 3, S. 272), und daß für r ^ p nach Analogie von 
Gl. (13) auch die Beziehung besteht: 

<17) lim WtF(tr) « 2Ä ^(c p). 

An Stelle der Ungleichung (13) erscheint nämlich in dem vorliegenden 
Falle bei passender Verkleinerung von |p — r| die folgende: 

(18) - 9R«F(er)| < a + 

da ja in der definierenden Summe: F(c^r)) der Abso- 

0 

lutwert eines einzigen Summanden zwar nicht < £> aber immerhin 

< (y)“* 2 g ausfällt. Daraus folgt aber für w — ► cx) in voller Analogie 
mit Ungl. (15): 

<19) laÄF(cp) ~ mF{tr)\ £ 6, 

woraus dann die Richtigkeit von Gl. (17) unmittelbar hervorgeht. Ist jetzt 
r^<r < Q <r' <i r, so hat man, wie früher: 

(20) 9RF(cro) =- 2RF(c/) , 3» JP(cr ') - aRF(er) , 

und zwar bei beliebiger Annäherung von r und r ' an p; andererseits 


1) Wir sagen ausdrücklich, wenn nur feststeht, daß . . . und nicht: wenn F{x) 

für nur stetig ist (sc. ohne regulär zu sein). Es wird sich nämlich zeigen, 

daß dieser Fall überhaupt nicht eintreten kann; d. h. wenn außer den übrigen 
Bedingungen die Stetigkeit von F{x) für o; > 1 « 0 besteht, so ist F(3^) an dieser Stelle 
nachweislich auch regulär. 

2) Vgl. die vorige Note. Auch hier zeigt sich nachträglich, daß die frag- 
lichen Bedingungen an den vorläufig ausgenommenen Stellen von selbst erfüllt 
sind, wenn zu der im Text vorausgesetzten Endlichkeit noch die Stetigkeit hinzu- 
kommt. 

Pringiheim, Vorlofungen U, 1. 
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nach Gl. (17): 

(21) Um mF(tr') - 3R JJ’(ep) - lim SRJ’(er"), 
und daher schUeßUch: 

(22) SRJ’(er,) - 3RJ’(ep) - aKF(er) , 
womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

§ 52. Entwieklimg einer in einem Kreigringe oder Kreise regn* 
liren hsw. gleichmftßig differenzierbaren Funktion in eine Potenz- 
reibe (Lanrentseher nnd Canchy-Taylorscher Satz). 

1. Satz. I. Ist die Funktion f{x) in dem Kreisringe 
J2q < I x I < .B eindeutig definiert und entweder für jede einseine 
Stäle regulär oder in jedem Bereiehe »V» ^ | | ^ r (hei r^ > 
r <.B) gleichmäßig di/ferensiethar, so läßt sidi f{x) m eine für 
i2Q< |a;| < B absolut konvergente Bähe nach positiven und negor 
üven Batensen von x entwickdn, nämlüh: 

( 1 ) f{x)-^a,x\ 

— OD 

wo: a, — 3K((ep)~’' • /"(ep)) und p eine helidnge Zahl des Inter- 
valls Bo< p < B bedeutet (Laurentscher Sats). 

IL Gelten die genannten Voraussetsungen für das Innere des 
Kreises 0 ^ |a;| < B, insbesondere digenige der gleUImäßigen 
Di/ferensierbarkeit für jeden Bereich 0^|a:|^r<B, so redu- 
siert sich die obige Entwicklung auf eine für 0 ^ |d;| < B ohsclut 
konvergente Beihe nach positiven Batensen, nämlich: 

(2) f{x)-^raX, 

0 

wo wieder: a„ — 3B((ep)~’’ - ^(ep)) und p jetst eine beUänge Zahl 
des Intervalls 0 < p < B bedeut (Cauehy- Taylor scher Sats), 
Beweis zu L Es bezeichne ä eine ganz beliebig im Innern de» 
Ereisringes B^< |d;| < B angenommene Stelle nnd es werde gesetzt: 

(3) F(x)^x-f^^P- 

Ist nun f{x) für jede im Innern des Kreisringes gelegene Stelle 
regulär^) y so gilt das gleiche offenbar auch für F(x) als Produkt Ton 


1) Da jede in irgendeinem abgescblossenen Bereiche reguläre Funktion nach 
§ 60, Nr. 1 als gleichmäßig differenzierbar erkannt wurde, so würde es selbstrer- 
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§ 52. LaurenUches und Cauchy-Taylor^ch&c Satz. 
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f{x)— fipT) und — mit eventueller Ausnahme der Stelle x » Xj da 

ja . , abgesehen von der ebengenannten Stelle^ durchweg regulär ist. 
Für die Umgebung dieser Stelle x hat man andererseits: 

00 

fU) = /-(aj') +2Ä 
1 

und daher: 

00 

(4) F(x)^x p^x) ■ (.« - xJ - \ 

1 

SO daB also F{x) schliefilich auch für x^ x noch regulär ist. 

Geht man andererseits von der Voraussetzung aus, daß f{pc) für 
jeden Bereich Fq<, rQ<^ r d It, nur die Eigenschaft 

der gleichmäßigen Differenisierharlceit besitze, so gilt das gleiche auch für 
F(x) in der Umgebung jeder von x verschiedenen Stelle, da ja der zu 

/■(rc) hinzutretende Faktor - in dem besagten Umfange sogar regu- 
lär ^ also nach § 50, Nr. 1 (S. 378) auch gleichmäßig differenzierhar ist 
und somit der Satz von § 50, Nr. 3 über das Produkt zweier gleichmäßig 
differenzierbarer Funktionen in Kraft tritt. 

An der in diesem Zusammenhänge zunächst ausgeschlossenen Stelle 
x^x erscheint F{x) unter der Form ist also daselbst überhaupt 
nicht definiert. Da aber 

lini.i;’(a;) = lim.»' • 

x~>x' x->x X — sc 

(5) - »' . =. »' . nx), 

also endlich und bestimmt ist, so bleibt | F(x) | in der Umgebung der 
Stelle x' unter einer endlichen Schranke, so daß also auf Grund der am 

stäDdlich genügen, den Torliegenden Beweis unter Voranssetzung dieser letzteren 
Eigenschaft zu führen. Es schien mix jedoch nützlich, ausdrücklich zu zeigen, 
wie sich der fragliche Beweis gestaltet, wenn man im Sinne der WeierstraßBchen 
Funktionentheorie unter Ausschaltung des infinitesimalen Begriffes der gleich- 
mäßigen Differenzierbarkeit die wesentlich elementarer geartete Eigenschaft des 
regulären Verhaltens zugrunde legt. Auf der anderen Seite wird die gleichzeitige 
Durchführung des Beweises unter der scheinbar weniger speziellen Voraussetzung 
der gleichmäßigen Differenzierbarkeit die Möglichkeit liefern, die vollkommene 
AquivaUm der beiden zunächst so verschiedenartig erscheinenden Voraussetzungen 
nachträglich festzustellen und auf diese Weise die wünschenswerte Beziehung 
zwischen den Grundlagen der Weier straßzehen und der CaiicÄy-JRtcwiawwschen 
Funktionentheorie zu gewinnen. 


26 ’ 
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Schlüsse des yorigen Paragraphen gemachten Bemerkung die Anwend- 
barkeit des Satzes Ton der Konstanz des Mittelwertes durch das Vor- 
handensein der Stelle x nicht beeinträchtigt wird. 

Man hat also, wenn die Zahlen und r< so, daß r^<i\x'\<r, 

im übrigen beliebig angenommen werden, unter jeder der beiden in Be- 
tracht gezogenen Voraussetzungen: 

(6) 3JlJ’(ero) = aRl?’(er), 

d.h. 


3» 


® ("• ■ . 

■ m - ■ m 


(ero 

anders geschrieben: 


er« — Ä 


er* 


oder schließlich: 


Da \x'\ <r, so ergibt sich durch Entwicklung von nach 


1 — - 


er 


positiven Potenzen von ^ mit Benutzung von § 35, Gl. (19), S. 274: 

00 00 

(8) ■ *" - 1 , 

0 0 

(da außerdem nach § 35, Gl. (21/2): SRcer)*”— 0 för v — 1, 2, 3, . . ., nur 
aR(er)» - 1) und: 

00 00 

(9) • Aer)) • x'\ 

0 0 

Da andererseits |a?'| > r^, so findet man durch Entwicklung von 


er* 


— — nach positiven Potenzen von ^ : 
« - l!o ^ 


(10) an 


er. 


er, — « 


3» 




® 1 
Durch Einführung der vier Entwicklungen (8) — (11) in die Ql. (7) er- 
gibt sich: 

00 00 

(12) f(x') -2 S«((er)-» . f(er)) • ar" 3R((ero)' • f(ero)) • 
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Nan lassen sich aber die jetzt als Koeffizienten der rechts stehenden 
Reihenentwicklungen auftretenden Mittelwerte (aus denen ja die in den 
ursprünglichen Mittelwerten auftretenden kritischen Nenner tr — x und 
cr^ — x' verschwunden sind) noch auf eine gemeinsame Form bringen. Da 
nämlich die Funktionen ^ • f{p^ (v « 0, 1, 2, . . .) für das ganze Innere 
des Ereisringes regulär bzw., wenn nur die gleichmäßige Differenzierbar- 
keit von f{pc) vorausgesetzt wurde, daselbst ebenfalls gleichmäßig diffe- 
renjsierbar sind^), so läßt sich der Satz von der Konstanz solcher Mittel- 
werte in der Weise anwenden, daß man r durch r^ oder r^ durch r oder 
auch beide Zahlen durch eine beliebige dem Intervall angehörige 

Zahl ersetzen kann. Versteht lüan also unter p irgendeine der Bedingung 
r genügende Zahl, so hat man: 

(13) üR((err’'./*(er))»2R((cpr^-Acp)), ä«((ero)Y(eyo))“-Sro((ep)Y(ep)> 

Schreibt man dann noch in (12) x statt x' und ersetzt in der zweiten der 
betreffenden Reihen den Index v durch — i/, so nimmt die obige Ent- 
wicklung die einfache Form an: 

(I) fix) =2 

— 00 

und zwar gilt sie zunächst für yQ<|a:|<r,d.h. schließlich für iiQ<|a:|<JZ*), 
während analog p jede beliebige Zahl des Intervalls < p < i2 be- 
deuten kann. 

Beweis zu II. Für den Fall, daß das reguläre Verhalten bzw. die 
gleichmäßige Differenzierbarkeit von f(x) sich auf das Innere des Kreis- 
gebietes 0 ^ |a;| < JB erstreckt, findet man nach § 51, Gl. (11) (S. 384) 
für 0 < p < iZ und 

(14) aR((cpr.r(ep))«o. 

Infolgedessen verschwinden für 0 < |ic| < JR in Gl. (I) aUe Reihenglieder 
mit negativem v, und die betreffende Entwicklung reduziert sich daher 
auf die folgende: 

00 

(I I) f{x) aR ((ep)- •• • /■(ep)) ■ x\ 

0 

zunächst gültig für 0 < |x| < Jß, schließlich aber, wie aus Gll. (10) des 
§ 51 (S. 383) hervorgeht, auch für a; — 0. 

iC 

1) Vgl. das oben in bezng auf j'fipS) Gesagte. 

X ~ X 

2) Denn, wie nahe man auch Ixj an oder an B annehmen mag, so gibt 
es immer noch (unendlich viele) Zahlen r„, r von der Beschaffenheit, daß: 

B,<r,<\x\<:r<B. 
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Die Reihe (II) kann natürlich keine andere als die Mac Laurimche 
Reihe (vgl. § 42, Nr. 1, GL (9), S. 318) sein. Denn ist f(x) überhaupt als 

d0 

Summe einer Reihe von der Form^^a^x’ darstellbar, so findet mau: 


1 

und, da eine solche Darstellung nur auf eine Weise möglich ist, durch 
Vergleichung mit (II): 

(15) - SÄGer’OAep)) (v = 1, 2, 3, . . .), 

wie bereits bei früherer Gelegenheit sich ergeben hatte (a. a. 0. Gl. (10)). 

2. Die Entwicklungen (1) und (II) bleiben gültig, falls für eine end- 
liche Anzahl von Stellen x' des in Frage kommenden Bereiches^) bezüg- 
lich der Beschaffenheit von f(x) nur soviel feststeht, daB f(x) daselbst 
stetig ist, so daß also: 

(16) lim/(a:) = /■(*')• 

X-> X 

Denn bedeutet irgendeine von den x' verschiedene Stelle, so bleibt für 
F{x) = Xq • die Konstanz des Mittelwertes SDl(jF(cr)) (7JQ<r<iJ 

X x^ 

bzw. 0 ^ r < JS) nach Nr. 3 des vorigen Paragraphen trotz jener sup- 
ponierten Ausnahmestellen erhalten, mithin auch die daraus gezogenen 
Folgerungen. Es gilt also wiederum die Entwicklung (I) bzw. (II) für 
alle Stellen x des Bereiches ’a?| < iJ bzw. 0 ^ |a;| < J? mit vor- 
läufigem Ausschluß jener Stellen Xy für welche in der Tat das entspre- 
chende Resultat nicht in gleicher Weise festgestellt werden kann, weil 
die geeigneten Voraussetzungen für das Bestehen der hierzu erforderlichen 
Gleichungen (4) bzw. (5) nicht vorhanden sind. Da aber für alle x in 
beliebiger Nähe jener Stellen x eine Entwicklung von der Form besteht: 

+ 00 00 

bzw-, f{x) a, x'’, 

- 00 0 

SO findet man infolge der Stetigkeit einer jeden Potenzreihe, daß : 

+ 00 00 

(17) lim, f{x) =. ^ a^x'" bzw. lim f(x)—^j'a^x'’' 

— 00 0 

und daher schließlich in Verbindung mit der Voraussetzung (16): 

+00 00 

(18) fix') ^ya^x'" bzw. fix') 

—00 0 


1) im Falle (II) kann inibesondere die Stelle 0 za diesen Stellen x gehören. 
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d. h. die fraglichen Entwicklungen gelten auch für jene Stellen x\ Mit 
anderen Worten: jene vorläufig ausgenommenen Stellen sind in Wahrheit 
für f{x) ieine Ausnahmestellen, vielmehr, wie die Gl. (20) lehren, geradeso 
wie alle übrigen Innenpunkte des in Frage kommenden Bereiches, Stellen 
regulären Verhaltens, 

3. Es kann der Fall eintreten, daß es freisteht, die mit ü bezeichnete 
obere Schranke für \x\, also den Radius des äußeren bzw. des einzigen 
Begrenzungskreises unbeschränkt zu vergrößern. Bestehen in diesem Sinne 
die gemachten Voraussetzungen im Falle (1), also für einen Bereich 
^<\ x\<^B, d. h. ist f{x) eindeutig definiert und regulär bzw. gleich- 
mäßig differenzierbar in jedem noch so großen, der Bedingung | o: | > 
genügenden endlichen Bereiche, so ist die Entwicklung 
+ 00 

/■(«) - wo: fl. = 3» ((e?)-’ ^ • f{tQ)), 


konvergent und gültig für jedes noch so große, der Bedingung |:p|>-Ro 
genfigende ar. Dagegen kann sie, falls nicht etwa ciUea^ fhr 1,2,3,... 
NvU sein sollten, keinesfalls fiir |x| >’ heschränkt bleiben, da ja (nach 
§ 38, Gl. (2a), S. 282): 


und andererseits: 


also schließlich: 



-= + «»*) 



a,®*' — ILtn 


0 


lim 




« + OO. 


Hieraus folgt aber, daß alle mit positivem Index » 1, 2, 3, . . . ver- 
schunnden müssen, falls zu den für f{x) bereits bestehenden Bedingungen 
noch die hinzutritt, daß \f(x)\ für lir|^r>Ro unter einer endlichen 
Schranke bleibt. Somit ergibt sich die folgende Vervollkommnung des 
in § 48, Nr. 6 (S. 367 ff.) gewonnenen Resultats*): 

Ist f{x) eindeutig definiert und regulär hzw. gleichmäßig dif- 
ferenzierh^ in jedem der Bedingung | a; ; > Rq > ^ genügenden 


1) Reduziert sich die Anzahl der Glieder auf eine endliche Zahl n, so hat 
man sogar; 




+ oo. 


2) Vgl. insbesondere die Fußnote 2, S. 871. 
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(nochso großm) endlichen Bereiche und bleibtlf(a!)l für 

unter einer endlichen SchranJcCy so güt für \x\> Bq die Ent- 

uricMung: 

00 

(19) f(x) — ((ep)’’ • /■(ep)) -x-* (q> sonst bdidtig), 

0 

SO daß sich also f{x) auch noch für x^ oo regulär verhält, — 
Wir betrachten noch das Analogon für den iTall (II). Bleiben hier^ 
also für einen Bereich von der Form 0^ja:|< JK die gemachten Voraus- 
setzungen erhalten, auch wenn man B unbegrenzt vergrößert, so ist die 

entsprechende Entwicklung: 

00 

(20) f{x) = ^ SD? ((cp)“ • Acp)) • ic’’ (p > 0, sonst beliebig)^ 

0 

falls sie überhaupt unendlich viele Glieder enthält, beständig honvergent 
Da nun wiederum: 

00 n 

(21) lim I == + 00 , bzw. lim | ^^a^x^ = + 00 , 

aj-Vooj X -> 00 Äijoi» 

'0 0 

80 folgt weiter, daß sich jene Reihe auf das konstante Aufangsglied re- 
duzieren muß, falls noch feststeht, daß |/’(a;)l stets unter einer endlichen 
Schranke bleibt. Somit gewinnt man den folgenden wichtigen Satz: 

Ist die Funktion f(x) in jedem (noch so großen) endlichen 
Bereiche eindeutig definiert und regulär bzw, gleichmäßig diffe- 
renzierbar y so ist sie eine ganze rationale oder transzendente Funk- 
tion und sie reduziert sich auf eine Konstante, falls noch feststeht, 
daß I f{x) I stets unter einer endlichen Schranke bleibt 
4. Substituiert man in dem Hauptsatze von Nr. 1 dieses Paragraphen 
X — Xq statt X und schreibt schließlich wieder f{x) statt f(x — x^, so 
nimmt jener Satz die folgende etwas allgemeinere Form an (bei welcher 
also jetzt der beliebig anzunehmende Wert a: -* Xq an Stelle von a? «= 0 
die Rolle des Mittelpunktes übernimmt): 

la. Ist die Funktion f(x) in dem Kreisringe Bq < | x—Xq | < B 
eindeutig definiert und regulär bzw, in jedem Bereiche Bq < 

^ \ x — Xq\ ^r <.B gleichmäßig differenzierbar ^), so gilt für 
Bq<\x — Xq \ < B die Entwicklung: 

(la) fix) 6, {x - x^f, 

wo: 6, — SIR((ep)"’' -^* 0 + *9)) 

1) Dabei wären wieder noch Ausnahmen in dem oben (s. Nr. 2) näher be- 
■eichneten Umfange zulässig. 
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II a. Gelten die genannten Voraussetzungen für das Innere 
des Kreises 0 ^ | a; — | < JJ, so reduziert sich die obige Knt- 

Wicklung auf die folgende j für 0 ^ | a; — a:^ j < JR gültige: 

00 

(Ila) f{x) 6, (x - x^y, 

0 

wo: 6^ -= SD? ’ • /Vo + 0 <q <1L 

Die letzte Reihe muß oflfenbar identisch sein mit der Taylorsohen Reihe 
(vgl. §42, 61 . ((8), S. 318) für das zur Stelle Xq gehörige Funktionselement 
von f(x). 

§ 53. Äquivalenz zivisclien gleichmäßiger Differenzierbarheit und 
regulärem Verhalten. — Die Cauchy sehen Differentialgleichun- 
gen. — Der JMIttelwertsatz der Differentialrechnung. — Zuriiek- 
fühning der gleichmäßigen auf stetige Differenzierbarkeit. 

1. Angenommen, es sei f(x) eindeutig definiert im Innern eines zu- 
sammenhängenden Bereiches 83 und in der Umgebung jeder daselbst ge- 
legenen Stelle Xq gleichmäßig differenzierhar}) Dann folgt aus dem letzten 
Satze des vorigen Paragraphen, daß f{x) für jede solche Stelle regu- 
lären Verhaltens ist und somit nach dem Hauptsatze von § 48, Nr. 4 
und 6 (S. 366/71) eine im Innern von 83 eindeutige analytische Funktion 
repräsentiert. Somit ergibt sich das folgende bemerkenswerte Resultat: 

Die in irgendeinem zusammenhängenden Bereiche eindeutig 
definierten gleichmäßig differenzierbaren Funktionen bilden 
keine allgemeinere Klasse als die daselbst eindeutigen analyti- 
schen Funktionen regulären Verhaltens, 

Zugleich folgt aus § 49, Nr. 3 (S. 374): 

Besieht der Bereich gleichmäßiger Differenzierbarkeit 
für irgendeinen arithmetischen Ausdruck in x aus mehreren ge- 
trennten Stücken, so kann derselbe in diesen einzelnen Teilbereichen 
ganz verschiedene analytische Funktionen repräsentieren, 

2. Da es auf Grund der vorstehenden Ergebnisse zulässig erscheint, 
als Ausgangspunkt für die Definition der analytischen Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen statt der Voraussetzung des regulären Ver- 

1) Ich ziehe diese Bezeichnung dei Kürze halber der zumeist üblichen: 
„Catic^y-JSiemannsche^* Differentialgleichungen vor. 

2) Sollte der Bereich die Stelle o; ~ oo im Innern enthalten, so ist für die 
„gleichmäßige Differenzierbarkeit in der Umgebung der Stelle x **= cx)" (analog wie 

für die Regularität) das Verhalten von /■(—) in der Umgebung von y « 0 maßgebend. 
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haltenSy also der Präexistenz eines ganz ^eeiellen arithmetischen Aus- 
druckes (nämlich einer konvergenten Potenzreihe), ohne überhaupt von 
vornherein an irgendeine bestimmte arithmetische Ausdrucksform anzu- 
knüpfen, lediglich die Eigenschaft der gleichmäßigen Differeneierharkeit 
zugrunde zu legen, so erscheint es wünschenswert, diesen in bezug auf 
seine Formulierung etwas schwerßUigen BegrifiF noch durch einen damit 
gleichwertigen, begrifflich etwas einfacheren zu ersetzen 

Hierzu bemerken wir zunächst folgendes. Da eine eindeutig defi- 
nierte Funktion für alle Stellen regulären Verhaltens Derivierte jeder 
beliebigen Ordnung und ebenfalls regulären Verhaltens besitzt, so folgt 
jetzt aus der gleichmäßigen Differenzierbarkeit die Existenz von Diffe- 
rentialquotienten jeder beliebigen Ordnung, insbesondere auch die Stetig- 
keit jenes ersten Differentialquotienten. Wir werden nun nach einigen 
Vorbereitungen zeigen, daß auch umgekehrt die Stetigkeit des ersten 
Differentialquotienten die gleichmäßige Differenzierbarkeit (mit allen ihren 
Konsequenzen) nach sich zieht. 

Angenommen, es stehe für die eindeutig definierte Funktion f{x) an 
irgendeiner Stelle x die Existenz eines ersten Differentialquotienten f{x) 
in dem früher angegebenen Sinne fest, d. h. man habe : 


wenn einer gewissen Umgebung der Stelle x die Zahl x + h beliebig 
entnommen wird und sodann A » + ri in ganz beliebiger Weise gegen 

Null konvergiert. Es steht daher insbesondere frei, h nur reelle oder 
rein imaginäre Werte annehmen zu lassen, also r bzw. ts von vornherein 
gleich Null zu setzen, so daß also, wenn man noch 

x^l + rii 

setzt, aus der allgemeinen Definition (1) des Differentialquotienten f{x) 
sich die beiden spezielleren Beziehungen ergeben: 

« lim + ^0 

« lim f(^ + ^n + r)i)-m + vtl 

t-> ±0 i 


( 2 ) fix) 


Da man andererseits f{i + fii) als eine komplexe Funktion der beiden 
reellen Veränderlichen i und auffassen kann, etwa: 

( 3 ) + + 

BO lassen sich die GL (2) in die folgende Form setzen: 

lfm y(S + g,»i) — _|_ ■ jijjj »(S + g.»i) — »(6.»») 

■<>({. v) 


(4) fix) 


-±o 


±0 ff 

JL lim + + 

i *->±0 t ‘ T->±o t 
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wo die nunmehr auftretendeu, lediglich durch Trennung des Beeilen und 
Imaginären aus den beiden ursprünglichen hervorgegangenen Grenzwerte 
wirklich existieren^ d. h bestimmte reelle Zahlen (inkL 0) vorstellen. 

Bedeutet nun 9?(g) eine reelle Funktion der reellen Veränderlichen 
so wird der Grenzwert 

lim 

+0 

wiederum als Differentialquotient von ^(g) in bezug auf die reelle Ver 
änderliche | bezeichnet. Und man bezeichnet ferner, wenn wie 

oben eine reelle Funktion der beiden reellen Veränderlichen S, rj vorstellt, 
den ganz analog gebildeten Grenzwert 

lim + ~ 

als partiellen Differentialquotienten von in bezug auf die reelle 

Veränderliche ? {partiell^ weil bei diesem Grenzprozeß nur die eine der 
beiden Variablen, nämlich in Anspruch genommen wird, während die 
andere dabei konstant bleibt) und in entsprechender Weise den Grenzwert 

lim + 

X -► ± 0 T 

als partiellen Differentialquotienten von in bezug auf 

Führt man nun die Bezeichnungen ein^): 


SO ergibt sich durch Gleichsetzen der beiden rechten Seiten der Gl. (4) 
die Beziehung: 

(6) 1?) + * • i?) ■= T V) + ^*(1, V), 

welche, wenn man in analoger Weise mit /i(| + /si(5 H"^^) die jpar- 

tiellen Differentialquotienten der hmplexen Funktion /“(l ly) 

+ i-t{^yV) reellen Veränderlichen in bezug auf g bzw. ri be- 
zeichnet, die kürzere Form annimmt: 

( 7 ) + + 

1) In der Differentialrechnung und deren Anwendungen findet man neben 
den hier gebrauchten Bezeichnungen (bei denen also der Index 1 bzw. 2 die Diffe> 
rentiation in bezug auf die erste bzw. zweite Veränderliche andeuten soll) die aus- 
führUcheren: 

»xCsi »1) — — — . Vt (s, »1) = — — nsf- 

8) Ausf&hxlichex in der Schreibweiie der vorigen Fußnote: 

SAS + »!••) . df(k + ni) 

dn “ di 
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oder aber durch Trennung des Reellen und Imaginären in die zwei Rela- 
tionen („die Cauchysclien DifferentialgleicJiungenf^) zerfällt: 

I M^yV) Vii^yV) 

^ .1 ^Sy V) = i?)- 

Wir finden somit: 

Besitzt die Funktion f{x) für irgendeine Stdle a: = | + 
einen bestimmten Differentialquotienten f {x) (im komplexenSinne) 
und wird der reelle Teil von f{x) mit y (S, ly), der imaginäre mit 
v) bezeichnet, so existieren die auf die reellen Veränderlichen 
sich beziehenden partiellen Differentialquotienten: 

( fi(X + Vi) “ «Pi (^, ’?) + *■ ■ A (I, V) 
l /s (I + Vi) = 9^» (I, ’?) + *• M^y V) 
und genügen den Beziehungen (7) bzw, (8). Zugleich folgt dann^ 
daß die auf Grund der Definition von f (x) (Gl. (1)^ bestehen- 
den Delationen (s. Gl. (4)) 

==9>i(5, »?) + 

^i(iyV) — i‘9t(^yV) 

mit Benutzung von (8) sich auch in die Form setzen lassen: 

(11) -;»>.(«, 1) 


( 9 ) 


r(*){ 


(10) 


= v) + ifliiy v) 

d. h. der Differentialquotient f {x) läßt sich auch durch die par- 
tiellen Differentialquotienten des reellen Teils rf) oder des 
imaginären Teils rf) allein ausdrüchen 
3. Um die oben angekündigte Zurückführung der gleichmäßigen Dif- 
ferenzierbarkeit auf die Stetigiceit des Differentialquotienten f{x) zu be- 
werkstelligen, beweisen wir noch den folgenden, der Differentialrechnung 
(mit reellen Veränderlichen) angehörenden Hilfssatz (sog. Mitteluertsatz 
der Differentialrechnung): 


oder kürzer: 


1) Anders geschrieben: 


d fi^x) _ ^t\x) 

dn H 


fix) 


nx) 


_ df{x) 
di~ 

» 01J 


oder auch: 



Nr. B. 


§ 58. Der Mittelwertsatz der Differentialrechiiiing. 


397 


Ist <p (I) eine im Intervalle So ^ I ^ eindeutig defmkrte 
und stetige Funktion der r edlen Veränderlichen welche für jedes 
der Bedingung 1® < S < Si genügende S einm "bestimmten Diffe- 
rentiodquotienten 9>i(S) besitet^), so existiert im Innern des ge- 
nannten Intervalls mindestens eine Stdle von der Beschaffen- 
heit, daß: 

Beweis. Es sei zunächst eine Funktion, welche denselben Be- 
dingungen genügt wie ^(l); außerdem aber noch der folgenden: 

(12) ®(lo) = <P(Sr) - 0. 

Dann soll gezeigt werden, es existiert im Innern des fraglichen Intervalls 
mindestens eine Stelle S', für welche der DiiSerentialquotient der Be- 
ziehung genügt: 

Das letztere findet offenbar für jede Stelle des Intervalls statt, wenn 
daselbst konstant, d. h. mit Rücksicht auf die vorausgesetzte Stetigkeit 
und die Bedingung (12) beständig Ntdl ist. Sieht man von diesem (tri- 
vialen) Palle ab, so muß für So< S < 6i auch positive oder nega- 
tive Werte bzw, Werte von beiderlei Art annehmen. Alsdann besitzt aber 
die stetige Punktion ^(|) im Innern des Intervalls zum mindesten ein 
bzw. ein erstes reales (positives) Maximum oder (negatives) Minimunt, 
eventuell sowohl das eine als das andere (s. § 7, Nr. 1, S. 52). Man hat 
sodann, wenn* die (bei wachsendem S) erste Maximumsstelle bedeutet, 
bei hinlänglich kleinem o > 0 : 

® (r + ^) - <^(r) ^ 0 % ® (r - o) ^(r) < o, 

and analog im Palle eines Minimums: 

®(r+<y)-ö>(g')^o»), (P(r-o)-®cr)>o. 

In jedem dieser beiden Pälle haben also die Quotienten: 

o ^ — c ^ 

1) Ich vermeide absichtlich für jenen Differentialquotienten (sc. im ausschliefi- 

lieh reellen Sinne) die in der Differentialrechnung übliche Bezeichnung d.^ 

ich diese Art der Bezeichnung in dem vorliegenden Zusammenhänge ausschließ- 
lich für die komplexe Differentiation Vorbehalten will. 

2) Dieser besondere Fall des fraglichen Mittel werteatzes wird gewöhnlich als 
RoSescher Satz bezeichnet. 

8) Es könnte ja <a(£) nach Erreichung jenes Maximums oder Minimums zu- 
znnächst noch konstant bleiben, in welchem Falle dann das Gleichheitszeichon zu 
gelten hätte. 
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sofern der erste derselben nicht verschwindet; entgegengesetztes Yorzeichen. 
Da aber an der Stelle | einen bestimmten Differeiitialquotienten 
besitzt; also: 

lim lim 

asr + 0 ^ <y= + 0 — Z ^ 

sein muß, so können diese Grenzwerte nicht von NuU verschieden aus- 
fallen, d. h. man findet, wie behauptet: 

(13) ®i(r)==o. 

Nun werde gesetzt: 

ö»(g) » y (1) - 9>(y - (t - y 

= 9>(i) - • I - (?) (Io) - > 

ein Ausdruck, der offenbar die für erforderlichen Bedingungen be- 
friedigt. Denn man hat, übereinstimmend mit Gl. ( 12 ): 

®(£o)-®(ii)-=0, 

andererseits unterscheidet sich ®(S) von 9 ( 6 ) nur um eine Linearfunktion 
und besitzt also in dem gleichen Umfange die Eigenschaften der Stetig- 
keit und Differenzierbarkeit. Insbesondere ergibt sich: 

SO daß 61. (13) die Beziehung liefert: 

(14) = 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Da es freisteht 
und Sj zu vertauschen, ohne daß die Beziehung (14) eine Änderung er- 
leidet, so gilt sie offenbar auch unter der Voraussetzung Iq ^ 

Setzt man Si Io + ^ (^^ Io + ^ 

eine passend gewählte Zahl des Intervalls 0 < <9' < 1 bedeutet, so nimmt 
01. (14) die Form an 

(15) !E(|<L+^»(ip) - g,, (^ + »n) (0 < ^ < 1). 

Man kann also unter den angegebenen Voraussetzungen einen Diffe- 
reneenguotienten allemal ersetzen durch einen Differentialquotienteny dessen 
Argument aus einem gewissen Mittelwert zwischen dem Anfangs- und 
End wert der imabhängigen Variablen besteht. 

4. Es werde jetzt angenommen, die Funktion f{x) der komplexen Ver- 
änderlichen a: — I -f- besitze im Innern eines gewissen Bereiches 35 
einen bestimmten, nicht nur endlichen, sondern auch stetigen Differential- 
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qaotienten /'(x). Man hat alsdann mit Beibehaltung der früher benutzten 
Bezeichnungen (s. 6L ( 11 )): 


( 11 ) 


I “ 9>i( 5» ‘ 9>i(^ n) 

'Im— ^,(1, ij) + » • tS, n), 


und zwar sind auf Grund der gemachten Stetigkeitsvoraussetzung 17), 
v)y v)y ^>(^9 v) ^ Innern und auf der Begrenzung eines jeden 
Bereiches 93 ' gleichmäßig stetige Funktionen der reellen Veränderlichen ^ 
und 17. 

Aus der für Ä « ff + ri bestehenden Beziehung: 

( 16 a) ^ + * 


folgt zunächst durch identische Umformung: 
( 16 b) 


^ ( <f{k + *. »1 + r) — <p(£, »I + r) , (I -i- tf, »i + r) — ^ (6 , »i + ^ )' 

“\ * '* a . 

+ ( i +* i )7TTi‘ 


+ ri 


Die einzelnen Differenzenquotienten sind jetzt so beschaffen^ daß bei 
der Differenzenbildung nur die eine Variable eine Veinnderung aufweist, 
die andere einen zwar beliebig innerhalb gewisser Grenzen anzunehmenden, 
aber nach erfolgter Annahme unveränderlichen Wert besitzt. Man kann 
daher euf jeden dieser Quotienten den zuvor bewiesenen Mittelwertsatz 
anwenden. Nimmt man 17 im Innern oder auf der Begrenzung eines 
innerhalb 93 liegenden Bereiches 93 ' beliebig an und schränkt |ff| und |r| 
von vornherein so ein, daß das ganze Rechteck mit den Eckpunkten 
(iy v)y (S + v)y (S + ^ ( 5 , V + ^ Innere von 93 ' 

fallt, so findet man z. B. für den ersten der in Gl. ( 16 b) auftretenden 
Differenzenquotienten : 

.(I t ^ - .ft l , + ■ «) - y.({ + ,0 0 < » < 1 . 

Bei veränderter Wahl von ff, t innerhalb der angegebenen 
Grenzen wird sich zwar gleichfalls ändern, ohne jedoch jemals das Inter- 
vall (0,1) verlassen zu können. 

Durch Anwendung der analogen Umformung auf die drei anderen 
Differenzenquotienten auf der rechten Seite der Gleichung (16 b) nimmt 
diese folgende Form an: 

(17b) ^ ~ ^ (y^d ^ + 
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wo: 

0 <«•<!, 0<^'<1, 0<t<l, 0<g'<l. 

FQhrt man in dem letzten Summanden den Faktor — an Stelle 

<r -f rf 

von ein und drückt mit Hilfe der Qieichungen (8) durch 

auS; so ergibt sich weiter: 

(18) ^ 4. ^) _ i . + «■'«, 1? + 1)) • 

+ (Vi (I, ♦? + r») — * • V + tr)) • 

und wenn man von dieser Gleichung die folgende (s. Gl. (11)) 
f («) = ((pid, 12) - * • 9 ),d, 12» • 

subtrahiert: 


(19) 

= { + ■9'tf, 1 ? + r) — qpjd, 12 )) - i • (9>gd + »'«, i2 + t) — Vgd, i?)) } • 

+ {(g>i(li, + S't) - 9>id, ’?)) - i’{vA>v + St) - ’?)))• 

Infolge der gleichmäßigen Stetigkeit von 9i(|, rf), rf) läßt sich 
d > 0 zu beliebig kleinem « > 0 so fixieren, daß für alle g, iq des mit 
bezeichneten Bereiches, wenn nur !ol^d, \t\^d: 

( 20 ) \(pÄ^ + <f,V + ^)—9x{lv)\<-j (* = 1 » 2 ). 


Nimmt man also lÄ|^d, in welchem Falle a fortiori l<y|^d, 1^1 ^ 
und beachtet, daß: 

a 

a + "^i 


^1, 


I ff + r* 


^1, 


BO folgt aus Gl. (19), daß für alle x des Bereiches 35' eine Beziehung von 
der Form besteht: 


( 21 ) 


\fix + h)^f{x) 

i h 




< e 


für lÄ|^d, 


d. h. aber in der Tat: f{x) ist für jeden solchen Bereich 33' gleichmäßig 
differenzierbar. 

Hiernach ergibt sich also die Stetigkeit des ersten Differentialquo- 
tienten, welche in Nr. 2 als eine Folge und somit als eine notwendige Be- 
dingung der gleichmäßigen Differenzierbarkeit erkannt wurde, auch als 
hinreichende Bedingung. Und es läßt sich somit das in Nr. 1 dieses Para- 
graphen ausgesprochene Resultat jetzt auch so formulieren : 
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Jede im Innern eines zusammenhängenden Bereiches eindeutig 
definierte und ^.stetig differenzierbare‘^, d. h. mit einem ste- 
tigen Differentialquotienten versehene Funktion einer komplexen 
Veränderlichen ist eine in dem betreffenden Bereiche^) ein- 
deutige analytische Funktion regulären Verhaltens, 

§ 54. Die Gauchyscheu Differentialgleichungen als die charak- 
teristischen Beziehungen für den reellen und imaginären Teil einer 
analytischen Funktion regulären Yerhaltens. Die Laplacesche 
Differentialgleichung« — Bestimmung einer regulären Funktion mit 
gegebenem reellen Teil. 

1. An das Endresultat des vorigen Paragraphen knüpfen wir zunächst 
noch die folgenden Bemerkungen. Bei seiner Herleitung wurde ausdrück- 
lich die Existenz und Stetigkeit von f {pc) vorausgesetzt und auf dieser 
Orundlage die gleichmäßige Differenzierbarkeit von f{x) erwiesen. Dabei 
ergab sich, wenn gesetzt wird: 

(1) x = % + t]i f{x) = + »■ • n)> 

als Folgerung die Existenz und Stetigkeit der partiellen Differentialquo- 
tienten 9^1 ^ 2(^9 v)f tiiif Bestehen der Be- 

ziehungen (Nr. 2, Gl. (8;): 

(2) (S, v) — V» (l> v) (I, v) = 9i (l> n) ■ 

Es läßt sich nun zeigen, daß dieses Resultat auch umkehrbar ist, zu- 
nächst in dem folgenden Sinne: 

Es sei f{x) für das Innere eines zusammenhängenden Be- 
reiches S5 eindeutig definiert und werde gemäß Gl. (1) auf die 
Form 1 ?) + i 1?) gebracht. Besitzen sodann (p{^, rf), 
v) Partielle Differentialquotienten, welche im Innern von S 
stetig sind und den Beziehungen {2) genügen^), so ist f(x) für 

1 ) Dieser Zusatz ist wesentlich. Denn, abgesehen davon, daß es sich nur um 
einen eindeutigen Zweig einer beliebig vieldeutigen Funktion zu handeln braucht, 
kann nach § 49, Nr. 8 (S. 374) ein und derselbe stetig differenzierbare arithmetische 
Ausdruck in verschiedenen Bereichen verschiedene analytische Funktionen vorstellen. 

2) Man kann natürlich diese zwei Beziehungen auch in die eine zusammen- 
fassen : 

Vi (i, >J) + »■ • (1 v) “ (iy »J) — * • 9t (iy »l) -= -7 (9’« ’J»* 

anders geschrieben: 

/i (S +»»•■)■» -7 /;(i+.j») 

oder auch: 

dfCx)^! df(x) 
di i dri 

Pringshaim, Vorleanngan II, 1. 26 
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jeden innerhalb ö liegenden Bereich ©' gleichmäßig differenzier- 
har (also regulären Verhaltens), 

Beweis, Unter den gemachten Voraussetzungen ergibt sich genau 
so, wie in Nr. 4 des vorigen Paragraphen (s. 61.(16), (17), (18)): 

(S) - “ («Pid + frff, 1? + t) - t • 9>,(| + »’a, t} + 1)) 

gültig, bei passender Einschränkung von \h\^\a + xi\j für alle |, 
eines jeden Bereiches Durch Subtraktion der Identität: 

(i> n) — *' 9t (I. n) •“ ü — * Vt (S> n)) 

folgt dann weiter: 

(4) 

— { (vid + ♦»> »J + 1) — Vi (S» n)) — Kvt (I + ^' ff, »J + t) — Vid, »»)) } • . 

+ {(vid, v + t^) — vid, v)) - »(vjd, 1? + 60 — 9>t(6, 0)} • 


also infolge der gleichmäßigen Stetigkeit von 9 >i(|, ij), q>f{i, fi), nach 
Annahme eines hinlänglich kleinen d > 0 für | % | — | «^ + I ^ d (vgL 
Ungl. (20) des vorigen Paragraphen): 


( 5 ) 


f{x + h) — f (x) 

h 


— 99(^7 n)) 


<B, 


Diese Ungleichung lehrt zunächst, daß der Differenzenquotient 
fQr alle einem Bereiche ®' angehörigen x bei beliebigem 

Orenzübergange Ä — ► 0 den festen Grenzwert (£, iy) — f • q) besitzt^ 

Somit existiert in diesem Umfange und zwar hat man: 


(6) fix) — q>^ (i, 1 ?) — » • 9>f (fe V), 


eine Beziehung, der man auf Grund der YorauBsetzangen Gl. (2) auch die 
Form geben kann: 

“ 9i(l 0 + t • V'i( 6 , v) - /iCI + V*) 

— 9tCi, v) — *'9t(i> v) — 7 -/i (6 + ’lO-*) 


( 7 ) 




1) Anders geschrieben: 




fl ({ + *?»)■■ 

Y/itf + u»)- 


Wi + «»*•) 
dt 

1 df(t + flO 
i dn 
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Zugleich läßt sich dann Ungl. (5) durch die folgende ersetzen; 

(8) — f\x) <£ (für alle x in 8' und !A|^d), 

welche in der Tat aussagt^ daß f{x) in dem behaupteten Umfange gleich- 
mäßig differenzierbar^ also schließlich im Innern von 8 regulär ist. 

2. Man kann dem Ergebnis der vorigen Nummer auch noch eine 
andere, gleichfalls bemerkenswerte Seite abgewinnen. 

Bei der bisherigen Betrachtungsweise wurde f{x) als gegeben an- 
gesehen, v) bestimmten sich dann als reeller und imagi- 

närer Bestandteil von /*(| -f lyi). Wir wollen nun annehmen, daß um- 
gekehrt g?(^y fj)y fj) gegeben seien als zwei im Innern eines zusammen- 
hängenden, den reellen Veränderlichen |, tj zugewiesenen Bereiches 8 ein- 
deutig definierte, stetige und mit stetigen partiellen (ersten) Differential- 
quotienten versehene Funktionen und daß jene Differentialquotienten den 
Beziehungen (2) genügen, also: 

(2) ipt (l> v)“’ — v>3 (l> v) i't v) — Vi Q, v) ■ 

Bildet man sodann <p(ty + ij/Qy ^), so steht es offenbar frei, diesen 
Ausdruck als eine im Innern des (nunmehr als Inbegriff der entsprechen- 
den Zahlen | + tji aufzufassenden) Bereiches 8 eindeutige und stetige 
Funktion der komplexen Veränderlichen t + rii aufzufassen: denn zu 
jedem a; * J -f lyi gehört ja ein und nur ein reelles Wertepaar (S, iy), also 
schließlich ein eindeutig bestimmter Funktionswert y(|, i?) + i • if^(6, rj), 
der sich überdies mit x stetig ändert. Wir können daher eine Funktion f(x) 
definieren durch die Gleichung: 

(9) fix) =- g)(|, + i • n>% n) 

(unbekümmert darum, ob es wirklich möglich sein sollte, faUs g>{iy 
V) arithmetische Ausdrücke vorgelegt sind, die Veränderlichen £ 
und fj allemal so zu gruppieren, daß sie schließlich nur in der Verbindung 
i + fji Vorkommen). 

Setzt man sodann: 

Ä * + TI, also: x + h^^ + (f + (fi + 

so wird: 

f(x -+ A) * 9 >(S + + ^) + ^ 0 

und daher: 

f(x + h) — f(x) + + — y({, 1j) , -»(S+g» 2 ? + t) 

h T+Ti '~C + Tt~ 

Hieraus schließt man wörtlich, wie in der vorigen Nummer, daß (bei 
beliebigem Grenzübergange h 0) der Grenzwert hm — ^^(im 


26 * 
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engeren Sinne) existiert und daB somit f{x) im Innern des Bereiches SS 
einen eindeutig definierten und stetigen Differentialquotienten f {x) be- 
sitzt, nämlich (s. OL (6)): 

(lOa) f (x) - g>t ( 1 , 1?) — • 9,(6, 1?) 

od«r auch, mit Benutzung von QL ( 2 ): 

(10b) /"(a?) - 9,(6, 1?) + »■ • 9i(l, 1?)- 

Daraus folgt aber, daß f(x) im Innern von SS eine eindeutige ana- 
lytische Funktion regulären Verhaltens, also in der Umgebung jedes Innen- 
punktes Xq durch eine Reihe nach positiven ganzen Potenzen von x—^x^ 
darstellbar ist, somit £ und rj schließlich nicht mehr beliebig vereinzelt, 
sondern lediglich in der Verbindung | + — a; enthält. 

3 . Angenommen, es seien rf) als arithmetische Ausdrücke 

vorgelegt, welche im Innern irgend eines einfach zusammenhängenden 
Bereiches SS stetige, den Caucfcyschen Bedingungen genügende (erste) 
Differentialquotienten besitzen, so daß also durch die Beziehung ( 9 ), 
nämlich: 

( 9 ) fix) — 9(6, !?) + »• 9 ( 6 , n) 

eine in SS eindeutige und reguläre analytische Funktion von a? — | 
definiert wird. Es entsteht dann die Frage, wie diese Funktion f{x) als 
arithmetischer Ausdruck in x wirklich hergestellt werden kann. 

Wir können ohne merkliche Beschränkung der Allgemeinheit an- 
nehmen, daß der Bereich SS ein Stück der redlen Achse im Innern ent- 
hält^). Ist dann eine beliebige Stelle dieses Stückes, so muß für eine 
(bis an die Grenze von SS reichende) Umgebung | ^ — Io I Po (vor- 
läufig unbekannte) Entwickelimg von der Form bestehen: 

(11) 

0 

und daher für ij 0: 

00 

(11a) /^(6)-2(«. + M(t-S.)' 

0 

-®(6) + ».y(6), 

wo: 

00 00 

(11h) ®(6) -^»«.(6 - 6.)', m) - ^y- 


1) Sollte diese Annahme zufällig nicht erfüllt sein, so kann sie ja durch eine 
Substitution von der Form 12 ' " (Parallel-Verschiebung) sofort hergestellt 

werden. 
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Andererseits folgt aus Gl. (9): 

fü) — 0 ) + * • ‘^( 6 , 0 ), 

BO daß also, wie die Yergleichong mit (Ha), (11b) zeigt, die Beziehuogen 
stattfiodmi: 

00 00 

(11c) 9 ({, 0) -^»«,(1 - lo)^ tu, 0) - 1.)^ 

0 0 


und somit diese beiden Reihen gleichzeitig mit 0), tiiiO) nunmehr 
als g€gä>en anzusehen sind. 

Da aber diese Reihen auch konvergent bleiben, wenn man | durch 
ein der Bedingung | ^ — Io I (’o genügendes hmplexea x ersetzt, so findet 
man schließlich: 

( 12 ) f{x)^9ix) + i^ W{x), 

wenn im Anschluß an Gl. (11b) gesetzt wird^): 


<D 00 

(12a) ®(®)-^«.(*-|,)', n^)-^'/S.(4f-lo)’’ (k-|«l<Po). 

0 0 

Damit ist zunächst ein bestimmtes Funktionselement von f(x) her- 
gestellt, durch dessen in S3 TÖUig eindeutig verlaufende analytische Fort- 
setzungen f(x) im übrigen darstellbar ist (übrigens auch unmittelbar 
durch andere Funktionselemente, die man durch Variation von ^ ge- 
winnen kann). 

Beispiel. Es sei: «» •» 




0 0 

Man findet zunächst: 


\ 

(Sr+l)!/- 


^i(i, n) - (2 f) (2 (- ’?) 

00 00 

t,(i, n) - |j) {2 ^y • (fe')) “ ’)• 

1) Mau darf nicht etwa die Reihen (12 a) nach Analogie von Gl. (11c) mit 
fp{x^ 0), ^(x, 0) bezeichnen, da ja die nur für reelle Argumente gegebenen untä- 
meHechen Äusdrücke tp{x^ 0), 'il)(x, 0) für komplexes x überhaupt keine Bedeutung 
zu besitzen brauchen, oder, wenn dies auch der Fall sein sollte, Werte liefern 
könnten, die von denjenigen der Reihensummen (12a) verschieden sind. JVtir, 
wenn sie mit den letzteren gleichwertig sind (was z. B. der Fall wäre, wenn 9>(£, 0), 
^(£, 0) raUonaU Funktionen von £ oder [auch bei .Vertauschung von £ mit kom- 
plexem x\ gUichmäfiig konvergierende Reihen solcher Funktionen), dann darf man 
die Gl. (12 j durch die folgende ersetzen: 

/*(«)* y(a:,0) + ».-^(«,0). 
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Die Caticfty sehen Differentialgleichungen (einschließlich der erforder- 
lichen Stetigkeitsbedingungen) sind also erfüllt. Da sodann: 

oo 

0 


(wo Übrigens, entsprechend dem Schlüsse der Fußnote 1 : q>(XyO) ^ ^{x), 
0) =» ^(x)) so findet man auf Grund der Formel (12): 




Mit anderen Worten, man beweist auf diesem Wege ohne Benutzung 
der CatMhffsehen Multiplikationsregel die Richtigkeit der Beziehung: 




+ i 




(2v-f 1 )!/ vl 


4. Nachdem wir durch die vorhergehenden Betrachtungen erkannt 
haben, welche besonderen Beziehungen zwischen zwei Funktionen 9 >(|, 17 ) 
und ^(1, fj) bestehen müssen, damit sie in der Verbindung 

eine analytische Funktion von | liefern, bleibt des weiteren zu unter- 
suchen, welche Beschränkungen hieraus für die Auswahl jedes einzelnen 
dieser beiden Bestandteile erwachsen 

Zunächst bemerke man, daß vermöge der Gl. (10a) bzw. (10b) f\x) 
schon durch allein bzw. durch ^(S, allein vollständig bestimmt 

ist. Da aber f'(x) als Deri vierte einer regulären analytischen Funktion 
ebenfalls diesen Charakter besitzt, also in der Umgebung jeder in Be- 
tracht kommenden Stelle x^ in der Form: 

OB 

/"(«) 

0 

darstellbar ist, so folgt, daß in dem gleichen Umfange: 

00 

0 ~ 

sein muß, wo C eine vorläufig noch unbekannte Konstante bedeutet.. Da 
andererseits die EindeutigJceii von f(x) auf Grund der Definitionsglei- 
chung (9) bereits feststeht, so ist demnach f(x) schon durch y( 6 , 1 ?) ciUein 
bzw. durch ^(|, 17 ) aUein bis auf jene additive Konstante eindeutig be> 
stimmt. Wegen: 

9 » (5. v) - f(i + V*) — » • v), * • v) - /‘(5 + v^) — 9 >(i v) 
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ergibt sich daraus weiter^ daß jede der beiden Funktionen Tj), 
durch die andere bis auf eine additive Konstante bestimmt ist.^) Aber es 
eteht keineswegs auch noch frei, nun eine dieser beiden Funktionen will- 
kürlich zu wählen, vielmehr muß dieselbe noch einer ganz speziellen Be- 
dingung genügen, wie aus der folgenden Erwägung hervorgeht. Da f(x), 
wie bereits bemerkt^ innerhalb regulär ist, so besitzt daselbst 
«inen bestimmten Differentialquotienten r\^)f insbesondere gefunden 
werden kann, indem man ^(x)^ d. h. + partiell nach | oder 
+ partiell nach 17 differenziert Da aber ttir f(x) die beiden 
Darstellungen (10 a), (10b) vorliegen, so findet man auf die angegebene 
Weise vier verschiedene Darstellungen für f\x)y u^d es ergibt sich zu- 
l^leich die Berechtigung, infolge des analytischen Charakters von f\x) 
die Forderung einzuführen, daß auch rj), q),(|, rj), ^^^(1, V^,(|, rf) 

stetige partielle Differentialquotienten nach £ und rj (anders ausgesprochen, 

stetige Differentialquotienten nach £ und ff) 
besitzen. Bezeichnet man nun den partiellen Differentialquotienten von 

(I, rj) in bezug auf | mit rf), 

ff ff ff ff V ff Vii(6> 

ff ff ff 5 ff Vn{ifV)f 

ff ff ff ff V ff 

nnd führt analoge Bezeichnungen für die partiellen Differentialquotienten 
▼on V'i( 6 > v)f ^tÜf v) ergeben sich für den Gl. (10a), 

{lOb) durch nochmalige Differentiation die folgenden vier Formeln: 

(6, »?) - » • 9>n (6, »?) - - * • (I, »?) - 9»« (6, fl), 

• W I _ ij) + t • (I, (t, fl) + tu (I, fl), 

Sind hieraus durch Trennung des Beeilen und Imaginären: 


j fl) fl) - tnih fl) - tuii, fl) 

1- 9>ii( 6, fl) fl) - tn(i> fl) fl)- 


1 ) Die explizite DarsteUung von if(if^) durch 7 (£, 12 ) oder umgekehrt pflegt 
«onst nur mitEülfe eines IntegralB bewerkstelligt zu werden. Vgl. jedoch Fufln. 1 , S. 442. 


2 ) Anders geschrieben: 


9W(i,v) 

dV ’ 




asau ’ 


v« ({» ^j) 


a*y({.n) 

aija« ’ 
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Wir heben aus diesen Gleichungen die folgenden^ nur je dne der beiden 
Funktionen 9 und ^ enthaltenden hervor: 

(14a) = v) == v) 

(14b) 9 ),i(|, 7}) + 9 ),, (1, 1 ?) = 0 ^ 1 , (I, ij) + ^„(1, ij) = 0. 

Das erste dieser Gleichungspaare besagt lediglich, daß es gleichgültig ist,, 
ob man 17 ) bzw. i^) zuerst nach | und darauf nach rj differen- 
ziert oder umgekehrt — eine Eigenschaft, deren Vorhandensein man auf 
Grund der hier gemachten i 8 ^i^A:eitevoraussetzungen auch leicht direkt 
mit Hilfe des oben bewiesenen Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 
verifizieren kann.*) 


1) In der üblichen Schreibweise der Differentialrechnung: 

didn drjdi 

oder noch deutlicher: 

as / an dn ) 

und analog für ^(£,17). 

2) Dies geschieht folgendermaßen. Man hat: 


Vii(S.»l) =jlim 


9 >i (I. »I + *:) — 9 i (li n) 


V Ar 

limif 


=*■ lim (lim ^(Ä.Ä)), 

WO: 

®(Ä,*;) = 4- ft. »1 + *^) — <p(£. 9 + ^•) — y (I -f »i) + y (I. n) 

Ä k 

Alsdann ergibt sich analog: 

Vti (£, ij) = li® y»™ ® (Ä. *)) . 


80 daß es sich lediglich um den Nachweis der Vertauschbarkeit der beiden mit 
^{h^k) Bukzessiye vorzunehmenden Grenzübergünge handelt. Setzt man zur Ab- 
kürzung : 

9>(S,»| + *) — 9(S>’J) = »(6 + Ä, )j + Ä) — g>({ + A,Jj) = j; + Ä), 

80 wird: 


Wird jetzt £, ij auf irgendeinen, dem' Innern von $ angehörigen abgeschlossenen. 
Bereich eingeschränkt und ä, k von vornherein klein genug angenommen, daß. 
das Rechteck mit den sich diagonal gegenüberliegenden Eckpunkten (£, i]), 
(£ + ^ iioch in das Innere von 9 filllt, so findet man durch Anwendung, 

des Mittelwertsatzes: 

Zi(i + »A) sPi(S + »A,»i4-A) — yi(S + ^A.»i) 
k k 


#(Ä,Ä) 


( 0 <»< 1 ), 



Nr. 4. 


§ 64. Reguläre Funktion zu gegebenem reellen Teil. 


409 


Dagegen liefern die Gl. (14 b) eine wesentlich neue Bedingung, und 
zwar vom gleichen Bildungsgesetz für ^(5, 17 ) und iy), die sogenannte 
Laplacesche Differentialgleichung^)^ der also ff) und jeden- 

falls genügen müssen, wenn überhaupt die Möglichkeit bestehen soll, daß 
die Verbindung iy) + ff) eüi® Innern von 35 reguläre ana- 
lytische Funktion von a; =* | + liefert. 

Es fragt sich nun, ob die durch die vorstehende Betrachtung als not- 
wendig erkannten Bedingungen sich auch als hinreichend erweisen. Da 
sich hierbei schon ergeben hatte, daß jede der beiden Fimktionen ff)^ 
^(Jifff) durch die andere bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, und 
da andererseits beide Funktionen in bezug auf die fraglichen Bedingungen 
einschließlich der Bedingung (14) sich völlig gleichartig verhalten, so han- 
delt es sich schließlich lediglich am die Beantwortung der folgenden Frage: 

Es sei 9 )(|, ff) eindeutig und stetig im Innern eines zusammen- 
hängenden Bereiches 35, besitze daselbst stetige erste und zweite 
partielle Differentialquotienten nach | und ly, welche der Bedin- 
gung genügen: 

(14b) 9 >u(S,»?) + 9>8»(S,’2) = 0.*) 

Gibt es dann eine im Innern von 35 bis auf eine additive imagi- 
näre Konstante bestimmte eindeutige und durchweg reguläre ana- 
lytische FunJction F{x) mit dem reellen Teil q)(^, ff)? 


wo e* zwar mit 1 ^ ^ veränderlich ist, aber das Intervall (0, 1) niemals ver- 

lassen kann. Hieraus durch nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes : 

und somit infolge der Stetigkeit von (pitHyfl) ^ür den Bereich iß', selbst bei be- 
liebigem simultanen Grenzübergange (» Doppellimes) : 

also (da die inneren einfachen Limites existieren) um ao mehr: 


1 ) 


9>i. U, »l) 

Danach ist also: 

»)) _ ft 

dV dn‘~ ~ ' 

I gX l.n) ft 

dr,* 


anders aaegeaprochen, q>(i,Ti) und mflssen, für w eingesetzt, die Differen- 

tialgleichung 

at* 

befriedigen. Jede ihrer Lösungen wird als eine harmonische Funktion bezeichnet. 

2) Die andere, gleichfalls als notwendig erkannte Bedingung (14 a) ist ja, wie 
in Fußn. 2 der vorigen Seite gezeigt wurde, infolge der gemachten Stetigkeitsvor- 
aussetzungen schon von selbst erfüllt. 
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Wir werden zeigen, daß fär einen einfach zusammenlrnngenden Bereich 
diese Frage schlechthin, für einen mehrfach zusammenhängenden in modi- 
fizierter Form zu bejahen ist. 

5. Wir definieren zunächst eine eindeuMge Funktion Ton 
die wir mit Rücksicht auf das folgende von vornherein mit F\x) he- 
sseichneny durch die Gleichung (vgL GL (10a)): 

(16) F'{x) - 1?) - * • 1?). 

Da die CauchyBchen. Differentialgleichungen (2) (S. 401) hier die Form 
annehmen: 

— 9>ti% V) V), — v) “• 9iS, V), 

SO sind sie infolge der gemachten Voraussetzungen einschließlich der er- 
forderlichen Stetigkeitsbedingungen erfüllt. Somit ist auf Grund des Er- 
gebnisses von Nr. 2 F'{x) eine im Innern von eindeutige analytische 
Funktion regulären Verhaltens^), kann also als Derivierte einer durch sie 
bis auf eine additive komplexe Konstante bestimmten, im Innern von Sß 
gleichfalls regulären (aber nicht notwendig eindeutigen) Funktion F{x) 
aufgefaßt werden. Dann läßt sich zeigen, daß diese Funktion F{x) bei 
geeigneter Bestimmung des reellen Teiles der noch willkürlich gebliebe- 
nen Konstante den reellen Teil 9(1; i?) besitzt. 

Sei etwa: 

(16) i?(a;)-®(|,i?) + t!F(g,ij), 

WO also 0(1, rf) eine zunächst noch willkürlich gebliebene reelle addi- 
tive Konstante enthält. Da F{x) im Innern von durchweg regulär, so 
findet man wiederum (s. Gl. (11), S. 396): 

(17) 

und daher mit Rücksicht auf die EindeutigTceit von F^{x) durch Verglei- 
chung mit GL (15): 

(18) ®i(l»»?)-9>i(S,i?), <P»(I, 5) - 9 >i( 6, 
oder auch, wenn 

( 19 ) — — 

gesetzt wird: 

(20) n) - 0, z,(|, 1?) - 0 

(sc. im Innern des Bereiches 93). Es kommt dann schließlich nur noch 
darauf an, nachzuweisen, daß auf Grund dieser beiden Bedingungen xÜfV) 

1) Da hiernach F^x) innerhalb iß stetige Derivierte jeder Ordnung besitst, 
so folgt, daß in dem gleichen Umfange für die harmonische Funktion 9 (t,f]) aus 
der vorausgesetzten Stetigkeit des ersten und zweiten Differentialquotienten di# 
Existenz und Stetigkeit aller höheren resultiert. 



Nr. 6. 


§ 64. Reguläre Funktion zu gegebenem reellen Teil. 


411 


eine Konstante sein muß, was wiederum mit Hilfe des Mittelwertsatzes 
der Differentialrechnung folgendermaßen erschlossen werden kann. 

Hat man zunächst eine eindeutige Funktion xi^) reellen Ver- 
änderlichen, die für lo ^ 5 ^ beständig einen Differentialquotienten 
Xi(^) 0 besitzt, so ergibt sich für jedes g des Intervalls 6 ^ 

Grund des erwähnten Mittelwertsatzes (§ 53, Nr. 3, S. 397): 


also: 


x{^) xiW} b* konstant im ganzen Intervall. 


Es werde nun zunächst ein dem Innern des Bereiches 93 angehöriges, 
den Koordinatenrichtungen parallel liegendes Rechteck: 

V(^ ^ V ^ betrachtet. Gibt man r] irgendeinen konstanten Wert, so ge- 
nügt Punktion von ^ auf Grund der ersten der Gl. (20) den 

Bedingungen des vorigen Satzes, es ist somit x(^fV) l^vistant für alle 
(I, iy), welche den Punkten der durch die Ordinate rj charakterisierten, 
durch die Abszissen werte 5o; 5i begrenzten Horizontalen entsprechen. Das 
gleiche gilt dann für jedes des Intervalls auf jeder 

einzelnen, dem Rechteck angehörigen Horizontalen. Dabei könnte jedoch 
noch xi^fV) jeder dieser Horizontalen einen anderen konstanten Wert 
besitzen. Nun gilt aber auf Grund der zweiten Bedingungsgleichung (20) 
die nämliche Schlußweise, wenn man xi^^ v) bei konstantem | als Funk- 
tion von betrachtet. Daraus folgt, daß xi^fV) auf jeder einzelnen 
dem Rechteck angehörigen Vertikaiefi konstant ist. Mithin muß xi^fV) 
auf allen Horizontalen densdben Wert haben, ist also im ganzen Bechteck 
(einschließlich der Begrenzung) konstant. 

Betrachtet man jetzt zwei solche, im Innern von 93 liegende Recht- 
ecke, die mindestens ein Stück einer Seite gemein haben, so folgt zu- 
nächst, daß x(^f v) jedem einzelnen Rechteck einen konstanten Wert 
besitzt. Da aber xi^f v) beiden Recktecken gemeinsame Linien- 

stück nicht zwei verschiedene Werte besitzen kann^), so muß schließlich 
x(tßV) beiden Rechtecken densdhen konstanten Wert haben. Das 
gleiche gilt somit für jeden im Innern von 93 liegenden zusammenhängen- 
den, von einem oder mehreren Trqgpenpolygonen begrenzten Bereich 93', 
somit schließlich für alle inneren Funkte des Bereiches 93 (vgl. § 10, 
Nr. 12, S. 94). 

6. Es werde fürs erste angenommen, der Bereich 93 sei ein ein- 
fach zusammenhängender. Dann folgt aus einem erst im übernächsten 


1) Für die längs des gemeinsamen Seitenstücks vorhandenen Verlängerungen 
der Horizontalen bzw. Vertikalen des ersten Rechtecks muß ja der im ersten 
Rechteck bereits vorhandene konstante Wert erhalten bleiben. 
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Paragraphen zu beweisenden Satze (s. § 56, Nr. 6 , S. 428) aus dem durch- 
weg regulären Verhalten der Funktion F{x) im Innern von SS zugleich 
deren EindeuHgTceit daselbst. Bedeutet also eine beliebige, im Innern 
yon gelegene Stelle, so folg^ aus der auf Grund des Anfangsergeb- 
nisses Yon Nr. 5 bestehenden eindeutigen Beziehung yon der Form; 

ao 

( 21 ) F'{x)~'^*aXs-x,y, 

0 

00 

(22) F{x) (x - « 0 )'+^ +x + ki = l«o)> 

wo X + Xi eine zunächst zwar willkürliche^ aber feste Konstante bedeutet. 
D. h. wird $o(^l^o) irgendeinem in SS verlaufenden geschlossenen 
Wege wieder in eine übergeführt, so ist diese letztere mit 

$o(^l^o) identisch, insbesondere das konstante Glied wieder ^x + Xi. 
Dabei steht es dann schließlich [wegen ^{F{x)) — 17 ) — constans} 

frei, X so zu fixieren, daß: 

00 

(23) fR (x-ro)^+») + * =. vii, fl) 

wird, während X willkürlich bleibt. Fs gibt also in der Tat eine und nur 
eine im Innern des einfach zusammenhängenden Bereiches eindeutige 
und reguläre, bis auf eine additive imaginäre Konstante vollständig be- 
stimmte Funktion F{x) mit dem reellen Teil rfj}) 

7. Ist der Bereich 93 mdirfach zusammenhängend, so kann natürlich 
die Eindeutigkeit der mit F{x') bezeichneten Funktion erhalten bleiben. 
Doch liegt keinerlei Anhaltspunkt dafür vor, daß dies der Fall sein müsse^ 
da die Gültigkeit des zuvor benützten Satzes über die Eindeutigkeit einer 
durchweg regulären Funktion sich durchaus nur auf einfach zusammen- 
hängende Bereiche erstreckt. In der Tat kann, wie aus späteren Unter- 
suchungen noch des näheren hervorgehen wird, zu den innerhalb des 
mehrfach zusammenhängenden Bereiches 93 eindeutigen und regulären Deri- 
vierten F\x) eine ebendaselbst zwar durchweg reguläre, aber mdirdeutige 
Funktion F{x) gehören. Dabei läßt sich aber schon an dieser Stelle über 
den Charakter der in Frage kommenden Mehrdeutigkeit eine definitive 
Aussage machen. 


1) Auf diese Weise ist dann auch ^(1,9]) mit Hilfe der Beziehung: 

+ — 9(6* ij) 

als eine bis auf die oben mit Xi bezeichnete, willkürlich bleibende Konstante ein- 
deutig 'definierte Funktion von i und ij darsteähar. 
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Geht man etwa wieder von den (für eine gewisse Umgebung einer 
im Innern von 93 liegenden Stelle Xq gültigen) Beziehungen ( 21 ), (22) 
4tu8, BO läßt sich zunächst x so fixieren, daß der reelle Teil von $o(^l^o) 
mit q>(^y rf) übereinstimmt, während für A irgendeine feste Zahl willkür- 
lich angenommen werden mag. Wird dann F(x) «=» 5ßo(^l^o) analytisch 
fortgesetzt und durch Ausdehnung dieser analytischen Fortsetzung über 
einen geschlossenen, nach Xq zurückführenden Weg in ^PiC^clr^) transfor- 
miert, so vollzieht sich ja gleichzeitig mit dieser analytischen Fortsetzung 
auch diejenige der Deri vierten F'(x) = 5ßo'(rc|rrQ), und da die Erhaltung 
der Einwertigkeit für diese feststeht, so muß wieder sein: 

00 

0 

woraus hervorgeht, daß ^i(rc|r 0 ) von 5ßo(^i^o) (höchstens) um eine 
additive KQnstante unterscheiden kann. Mit anderen Worten, es kann sich 
bei dieser Operation in der ursprünglich für F(x) gültigen Entwick- 
lung ( 22 ) nur der Bestandteil x + Xi geändert haben. Dabef muß x in- 
folge der vorausgesetzten ausnahmslosen Stetigkeit von bei diesen 

und allen möglichen in 93 verlaufenden analytischen Fortsetzungen un- 
geändert bleiben. In diesem Falle ist also F(x) eine mehrdeutige (übri- 
gens, wie sich später noch zeigen wird, allemal unendlich vieldeutige) 
Funktion, deren rcsifcr Teil eindeutig bleibt und mit 9(6,1^) übereinstimmt, 
während der imaginäre verschiedene Werte annimmt, die sich aber nur 
um additive Konstanten unterscheiden. 

§ 55. Über den wahren Konvergenzbereich einer Potenzreihe. 

1. Beim Beweise des Hauptsatzes über die Potenzreihe für eine 
in einem Kreisringe (bzw. Kreise) eindeutig definierte und reguläre 
Funktion f{x) wurde über deren Verhalten auf der Grenze, also für 
|a;| — JSq und \x\^^B (bzw. für |a:| — E allein) keinerlei Voraussetzung 
gemacht: infolgedessen mußte auch jede Aussage über die etwaige Gül- 
tigkeit der betreffenden Reihenentwicklung für solche x von vornherein 
ausgeschlossen erscheinen. Aber selbst wenn man das reguläre Verhalten 
von f{x) auch noch für |a?| — 22^,, \x\^ B ausdrücklich voraussetzte, so 
würde die a. a. 0 . benützte Beweismethode in der bezeichneten Richtung 
kein Resultat ergeben. Denn sie beruhte ja wesentlich auf der Konver- 
genz der geometrischen Progressionen ^ für |a;| >r^ bzw. 

|a:| < r (s. § 52 , S. 388 , Gl. (8)— ( 11 )), würde also selbst dann, wenn es 
auf Grund der gemachten Voraussetzung freistünde, durch JSq, r durch 
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jR zu ersetzen, immer nur Aussagen für \x\> Bq bzw. |a;| < U liefern. 


+ 00 


Andererseits repräsentiert eine Reihe von der Form im Innern 

ihres Eonvergenzbereiches eine eindeutige und reguläre analytische Funk- 
tion (s. § 49, Nr. 4, S. 377), so daß also die Gültigkeit der Beziehung 

+ 00 

f{x) a^x^ für das gesamte Konvergenzgebiet der Reihe ohne wei- 
— 00 

teres sich ergibt, sofern sie für < | rc | < R besteht. Es handelt sich 
somit in dem vorliegenden Zusammenhänge schließlich nur um die Fest- 

+ 00 

Stellung des wahren Konvergengbereiches einer Reihe von der Form ^^a^x\ 

— 00 

2. Hierzu beweisen wir zunächst den folgenden Satz: 


Ist die für Rq < | rc | < R eindeutige und reguläre^ also in 

+ ao 

diesem Bereiche in der Form a^x* darsteUhare Funktion [{pc) 

— 00 

noch regulär für alle Stdlen X mit dem absoluten Betrage R, und 
konvergieren die betreffenden^ eur Darstdlung von f{x) dienlichen 

^(x—X) gum mindesten für ] a: — X | < p {wo q > 0), so konver- 
— 00 

giert die Reihe ^ a^x” nodi in dem Ringg^ete: J? ^ | a: | < + p. 

— 00 

Bas analoge gilt für das Ringgebiet -ffo ~ Po < 1*1 ^ 

f[x) noefi für alle Stälen auf dem Kreise | x | = stcA regulär 

verhält. 


Beweis. Auf Grund der gemachten Voraussetzung ist fiß) für die 
Stellen | a; | -■ .B noch eindeutig definiert und läfit sich über den Ereisring 
I ^ R hinaus in das Ringgebiet R < | o; | < R + 9 analytisch 
fortsetzen. Es erscheint jedoch zunächst fraglich, ob diese Fortsetzung 
ein eindeutiges Resultat liefert. Um dies nachzuweisen, definieren wir zu- 
nächst eine im Ringgebiete R < |x| < R + p eindeutige Funktion q>{x) 
in folgender Weise. Es sei X^ eine beliebige Stelle mit dem absoluten 
Betrage | X^ | — R, (x — X|) diejenige Potenzreihe, welche in dem ur- 
sprünglichen Ringgebiete Ro< |rr| ^R mit f{x) übereinstimmt. Denkt 
man sich sodann den Nullpunkt mit dem Punkte X^ geradlinig verbun- 
den und diese Verbindungslinie bis an den Kreis (0, R + p) weitergeführt, 
so soll q>{x) lediglich für die auf dieser Verlängerung von OX^ liegenden 
Stellen x definiert sein durch die entsprechenden Werte von $i(^|Xi). 


1) Dabei ist natürlich p« ^ Rg vorausgesetzt 
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Das analoge gilt dann für die Punkte auf jedem anderen Radius des 
Kreises (0), JR + p, so daß also ip{x) auf diese Weise für alle SteDen des 
Ringgebietes J? < |a:| < i? + p 
eindeutig definiert ist. Wir 
zeigen nun, daß die so defi- 
nierte Funktion g>{x) durch- 
weg regulär ist. Es sei eine 
beliebige, auf der Verlänge- 
rung des Radius OX^ gelegene, 
dem fraglichen Ringgebiete 
angehörige Stelle. Dann läßt 
sich aus (rc— XJ eine Reihe 
ableiten, die zum 
mindesten in einem, den Kreis 
(X|)p von innen berührenden 
Kreise konvergiert. Ist dann x^ 
eine heliebige Stelle im Innern 
dieses Kreises, so hat man zu- 
nächst laut Definition: 

( 1 ) 9(^2) ^2(^2 ^2)? 

wenn X^ diejenige Stelle bedeutet, an welcher die Verbindungslinie Ox^ 
den Kreis (0)iZ schneidet, und wenn die zu dieser Stelle gehörige Po- 
tenzreihe mit 5ß,(rr— X,) bezeichnet wird Das Konvergenzgebiet dieser 
letzteren fallt teilweise mit demjenigen von — X^) zusammen, und 
da ein Teil dieses gemeinsamen Konvergenzbereiches dem Innern des ur- 
sprünglichen Ringgebietes angehört, wo beide Reihen mit f{x) überein- 
atimmen, so gilt die Beziehung 

( 2 ) 

für das gesamte gemeinsame Konvergenzgebiet, insbesondere also für 
X — > Infolgedessen ergibt sich aber aus (1) und ( 2 ): 

9(^1) ^1(^2 •^) ■“ ^1)7 

eine Beziehung, welche aussagt, daß q>(x) in der Umgebung der Stelle x^ 
regulär ist und überdies durch analytische Fortsetzung aus f{x) hervor- 
geht. Da aber x^ jede Stelle des Ringgebietes R < |:r| < R + p ^or- 
stellen kann, so folgt, daß 9 ( 0 ;) für diesen ganzen Bereich eindeutig und 
regulär ist und daß somit die zunächst nur für den Kreisring Ito<\x\^B 
als eindeutig definiert und regulär vorausgesetzte Funktion f(jx) für das 
Ringgebiet 12 < |a;| < 2Z -f p die eindeutige cmdUftische Fortseteung g>{x) 
besitzt, die infolgedessen nunmehr auch mit f{x) bezeichnet werden möge. 
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Alsdann gelten aber für f{x) in dem erweiterten Bereich J^< |a?| < E -{- p 
die Voraussetzungen des („LaMren^schen“) Satzes § 52, Nr. 1 (S. 386), 
und es besteht somit für diesen Bereich die Entwicklung (a.a. 0. 61.(1)): 

/■(«) 

— «0 

wo = 2K((cr)”*'* /*(cr)) und r jetzt eine beliebige Zahl des Intervalls 
Eq < r < E + p bedeutet. 

Damit ist die erste der ausgesprochenen Behauptungen bewiesen. 
Der Beweis für die zweite (auf den Bereich E© — < | rc 1 ^ E^ bezüg- 

liche) läßt sich offenbar genau in derselben Weise führen. 

3. Es werde nun angenommen, daß die in der vorigen Nummer mit 
p bezeichnete positive Zahl geradezu die untere Grenze für die Konver- 
genzradien der zur analytischen Fortsetzung von f{x^ dienlichen Potenz- 
reihen von der Form 5ß (o; — X) (wo wiederum | X | = E) bedeutet, mit 
anderen Worten: daß zwar alle diese Reihen für [a? — X| < p konver- 
gieren, aber, wie klein man auch £ > 0 annehmen möge, sicher eine vor- 
handen ist, die für p<|a; — X|<p + £ divergiert. Alsdann läßt sich zu- 
nächst zeigen, daß jene untere Grenze p allemal ein reales Minimum sein 
muß, d. h. daß unter den Stellen X mindestens eine, etwa vorhanden 
ist, für welche die zugehörige Reihe (a: — X^) geradezu den Konvergenz- 
radius p besitzt. Bezeichnet man nämlich den zu irgendeiner Stelle X 
gehörigen Konvergenzradius mit p(X), so läßt sich entweder (ganz ana- 
log wie dies in § 48, Nr. 2 (S. 364) für den sog. Geltungsradius geschah) 
zeigen, daß p (X) eine (sc. reelle, positive), stetige Funktion von X, also 
schließlich, wenn X =* g -f der beiden reellen Veränderlichen ist 
und somit (nach § 12, Nr. 11, S. 117) ein reales Minimum besitzen muß. 
Oder man kann etwas direkter in folgender Weise schließen. Wegen 
I X I =* «=« E hat man: rj^±\ j/E* — |, so daß also p(X) 

= (l ± 1 ""6*1^) schließlich als eine positive Funktion der einen 
reellen Veränderlichen J erscheint, die überdies in zwei eindeutige Funk- 
tionen p (6 + I V^E* — g* 1 1 ) und p — I j/E* — 5* I i) zerfällt, deren eine 
den Stellen X der oberen, deren andere denjenigen der unteren Peripherie- 
hälfte des Kreises (0)E entspricht. Für mindestens einen dieser beiden 
Halbkreise muß dann die untere Grenze von p(X) den Wert p haben, 
und es gibt somit nach dem Satze von § 4, Nr. 6 (S. 31) mindestens eine 
Stelle X^ derart, daß in beliebiger Nähe gleichfalls die untere Grenze p 
herrscht, daß also daselbst Stellen liegen, für welche p(X) der Zahl p 
beliebig nahe kommt. Dann muß aber p(Xj) — p sein. Denn infolge der 
Voraussetzung kann ja keinesfalls p(Xi) < p sein; wäre aber p(Xi) > p, 
etwa =» p -f d (wo d > 0), so hätte man für aüe Stellen X im Abstande 
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I X — ' Xj I < Y offenbar: (>(X) > p + so daß also Icein q{X) in der 

iNähe von dem q beliebig nahe käme. Damit ist aber die ausgespro- 
«ebene Behauptung bewiesen. 

Hat nun aber p die eben besprochene Bedeutung, so läßt sich der 

+■» 

ßatz der vorigen Nummer dahin ergänzen, daß die Reihe a^,x^ für 


I a: I < R + p nicht nur konvergiert ^ sondern daß R + p geradezu der 
(äußere) toahre^) Konvergenzradius dieser Beihe sein muß. Denn konver- 
gierte dieselbe in einem größeren Umfange, etwa für |a:l<R-hp + a 
(wo S > 0), so würde ja hieraus unmittelbar folgen, daß jede der mit 
X) bezeichneten Reihen zum mindesten für iX-a?|<p + d 
konvergieren müßte. Und umgekehrt: Ist R + p der (äußere) wahre Eon- 


vergenzradius der Reihe 


— 00 


so müssen die Eonvergenzradien der 


mit — X) bezeichneten Reihen das Minimum p besitzen. 

Diese Betrachtung läßt sich offenbar wörtlich auch auf den inneren 

Konvergenzradius der Reihe ^}a^x^ übertragen. 

— 00 

4. Wir wollen dem Resultate der vorigen Nummer noch eine etwas 
andere Form geben. Zunächt bemerke man, daß bei einer Reihe mit po- 

sitiven und negativen Potenzen; die zunächst etwa wieder für 


2^0 < ! ^ I < 22^ konvergieren mag, die Glieder mit negativen Potenzen 
keinerlei Einfluß auf den äußerenj die mit positiven Potenzen keinerlei 

Einfluß auf den inneren wahren Eonvergenzradius ausüben, da ja von 
00 00 

vornherein für ciUe |a;| > Rq, für alle la;| < R kon- 

1 0 

vergiert. Es genügt daher, für die weitere Erörterung des vorliegenden 
Gegenstandes Reihen mit nur einer Art von Gliedern in Betracht zu 
ziehen, wobei man sich schließlich wegen der vollkommenen Analogie 
beider Eategorien von Reihen auf solche mit positiven Potenzen be- 
schränken kann. 

00 

Es sei nun ^ (») = ^ zunächst konvergent fBr | ® | < B, außer' 
0 

dem aber stehe fest, daß für jede Stelle X mit dem absoluten Betrage 
I X 1 — B eine Beihe nach positiven Potenzen von (x — X) existier^ deren 


1) Ober diese Bezeichnung vgl. § 46, Nr. 5, Fußn. 1, S. 845. 

^ringaheim, Vorleaangen II, 1 . 27 
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Summe im Innern des Kreises (0)jß mit $(a;) übereinstimmt^ und zwar 
sei Q das Minimum für die Eonvergenzradien aller dieser Potenzreiheo^ 
so daß also nach dem Ergebnis der vorigen Nummer 12 + p den wahren 
Konvergenzradius von ^(x) darstellt. Alsdann läßt sich zunächst die 
Zahl Q noch in etwas anderer Weise definieren.^ Bedeutet nämlich 
irgendeine Stelle im Innern des Kreises (0)R und setzt man \x^\^B — Sr 
so hat offenbar die für die Stelle x^ aus ^(rr)* ableitbare Reihe 
mindestens den Konvergenzradius p + Und da b die untere Grenze 0 
hat, so folgt, daß die untere Grenze für die Konvergenzradien aller mög- 
lichen mindestens den Wert q haben muß. Bezeichnet man nun 

wieder mit eine Stelle mit dem absoluten Betrage 12, für welche die zur 
analytischen Fortsetzung von vorhandene Reihe ^^(x — X^) den 

währen Konvergenzradius q besitzt, unJ nimmt man x^ mit dem abso- 
luten Betrage 12 — £ auf dem Strahle OX^ an, so hat offenbar jetzt ^ (rt | x^ 
den währen Konvergenzradius p + Denn wäre dieser letztere größer 
als p + etwa gleich p + « + d> so würde ja der Konvergenzkreis (X^jp^ 
der Reihe XJ ganz in das Innere des Kreises (Xj), q + b + d 

fallen und wäre somit einer Vergrößerung fähig, was der gemachten An- 
nahme widerspricht. Daraus folgt aber weiter, daß für die Stellen x^ auf 
dem Strahle OX^ die untere Grenze für die Eonvergenzradien i||^er mög- 
lichen ^(rr|X|) wirklich den Wert p hat. Hiernach laßt sich das Haupt- 
resultat der vorigen Nummer jetzt auch folgendermaßen formulieren: 

Konvergiert die Reihe ^(o;) für |rp| < 12 und ist p die untere 
Grenze für die währen Konvergenzradien der aus in bezug 
auf aUe möglichen Stellen innerhalb des Kreises (0, 12) ableitbaren 
Reihen, so besitzt ^(a:) den wahren Konvergenzradius 12 -f p. 

Daraus folgt aber weiter der bereits früher (§ 45, Nr. 5, S. 345/6) an- 
gekündigte Satz: 

Konvergiert die Reihe ^(a;) für \x \ R, so ist R dann und 
nur dann der wahre Konvergenzradius, wenn die untere Chrenze 
für die währen Konvergenzradien q{x) der aus 5ß(a?) in bezug auf 
alle möglichen Stellen x innerhalb des Kreises (0)12 ableitbaren 
Reilien gleich Null ist. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so muß, da ja p(a;') = p(|'-f 
eine (positive) reelle Funktion der beiden reellen Veränderlicheir J, i] ist,, 
mindestens ein Wertepaar (|', also eine bestimmte Stelle X^^ existie- 
ren, in deren unmittelbaren Umgebung p(a;") wiederum die untere Grenze 
Ntdl besitzt. Diese Stelle X^ kann aber keinesfalls im Innern des Kreisea 
(0)12 liegen, da ja für alle Stellen zf in hinlänglicher Nähe eines im 
Innern von (0)12 gelegenen Punktes q{x') stets oberhalb einer gewissen 
positiven Schranke bleibt. Somit liegt Xj auf der Peripherie des Kreises 



Kr. 1 § 66. Eindeutigkeit einer in einem B echteck regulären Funktion. 419 


(0)JS, und da offenbar keine konvergente Reihe — Xj) existieren 
kann^ deren Summe im Innern von (0)jR mit derjenigen von 5ß(ar) über- 
einstimmt, so ist Xj eine singuläre Stelle. Hiernach ergibt sich: 

ec 

Ist (0)R der (wahre) KonvergenzTcreis der Reihe 

(D 

$0 liegt auf der Peripherie mindestens eine singuläre Stelle. 

Oder auch : 

Der (uahre) Konvergenzkreis einer Potenzreihe er- 

0 

streckt sich bis zu der dem Nullpunlte nächstgelegenen singulären 
Stelle (bzw. bis zu den dem Nullpunkte nächstgelegenen singu- 
lären Stellen) 

Die vorstehenden Sätze lassen sich ohne weiteres auch auf Reihen der 
Form ^( 5 : — P{x — x^ übertragen. 

\X Hq/ 


§56. Eindeutigkeit einer in einem einfach zusammenhängenden 
Bereiche durchweg regulären Funktion« 

1. Nach dem „Hauptsatz*^ von § 48, Nr. 4 (S. 366) ist eine für jede 
einzelne Stelle im Inneren eines beliebigen (d. h. auch mehrfach) zusammen- 
hängenden Bereiches eindeutig definierte Funktion re^rwZären Verhaltens ein 
ebendaselbst eindeutiger Zweig einer monogenen analytischen Funktion. 
Als wesentlich erscheint hierbei* die Voraussetzung, dafi die Eindeutigkeit 
der Funktion auf Grund ihrer Definition (z. B durch einen arithmetischen 
Ausdruck) von vornherein feststeht. Wir gehen jetzt darauf aus, zu zeigen, 
daß bei Beschränkung auf einfach zusammenhängende Bereiche diese Vor- 
aussetzung entbehrlich erscheint, sofern nur — und zwar in einem sogleich 
noch genauer zu präzisierenden Sinne ausnahmslos — Regvdwrität besteht. 
Als Grundlage beweisen wir den fraglichen Satz zunächst für den Fall, daß 
der betreffende Bereich sich auf ein Rechteck reduziert, nämlich: 

Es sei Xq ein beliebiger Punkt im Innern eines zu den Koor- 
dinatenachsen parallel gestellten Rechtecks 9t, 5ßo(^l^o) 
eine gewisse Umgebung von konvergierende Potenzreihe. Läßt 
sich dieses Funktionsdement auf jedem im Inneren von 9t ver- 
laufenden Streckenzuge^) analytisch fortsetzen j so definiert dasselbe 

1) Einfaches Beispiel: Der binomische Satz für negative ganze Exponenten 
(s. § 46, Nr. 1, S 847). 

2) Einfaches Beispiel : Entwicklung einer rationalen Funktion in eine$(a: — 

(s. § 41, Nr. 6, S. 314/6). 

3) Es würde, wie vermittels Approximation leicht ersichtlich gemacht werden 
kann, übrigen«^ auch aus dem Beweisgang direkt hervorgeht, schon ausreichen, die 

27 * 
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eine im Innern von 91 eindeutige analytische Funktion regulären 
Verhaltens, 

Beweis. Nach Annahme eines beliebig kleinen s > 0, werde im In- 
neren von 9i ein Rechteck 91" konstruiert, dessen Seiten im Abstande e 
parallel zu den Seiten von 9t verlaufen. Hierauf teile man eine Seite von 
9t' (etwa, wie in der Figur, die untere horizontale) in n gleiche Teile, 
deren Länge d der Beziehung genügt: 

( 1 ) + 

und trage die Strecke d (von unten anfangend) auch auf einer der verti- 
kalen Seiten ab, so oft es angeht. Zieht man sodann durch sämtliche Teil- 
punkte Parallelen zu den Koordinatenachsen, so zerfällt das Rechteck 9t' 
in eine Anzahl (horizontal gelagerter) Parallelstreifen, deren jeder aus 
n-Quadraten von der Seitenlange d besteht, dazu kommt eventuell ein 
letzter Parallelstreifen aus Rechtecken mit der Grundlinie d und einer 
Hohe d' < d- Die Eckpunkte jener Quadrate mögen (von links unten be- 
ginnend) mit 

^00 ®oi • • • 

«10 «11 « 1 * • • « 1 « 

«so «S1 «11 • • • «1« 

bezeichnet werden. 

Man leite nun zunächst aus irgend einem in 9t' ver- 

laufenden Wege eine Potenzreihe $(^|an) deren Eonvergenzkreis sich 
mindestens bis an die Begrenzung des (äußeren) Rechtecks 9t erstrecken 
muß, da andernfalls eine singuläre Stelle von ^(^j^ii) in das Innere von 9t 
fallen würde, wie aus dem letzten Satze des vorigen Paragraphen hervor- 
geht. Der Konvergenzradius von $(^ja^i) hat also mindestens die Länge 


Möglichkeit der analytischen Fortsetzung für jeden innerhalb 91 yerlaufenden 
Treppenweg voransznsetzen. Dagegen würde es nicht genügen, die yoxausBetzniig 
betreffs der Fortsetzbarkeit von $o(^l^o) über das Innere von 91 etwa folgender- 
maßen zu fassen: Es solle für jeden Innenpunkt x' von 91 ein Funktionselement 
¥o(«l*o. • • •» x') auf bestimmten innerhalb 91 verlaufenden Wegen aus ^ßoC^l^o) 
ableitbar sein. Es lassen sich nämlich ohne Schwierigkeit Beispiele angeben, 
welche zeigen, daß bestimmte Innenpunkte von 91, die bei Fortsetzung von$ 0 (a;|ar,) 
auf gewiesen Wegen sich als solche regulären Verhaltens erweisen, bei der Wahl 
anderer (immer nur im Innern von 91 verlaufender) Wege aber als singuläre 
Punkte erscheinen können, deren Existenz dann die Mehrdeutigkeit der resul- 
tierenden analytischen Funktion auch bei Beschränkung auf den Bereich 81 zur 
Folge^ hat. Für die Diskussion derartiger Beispiele stehen indessen die genügen- 
den Hilfsmittel an dieser Stelle noch nicht zur Verfügung. 
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f > und da nach Ungl. (1): 

SO ist er größer als die Diagonale der Teilquadrate, so daß also ein um 
den Punkt mit dieser Diagonalenlänge ]/2 • d beschriebener Ei eis ein- 
schließlich seiner Peripherie aus lauter Innen- 
punkten des Konvergenzbereiches von be- 

steht und daher die zwei ersten Quadrate des unter- 
sten und die beiden unmittelbar darüber liegenden 
des folgenden Parallelstreifens ganz in das Innere 
jenes Konvergenzbereiches fallen. Leitet man so- 
dann aus sukzessive die Potenzreihen ab: 

(I) ^(a;|ai„Ou), «i», «w), • • •, 

• • •» 

so wird der Konvergenzbereich einer jeden dieser 
Potenzreihen immer je ein Quadrat des unteren 
und des oberen Parallelstreifens mit dem Konver- 
genzbereiche der unmittelbar vorhergehenden Potenzreihe gemein haben, 
und es definiert somit die obige Folge von Potenzreihen zunächst für die 
beiden untersten Parallelstreifen eine daselbst eindeutige analytische Funk- 
tion regulären Verhaltens. 

Nun läßt sich aber aus auch eine Potenzreihe $(^1^11; 

und aus dieser letzteren wieder eine Folge von Potenzreihen: 

(II) Ujij Ujj), ?ß(^| Uji, Ujj, aj2; Ujis)7 • • *7 • • *7 

ableiten, deren Konvergenzbereiche einschließlich desjenigen von J 

den zweiten und dritten Parallelstreifen im Innern enthalten. Dabei hat 
der Konvergenzbereich von das erste und zweite Quadrat des 

zweiten Parallelstreifens mit dem Konvergenzbereiche von ge- 
mein, derjenige von a^s) noch das zweite jener Quadrate mit 

dem Konvergenzbereiche der genannten Keihen und mit demjenigen von 

Daraus folgt aber die Gültigkeit der Beziehung: 

» $(^ 1 ^ 11 ) für die leiden ersten Quadrate Aes zweiten Parallstreifens, die- 
jenige der Beziehung: 5ß(ir|aji, u«) — das zweite 

und folglich auch für das (den beiden Konvergenzbereichen dieser beiden 
Reihen gleichfalls gemeinsame) dritte Quadrat des zweiten Parallelstreifens. 
So fortschließend findet man, daß die Serie (II) von Potenzreihen für den 
zweiten und dritten Parallelstreifen eine daselbst eindeutige und reguläre 
analytische Funktion definiert, welche überdies im zweiten Parallelstreifen 
mit der bereits durch die Serie (I) definierten übereinstimmt. Durch Fort- 
setzung dieses Verfahrens läßt sich schließlich das ganze Rechteck 
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mit einem System ineinandergreifender Potenzreihen belegen. Dabei hat 
man nur bei der Ausdehnung der fraglichen Entwickelungen auf den 
obersten Parallelstreifen, falls nicht zufällig d' ==* d sein sollte, vielmehr 
der (allgemeine) Pall d' < d eintritt, das Verfahren in der Weise zu mo- 
difizieren, daß man als Mittelpunkte der betreffenden Eonvergenzkreise 
nicht die auf der letzten Teilungshorizontalen liegenden Gitterpunkte, 
sondern diejenigen benützt, die auf einer im Abstande d zur oberen Seite 
des Rechtecks 9t' gezogenen Parallelen liegen (in der Figur die Punkte 

&!, fcjj, . . 

Das System der auf diese Weise hergestellten Potenzreihen definiert 
eine im Innern und auf der Begrenzung von 9t' eindeutige und reguläre 
analytische Funktion f{x). Zu jeder Stelle von 9t' gehört ein und nur ein 
bestimmtes Funktionselement und auf Grund des oben näher beschriebenen 
Ineinandergreifens der verschiedenen Potenzreihen ist jedes andere auf 
jedem beliebigen dem Bereiche 9t' angehörigen Wege daraus ableitbar. Ins- 
besondere kann das nunmehr der Stelle zugehörige Funktionselement kein 
anderes sein, als die ursprünglich vorgelegte Potenzreihe ^q(x'Xq). Denn 
auf dem speziellen Wege, welcher zuerst dazu diente, ?ßo(^l^o) 
überzuführen, ließe sich ja auch (eventuell mit Einschaltung geeigneter 
Zwischenpunkte) die Rückbildung von ^(a:|örjj) in ^o(^!‘^o) bewerkstel- 
ligen. Da es ferner freisteht, den mit ö bezeichueten Abstand von 9t und 
9t' unbegrenzt zu verkleinern, so gilt schließlich das gewonnene Ergebnis 
für das Innere des Rechtecks 9t, womit also der oben ausgesprochene Satz 
bewiesen ist 

2. Es hat keine Schwierigkeit, das zur Definition von f(x) angewen- 
dete Verfahren auf den Fall auszudehnen, daß der Bereich, in dessen 
Innern die gemachten Voraussetzungen gelten sollen, durch Ansetzen eines 
weiteren Rechtecks hergestellt wird, welches mit dem ursprünglich mit 9t 
bezeichneten eine Seite ganz oder teilweise gemein hat. Man hat dann 
nur, nachdem f(x) in dem einen, als Anfangsbereich gewählten (in den 
Figuren mit 1 bezeichneten) Rechteck definiert isl, einen gewissen Parallel- 
streifen dem benachbarten Rechteck, soweit es an die eine Seite des ur> 
sprünglichen anstÖßt, hinzuzufügen und die daselbst bereits bestehende 
Definition von f(x) auf das Rechteck 2 (s. Fig. I) bzw. das an 1 unmittel- 
bar anstoßende Teilrechteck 2 (s. Fig. 23 II, III) auszudehnen und eventuell 
das analoge Verfahren zur weiteren Fortsetzung von f(x) über das Teil- 
rechteck 3 bzw. 4 anzuwenden. 

Es ist ersichtlich, daß dieses Verfahren und die damit verbundene 
Definition einer eindeutigen regulären Funktion durch sukzessives An- 
setzen weiterer Rechtecke, deren jedes mit dem unmittelbar vorhergehen- 
den und nur mit diesem längs einer Seite ganz oder teilweise zusammen- 
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hängt, auf das Innere eines so entstehenden Treppenpolygons ausgedehnt 
werden kann. Daraus folgt aber noch keineswegs die Möglichkeit der Über- 
tragung auf ein beliebiges Treppenpolygon. Denkt man sich nämlich ein 
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Fig. 28. 

flolches durch geeignete Parallelen zu den Seiten in eine Anzahl Rechtecke 
zerlegt, so kann bei Anwendung des oben beschriebenen Fortsetzungs- 
Terfahrens der ungünstige, das gewünschte Resultat in Frage stellende Fall 
•eintreten, daß man von irgend einem bestimmten Rechteck ausgehend an 
«ins der noch nicht erledigten Rechtecke von zwei (oder mehr) Seiten 
herankommt, so daß bei weiterer Durchführung der nunmehr vorhandenen 
verschiedenen Fortsetzungsmöglichkeiten die Eindeutigkeit des Endresul- 
tats nicht mehr gesichert erscheint. Es soll nun gezeigt werden, daß bei 
passender Wahl des Ausgangspunktes und zweckmäßiger Anordnung des 
Fortsetzungsverfahrens der geschilderte Übelstand stete vermieden werden 
kann. Hierzu dient der in Nr. 5 dieses Paragraphen mitgeteilte „Haupt- 
satz'^ über eine besondere Zusammensetzung jedes beliebigen Treppen- 
polygons aus Rechtecken, zu dessen Beweise wir zunächst zwei Hilfssätze 
voranschicken. 

3. Definition. Zwei parallele Polygonseiten, die sich durch eine, 
abgesehen von den Endpunkten, aus lauter Innenpunkten des Treppen- 
polygons bestehende Horizontale oder Vertikale verbinden lassen, sollen 
gegenüberliegend heißen. 

HilfsatzL Verbindet man zwei gegenüberliegende Seiten eines 
Treppenpolygons % durch eine senkrechte Oeradej so zerlegt die- 
sdbe^ als Schnitt aufgefaßt^ das Trqgpenpolygon (d, h. sowohl die 
Begrenzung, wie die Innenfläche) in zwei Treppenpdygone, 

Beweis. Es seien zunächst ilH, CB zwei he{ie&i^epfirraZZefe(d.h. nicht 
notwendig in dem obigen spezielleren Sinne „gegenüberliegende^^^)) Seiten 
mit senkrechten Verbindungslinien, die von keiner anderen Seite geschnitten 

1) Mit anderen Worten: die senkt echten Verbindnngslinien von AB and CU 
könnten auch, abgesehen von den Endpunkten, ans lauter Außenpunkten von % 
bestehen. 
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werden, so läßt sich zeigen, daß bei Durchlaufang yon % in einem be^ 
stimmten Richtungssinne jene beiden stets in entgegengesetufter Richtung 
durchlaufen werden müssen. 

Angenommen, dies wäre nicht der Fall, so daß also AB und CD in 
derselben Richtung, etwa, um eine Festsetzung zu treffen, in der Richtung 
der wachsenden Variablen: A—>By G--^D durchlaufen würden. Als- 
dann müßte bei einer in A beginnenden Umlaufung von % die Fortsetzung 
von AB auf irgend einem Treppen wege einmal in (7, sodann nach Durch- 
laufung von CD die weitere Fortsetzung schließlich wieder in A ein- 
münden (wie das in der Figur 1 mit Hilfe der punktierten Linien schema- 
tisch angedeutet ist). Wird nun irgend ein Punkt E der Strecke AB mit 
dem senkrecht gegenüberliegenden Punkte F der Strecke CD geradlinig 
verbunden, so ließe sich ein bei A beginnender Umlauf über AEFD und 
den dort anschließenden (durch die punktierten Linien angedeuteten) 
Weg wieder nach A zurückführen, ebenso nach C ein bei C beginnender 
über CFEB und den dort anschließenden (punktierten) Weg. Das Trep- 
penpolygon % würde also auf diese Weise in zwei gesonderte Treppen- 
polygone und I, zerfallen. Nach § 9, Nr. 10 (S. 80) müßte deren 
jedes einen Überschuß von vier gleichartigen Ecken haben, und es müßte 
daher, je nachdem diese zweimal vier Ecken auch untereinander gleich- 
artig sind oder nicht, ein Gesamtüberschuß von acht gleichartigen Ecken 
oder gar heiner vorhanden sein. Beide Annahmen erweisen sich aber ala 
unmöglich, da der ursprüngliche Eckenvorrat von % einen Überschuß von 
vier gleichartigen (nämlich konvexen) Ecken enthält, während anderer- 
seits die bei E und F neu hinzutretenden Ecken sich auf und Z^ S(v 


C ^ F D . 

_ t| I 

• E ^ B 

Fig. 26. 

verteilen würden, daß jedem dieser Polygone ein Vbat ungleichartiger Ecken 
zufallt. — Damit ist also die oben ausgesprochene Behauptung bewiesen» 
Dies vorausgeschickt seien jetzt AB und CD zwei gegenüberliegende 
Seiten bz^ Stücke von Seiten des Polygons Z, so wird eine Durch- 
laufdng AB in der Richtung -4— bei weiterer Fortsetzung des Um- 
laufs eine solche von CD in der entgegengesetzten Richtung D-r>C zur 
Folge haben und von C aus schließlich nach A zurückführen (wie wieder 



Fig. 24. 
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durch die punktierten Linien in Fig. II angedeutet wird). Zieht man 
jetzt wie zuvor die senkrechte Verbindungsgerade EF, so läßt sich ein bei 
A beginnender Umlauf über AE FC und den bei C anschließenden (durch 
Punkte angedeuteten) Treppenweg nach A zurückführen, ebenso ein bei 
D beginnender über DFEB usw. zurück nach D. Das Treppenpolygon % 
zerfällt also durch den Schnitt EF in etcei Treppenpolygone und Sj, 
und zwar werden die Innenpunicte von %, abgesehen von den nunmehr 
der Begrenzung angehörenden Punkten des Schnittes EF^ auch zu Innen- 
jpunlden von und Ij, da ja das Außengebiet von % bei dem fraglichen 
Prozeß als solches völlig unberühit bleibt^) und daher auch wieder voll- 
ständig dem Außengebiet von und angchören muß. Es zerfäUt also 
gleichzeitig mit der Begrenzung auch der innere Bereich von % durch 
den Schnitt EF in zwei getrennte Stücke. 

Dieses Resultat erleidet keinerlei Änderung, wenn einer der beiden 
Endpunkte des Schnittes EF oder auch jeder von beiden ein Eckpunkt 
sein sollte (der dann offenbar nur einer nach außen konkaven Ecke an- 
gehören kann). Man erkennt dies am einfachsten, wenn man dem betref- 
fenden Schnitt zunächst eine minimale Verschiebung zuteil werden läßt. 

4. Definition Unter einem Querschnitt verstehen wir eine Horizon- 
tale oder Vertikale, die zwei Polygonpunkte verbindet und, abgesehen von 
diesen, aus lauter Innenpunkten des Treppenpolygons besteht. 

HilfsatzII. Von jedem Treppenpolygon %, das nicht schon 
durch einen einzigen Querschnitt in zwei Bechtecke zerfälU^) lassen, 
sich sowohl durch horizontale, wie durch vertikale Querschnitte 
mindestens zwei freie Endstücke^) abschneiden,^) 

Beweis. Ein Treppenpolygon mit 2m Seiten hat, wie jedes Treppen- 
polygon, einen Überschuß von vier konvexen Ecken und besitzt infolge- 
dessen stets m—‘2 konkave Ecken. Von jeder dieser letzteren läßt sich je 
ein Querschnitt sowohl in horizontaler, wie in vertikaler Richtung ziehen. 

1) Anders, wie bei der zuerst in Betracht gezogenen Annahme, bei welcher 
ja ausdrücklich zugelassen wurde, daß der Zwischenraum zwischen AB und CD 
dem Aufimgebiet angehören könnte (s die Fußnote auf S. 428). 

2) Das tritt beim rechtwinkligen Sechseck ein, da dieses ja eine einzige kon- 
kave Ecke besitzt und daher nur einen einzigen horizontalen oder auch vertikalen 
Querschnitt zuläßt; ferner, wenigstens in bezug auf die eine Querschnittsrichtung 
bei denjenigen rechtwinkligen Achtecken, deren zwei (einzigen) konkaven Ecken 
in einer horizontalen oder vertikalen Geraden liegen. 

3) Über die Bedeutung dieses Ausdruckes vgl. § 9, Nr. 5 (S. 72). 

4) Dies ist nicht so zu verstehen, daß sich stets zwei freie Endstücke durch 
horizontale und zugleich zwei andere durch vertikale Querschnitte abtrennen lassen 
müßten. Vielmehr könnten diese beiden Arten von Endstücken teilweise zusammen- 
fallen, so daß lediglich die Wahl zwischen beiden Schnittarten freistünde (vgl. § 9, 
Nr. 6, S. 73 insbesondere das dort zu Fig. 5, V und 6, VI Gesagte). 
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Man gehe nun von einer beliebig gewählten konkaven Ecke aus, 
etwa, um eine Festsetzung zu treffen, derjenigen konkaven Ecke C|, welche 
als die erste anftritt, wenn man das Treppenpolygon von dem tiefsten 
linken Eckpunkt anfangend in positiver Richtung umläuft, und ziehe von 
aus zunächst einen horizontalen Querschnitt CiD ^ q^, durch den also 
das Treppenpolygon % in zwei solche zerlegt wird: ein ,^unteres^\ d. h. an 
die untere Seite des Querschnittes sich anschließendes und ein „oberes*- 
Ij. Möglicherweise ist schon ein Rechteck ^ also ein durch abge- 
schnittenes freies Endstück, Wenn nicht, so muß bei weiterer Fort- 
setzung des Umlaufs um diesen Bestandteil von X in der Richtung C^—>D 
noch mindestens eine konkave Ecke aufweisen. Es sei C, die erste konkave 
Ecke, welche hierbei zum Vorschein kommt, so ziehe man von (7, aus 
einen weiteren horizontalen Querschnitt g,, durch welchen Xi in die beiden 
Teilpolygone X\ und zerfallen mag. Dabei soll X\ dasjenige Treppen- 
polygon bedeuten, dessen Begrenzung beide Quei schnitte g^ und g^ enthält, 
während dann diejenige von X^ nur aus dem einen Querschnitt im übrigen 
aus Seiten des ursprünglichen Polygons X besteht. Da die konkave 
Ecke (7, bei dieser Operation vollständig verloren geht^), so besitzt X^ 
mindestens eine konkave Ecke weniger und infolgedessen mindestens so- 
gar ein Eckenpaar weniger als X^ (da ja der Unterschied zwischen der 
Anzahl der vorhandenen konvexen und konkaven Ecken immer kon- 
stant, nämlich — 4 bleiben muß). Ist trotzdem ^2 noch kein Rechteck, 
so läßt sich in analoger Weise ein Treppen polygon X^ davon abtrennen, 
dessen Begrenzung wiederum nur einen horizontalen Querschnitt g, enthält, 
im übrigen aus Seiten des ursprünglichen Treppenpolygons besteht und 
mindestens ein Eckenpaar weniger besitzt als Tg. Da die Anzahl der an- 
fänglich vorhanden gewesenen Ecken eine endliche ist, andere] seits jedes 
der von X sukzessive abgetrennten Polygone Xj, Xg, Xj, . . . einen Über- 
schuß von vier konvexen Ecken behält, so muß nach einer begrenzten 
Anzahl der angedeuteten Operationen ein Treppenpolygon mit überhaupt 
nur vier und dann eo ipso konvexen Ecken, also ein (nur Innenpunkte von 
X umschließendes) Rechteck zum Vorschein kommen, dessen Begrenzung 
einen und nur einen (horizontalen) Querschnitt enthält, d. h. schließlich 
ein durch diesen letzteren abgescbnittenes freies Endstück, 

Die gleiche Schlußweise, auf das „öberef* Treppenpolygon X^ ange- 
wendet, ergibt dann die Existenz eines zweiten, gleichfalls durch einen 
horizontalen Querschnitt abzutrennenden freien Endstücks. 

Ersetzt man in der vorstehenden Betrachtung die horizontalen Quer- 


1) Die durch einen Qnerschnitt erzeugten neuen Ecken können stete nur 
konvexe sein. 
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schnitte durch vertikale und vertauscht die Angaben „unten*^ und yfiben^^ 
mit Jinksf^ und ,,r€chts^^, so ergibt sich ein ganz gleichartiges Resultat. 

5. Als unmittelbare Folgerung aus dem eben bewiesenen Satze re> 
sultiert nun der am Schlüsse von Nr. 2 bereits angekündigte Hauptsatz: 

Jedes Treppenpolygon X, das nicht schon durch einen einzigen 
Querschnitt in zwei Rechtecke zerfäUt^), läßt sich (auf mehrfache 
Art) in der Weise aus Rechtecken ztLsammensetzen, daß um einen 
rechteckigen Kern sukzessive weitere Rechtecke angesetzt werden^ 
und zwar so, daß jedes neu hinzukommende Rechteck nur längs 
einer Seite ganz oder teilweise mit einem einzigen der bereits vor- 
handenen Rechtecke zusammenhängt. 

Beweis. Zunächst lassen sich von % etwa durch zwei horizontale 
Querschnitte mindestens zweiy eventuell (d. h. bei besonderer Lage der 
Eckpunkte) auch mehr als zwei freie Endstücke abschneiden, die durch- 
weg mit der Nummer 1 bezeichnet werden mögen. Jedes dieser Recht- 
ecke stößt nur läugs des Querschnitts^ welcher eine Seite oder auch nur 
einen Teil einer Seite bildet (vgl. Pig. 5,1 — VI, § 9, S. 73), an das übrig- 
bleibende Treppenpolygon. Das letztere hat mindestens vier Ecken weni- 
niger als das ursprüngliche und gestattet, falls es nicht bereits ein Recht- 
eck ist oder schon durch einen weiteren Horizontalschnitt in zwei Recht- 
ecke zei fällt, ein weiteres Abschneiden von mindestens zwei freien (genauer 
gesagt, durch die erste Operation frei gewordenen) Endstücken, die dann 
die Nummer 2 erhalten sollen. Fährt man in dieser Weise fort, so wird 
schließlich nach einer bestimmten Anzahl — etwa k — 1 — solcher'Ope- 
rationen ein einziges Rechteck übrig bleiben, dem also die Nummer k zu- 
kommt.’) Nach alledem läßt sich dann das ursprüngliche Treppenpolygon 
in der Weise wieder herstellen, daß man an das mit der Nummer k be- 
zeichnete Rechteck als Kern zunächst dasjenige oder diejenigen mit der 
Nummer i — 1, an das so entstandene diejenigen mit der Nummer A: — 2 
ansetzt usf. Dabei hängt jedes neu hinzukommende Rechteck auf Grund 
seiner Entstehungsweise nur längs des Querschnittes, durch welchen es 


1) Vgl. Fußn. 2, S. 425. 

2) Man kann leicht eine obere Grenze für die Zahl k angeben. Bei jeder 
der ersten k — 2 Operationen (NB. nach Ausschluß des bei der Formulierung des 
obigen Satzes schon erledigten einfachsten Falles k » 2 muß ja A: > 3 sein) gehen 
mindestens vier Ecken verloren, bei der (k — !)*•“ möglicherweise nur zwei. Dann 
bleiben schließlich nur noch die vier Ecken des mit k numerierten Kemrechtecks 
übrig. Wird also die Eckenzahl von % mit 2m bezeichnet, so hat man: 
4(Ä; — 2)-|-2 + ^<2?» und somit: 


w -f 1 
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früher abgeschnitten wurde^ mit einem eineigen Rechteck des bereits vor- 
handenen Komplexes zusammen. 

In ganz analoger Weise kann man auch mit lauter vertikalen Quer- 
schnitten operieren. Das in diesem Falle resultierende Eernrechteck muß 
offenbar ein anderes sein wie zuvor, da das frühere nur längs seiner hori- 
ecwlalenj das jetzige nur längs seiner vertikalen Seiten mit dem übrigen 
Treppenpolygon zusammenhängt. 

Schließlich kann man auch horizontale und vertikale Querschnitte be- 
liebig kombinieren, insbesondere zu möglichster Abkürzung des Verfah- 
rens in der Weise, daß man bei jeder einzelnen Operation alle überhaupt 
vorhandenen freien Endstücke abschneidet, soweit sich das durch An- 
wendung beider Arten von Querschnitten bewerkstelligen läßt. 

6 . Um jetzt den in Nr. 1 für ein Beckteck bewiesenen Satz über die 
Eindeutigkeit einer durch ein auf allen Wegen fortsetzbares Funktions- 
element $(a;|a 7 o) definierten analytischen Funktion auf ein beliebiges (zu 
den Koordinatenachsen parallel gestelltes) Treppenpolygon%z\}. übertragen,, 
denke man sich dasselbe auf Grund des zuvor bewiesenen Satzes in ein 
Kemrechteck und eine Anzahl sukzessive daran anzusetzender freier End- 
stücke zerlegt. Ist dann in einem beliebigen Teilrechteck das Funktions- 
element ?ß(ajla; 0 ) vorgelegt, so beginne man damit, dasselbe auf irgend- 
einem, jenes Teilrechteck mit dem Kernrechteck verbindenden, im Innern 
von % verlaufenden Wege bis in das Kernrechteck fortzusetzen. Hierauf 
läßt sich zunächst nach der Vorschrift von Nr. 1 f{x) für das Kemrecht- 
eck eindeutig definieren, und diese Definition kann nach dem in Nr. 2 
gelehrten Verfahren sukzessive über sämtliche Teilrechtecke von % in 
vollkommen eindeutiger Weise fortgesetzt werden, da der Fortschritt von 
jedem einzelnen Teilrechteck zu dem nächstfolgenden stets nur auf eine 
Weise möglich ist. Daß schließlich die so definierte, im Innern von Z 
durchweg eindeutige und reguläre analytische Funktion f{x) in der Um- 
gebung der Stelle mit dem ursprünglich gegebenen Funktionselement 
übereinstimmt, folgt dann genau so wie oben für den Fall des 
Rechtecks (s. den Schluß von Nr. 1 ). 

Damit gilt dann schließlich der fragliche Satz mit Rücksicht auf 
§ 10, Nr. 12 (S. 94) für das Innere jedes einfach zusammenhängenden 
Bereiches. 
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^ 57. Die singulären Stellen und Nullstelleu eindeutiger analy- 
tischer Funktionen und eindentiger Zweige mehrdeutiger analy- 
tischer Funktionen. — Verhalten einer Funktion in der Umgebung 
einer wesentlich singulären Stelle. 

1. Es sei fix) eindeutig und regulär für jede Stelle einer ge- 
wissen Umgebung der Stelle x ^ a, etwa: 0 < — a| < ü. Das Ver- 

halten für X » a selbst sei unbekannt. 

Nach dem Laurentschen Satze muß alsdann für 0 < | x — a | < JB 
eine Entwicklung von der Form: 

<1) f(x)^'^rc,{x-ay 

— 00 

existieren, wobei die eindeutig bestimmte Werte besitzen. Die Be- 
schaffenheit von f(x) für X =* a hängt dann wesentlich von derjenigen 
der Koeffizienten für negative Werte von v ab, und zwar kommen da- 
bei folgende drei Möglichkeiten in Betracht: 

1. Es ist = 0 für i/ « 1, 2, 3, . . . 

2. Es ist |c_„| > 0 für irgendein bestimmtes w ^ 1, dagegen 
für V > n. 

3. Es gibt unhegrensft viele positive ganze Zahlen v, für welche 
\c_^ \ > 0 ist. 

Diese drei Fälle sollen jetzt einzeln genauer untersucht werden. 

Erster Fall. Aus 0 für v = 1, 2, 3, . . . folgt, daß die Ent- 
wicklung (1) sich auf die folgende reduziert: 

00 

( 2 ) fix)=^rc,(x-ay. 

0 

Dehnt man den Geltungsbereich dieser zunächst nur für |x — a| > 0 be- 
stehenden Gleichung auf den Wert x » a aus, setzt also: 

(3) /•(o) = Co = lim/'(a:) 

80 erweist sich f(x) für x — a als regulär. Für das Eintreten dieses Falles 
ist offenbar notwendig^ daß | fix) | in beliebiger Nähe der Stelle x « a 
stets unter einer endlichen Grenze bleibt. Diese Bedingung ist aber auch 
hinreuJtmdy da das wirkliche Vorhandensein von negativen Potenzen in der 
Entwicklung (1) stets zur Folge haben würde, daß | f{x) | in der Nahe 
von X a beliebig große Werte annimmt (vgl. Fall II und III). 
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2. Zweiter Fall. Ist von Null verschieden^ dagegen = 0 für 
r > n^), so nimmt die Entwicklung (1) die Form an: 

00 00 

(4) f{x) c, (j - dy - n > 

— n 0 

und daher wird: 

ec 

(4a) {X- a)” ■ f{x) =^> c,_^(x- «)', 

OT 

d. h. (x — ay • fix) ist für ä: =* a regulär j wenn nach Analogie von Fall I 
gesetzt wird: 

(5) L(® - »)" • /■(«)]*= . = ii“ (^ - «)* • . 

d. h. im vorliegenden Falle endlich und von Null verschieden. 

Die Stelle a heißt in diesem Falle — d. h. allemal wenn (x—ay f[x) 
für a: = a von Null verschieden und regulär ist — eine außerwesentlich 
singuläre Stelle oder auch ein rationaler Pol, und zwar ein Pol n'*'“ Ord- 
nung der Funktion f{x). Man sagt auch, f(x) habe in der Umgehung der 
Stelle X a den Charakter einer (gebrochenen) rationalen Funktion^), da 
die Entwicklung (3), auf die Form gebracht: 

00 

(6j f{x) = lt(x) +2 e,{x - ay, wo: R{x) = + • • • + 

0 

zeigt, das f{x) sich von der rationalen Funktion P{x) für eine gewisse 
Umgebung der Stelle x ^ a nur um eine eindeutige Funktion regulären 
Verhaltens unterscheidet, so daß also f{x) —R{x) daselbst regulär ist. 

Um das Verhalten von f{x) für x === a noch in anderer Weise zu 
charakterisieren, bemerke man, daß infolge der Gleichungen (4) und (5) 
nach § 38, Nr. 3 (S. 240) eine bestimmte Umgebung \x — a\<^ q exi- 
stieren muß, für welche {x — ay-f{x) gleichfalls von Null verschiedet^ 

und somit ^ ^ ^ ^ mr x-a gleichfaUs 

regulär (übrigens auch von Null verschieden) ist. Hiernach ergibt sich 

00 

) fh = (* - «)" j ^0 +2 1 offenbar: 

1) Die Beschaffenheit der Koeffizienten c_,, . . ., ist hieibei 

gleichgültig. Dasselbe gilt auch für die Cj, bei v'^0 

8} Diejenigen Mathematiker, welche mit dem Aasdrucke holomorph ienes Ver- 
halten bezeichnen, das wir regulär nennen, sagen von einer Funktion, die an 
irgendeiner Stelle einen (rationalen) Pol hat, sie sei daselbst meromorph. 
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d. h. der Pol n*‘' Ordnung der Funktion f{x) ist eine Nuüstelle Ord- 
nungfat-^y 

Dieses Ergebnis ist offenbar umkehrhary d h. jede Nullstclle Ord- 
nung von ist ein Pol Ordnung für f{pc). Denn aus einer Ent- 
wicklung von der Form (7) — wo von Null verschieden — ergibt sich 
allemal für {x — a)" • f{x) eine solche von der Form (4) ^wo: 

Da mit (a? — a) eindeutig und stetig der Null zustrebt, so hat man: 
(8) lim f{x) 


oo, 


X 


unabhängig davon, in welcher Weise die Veränderliche x der Stelle a zu- 
strebt. Wir sagen hiernach: f{x) werde für die außer wesentliche Stelle 
a unendlich großy und zwar von der n^^ Ordnung, wenn für x^a 
von der Ordnung Null wird.^) Oder auch: der Pol n'*'* Ordnung ist 
für f{x) allemal eine n-fache Unendlichkeitsstelle. 

Wie wir die Gesamtheit der Zahlen a; | -f deren absoluter Be- 
trag jede noch so große positive Zahl übersteigt, als eine einzige yyUneigent- 
lichef^ Zahl oder Stdle x ^ oo auffassen, so betrachten wir eine analy- 
tische Funktion f(x) für jeden Pol n**^ Ordnung x ^ a noch als „uneigent- 
licW^ definiert, immerhin also als „definiert;^, nämlich mit dem „uneigent- 
Uchen^^ Werte oc behaftet und rechnen demgemäß solche Stellen noch zum 
Existenzbereiche von f{x). Der „anälgtischef^ Charakter von f(x) zeigt sich 
alsdann darin, daß (x — aY • f(x) und für x ^ a nicht nur eigentlich 
definiert, sondern geradezu regulären Verhaltens sind. 

3. Jeder Pol n^^ Ordnung von f(x) ist ein solcher (w + 1)'*^ Ord- 
nung für die Beriviertc f{x) [und daher allgemein ein solcher {n -f 
Ordnung für P^\xy\. Denn schreibt man Gl (4) folgendermaßen: 


(9) {x — a)" • f{x) «= 5ß(a? — a) (wo also: ^(0) — + 0), 

so folgt: 

{x — a)" • f{x) + n(x — a)®" ^ • f{x) *= 5ß'(a: — a) 

und daher: 

(10) {x — • f{x) — • (a? — ö)* • f{x) -f (a: — a) • ^\x — a) 

(d. h. regulär), 

(11) lim (x — a)"+ ^ • f\x) = — m • lim (x — a)* • f(x) ^ w • ^(0) 

(d. h. nt(^< Null). 


1) Ygl. g 88, Nr. 6 (S. 288). 
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Dividiert man Gl. (10) durch (x — o)*+^- /■(*) =• (« — o) • ^(a? — o), 
so ergibt sich noch die wichtige Beziehung: 


( 12 ) 


-n ^'(x-a) 
f{x) X — a' $(05 — a) ’ 


die auch in die Form gesetzt werden kann: 

a-’) 


da 5ß(a: — a) für x=^ a nickt verschwindet. Jeder rationale Pol d. h. 
hdiebiger Ordnung von f{x) ist also allemal ein Pol erster Ordnung für 


die Funktion zwar erscheint die Ordnungszahl n mit negativem 

Vorzeichen als Koeffizient von — — 

X — a 


Betrachten wir der Analogie halber auch den Fall^ daß x ^ a eine 
n-fache Nullstelle von f{x) sei, also: 


(14) f(x) = (a: — a)" • 5p(aj — a) (wo wiederum ^(0) nicht Null), 
so wird: 

(15) f\x) a» n • (a; — a)"~^ • ^(o? — a) + (a; — a)" • 5ß'(a; — a) , 


d. h. jede n- fache Nullstelle von f{x) ist, falls n ^ 2, eine (w — 1) fache 
Nullstelle von f (x) und daher, falls n > v, eine (n — v) fache Nullstdle 
von während dann f^^\x) + 0 . Umgekehrt ist jede Nullstelle a 

von f{x) eine n-fachCy wenn f^^^{a) =* 0 für v — 1 , 2 , . . ., n — 1 , dagegen 
/X")(a) + 0 (wie sich unmittelbar aus der Taylorschen Entwicklung von 
fix) nach Potenzen von x==^ a ergibt). 

Ferner ergibt sich durch Division von Ql. (15) durch Gl. (14) die Be- 
ziehung: 

(16) 


fix) 




deren vollkommene Analogie mit Gl. (12), (13) evident ist. Jede NuU- 

stdle von f(x) ist also gleichfalls ein Pol erster Ordnung für 7 ^. Hier- 

t\X) 

aus folgt, daß eine Stelle regulären Verhaltens für niemals eine NuU- 

stelle oder ein rationaler Pol für f{x) sein kann. 

4. Jede auf der Grenze des Begülaritätsbereiches von f{x) gelegene 
nicht außerwesenäich singuläre Stelle a, in deren Umgebung^) f{x) einr 
deutig ist, soll eine wesenüich singuläre Stelli heißen. Aus dieser rein 
negativen Definition ergeben sich zunächst mit Bücksicht auf die un- 
mittelbar vorangehenden Betrachtungen die folgenden Konsequenzen: 

1) Dabei kommt als „Urngdfung^*^ der Stelle a nur deijenige Teil der Gesamt- 
Umgebung in Betracht, für welchen fix) Überhaupt definiert ist. 
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1) Jede wesentlich singuläre Stelle a von f(x) ist auch eine ebensolche 
für * Denn jedenfalls liegt zunächst a, geradeso wie fär f{pc) auch f&r 

auf der Grenze des BegularitätsbereieheSf d. h. muß in beliebiger 
Nähe von a auch Stellen regulären Verhaltens besitzen. Es folgt dies 
daraus, daß fttr jede reguläre Stelle von f(x), die keine NüUstdle ist, 

/ w 

sich regulär verhält und daß andererseits solche Stellen wirklich vor- 
handen sein müssen, da eine Ntdlstdle niemals Häufungsstdle von NuU- 

stellen sein kann (vgl. § 38, Nr. 6, S. 289). Wäre nun für a re- 
^ulär und von Null verschieden ^ so müßte das gleiche für f{pS) gelten; 
wäre dagegen o; — a für eine Nullstelle bzw. ein rationaler Fol, so 
müßte a ein rationaler PolThzw, eine Nullstelle für f{x) sein. Somit ist a 
sine wesentlich singuläre Stelle von • 

2) Jede Häufungsstdle a von (unendlich vielen) rationalen Polen oder 
wesenäieh singulären Stdlen a^ ist für eine in der Umgebung von a ein* 
deutige Funktion f(x) stets eine wesenUidi singuläre Stelle. Denn wäre 
f{x) für rr *= a regulär^ so könnten innerhalb einer gewissen Umgebung 
der Stelle a überhaupt keine singulären Stdlen a^ liegen. Und hatte f{x) 
ixk x-^a einen Pd n^^ Ordnung ^ so wäre (x — ay>f(x) daselbst regu- 
lär, etwa: 

and daher, wenn innerhalb desEonTergenzkreiees dieser Reihe liegt, ancb : 
(x - o)- • f(x) = ^(a:| o, oj, 

also schließlich: 

A«) - - «.)» 

/da ja - — in der Umgebung jeder von a verschiedenen Stelle a^ nach 
positiven Potenzen von (x-^a^) entwickelt werden kann). Es könnten 
also keinesfalls in beliebiger Nähe der Stelle x — a singuläre Stdlen a^ 
liegen: die Stelle a muß daher unter der gemachten Voraussetzung jeden* 
fidls eine wesentlich singuläre sein. 

Das gleiche gilt offenbar, falls die Stelle a eine Häufungsstdle von 
unendlich vielen Nullstellen einer in der Umgebung von a eindeutigen 
Funktion f{x) ist (sofern nicht etwa f{x) identisch Null ist): denn nach 
dem unmittelbar zuvor Gesagten ist a als Häufungsstdle von rationalen 
Polen eine wesentlich singuläre Stdle für die Funktion und somit 
auch für f{x) selbst. 

Pringshtim, Vorlesnngcn U, 1. 


28 
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5. Nach diesen Vorbemerkungen betrachten wir noch den im An- 
schloß an die Entwicklung (1) zu erledigenden 

Dritten Fall Hier wird also angenommen^ daß die Reihe der nege^ 
tiven Potenzen in der Entwicklung: 

•f flO 

tXx)-^'^cXx-ay 


wirklich unbegrenzt ist (die Reihe der poeitiven Potenzen unterliegt keiner 
Beschränkung^ sie kann eventuell auch bei einem bestimmten Exponenten 
abbrechen oder gänzlich fehlen). Auf Grund der gegebenen Definitionen 
muß dann die Stelle a unter allen Umstanden eine icesenllidi singur 
läre sein. Wir bezeichnen eine solche wesenttich singuiäre Stelle a, inr 
deren vollständiger Umgebung (d. h. fQr aüe Xy die einer Beziehung von 
der Form j o; — a | < p genügen) nur Stellen regulären Verhaltens liegen^ 
als eine isolierte oder auch als einen transzendenten Pol^) 

Aus dem § 38, Nr. 1 (S. 283} im Anschluß an 61. (4) gesagten folgt 
nun zunächst, daß |/'(a;)| in hinlänglicher Nähe der Stelle x ^ a unter 
anderen Werten jedenfalls beliebig große annimmt, so daß also: 

(17) lim f(x)\ — + c». 

Sei sodann A eine ganz beliebige komplexe Zahl einschließlich der 
Null: dann ist die Stelle x^a offenbar auch eine isolierte wesentlich sin- 
guläre für die Funktion f{x) — A. Besitzt nun f{x) — A m jeder Nähe von 
x — a Nullstellen, so nimmt f{x) den Wert A in jeder Nähe von x ^ a 
wirUich {unendlich oft) an. 

Besitzt dagegen f{x)—-A innerhalb einer gewissen Umgebung von a 
Tceine Nuüstdlen, so ist y.— Stellen dieser Umgebung (abge- 
sehen von der Stelle a selbst) eindeutig und regulär mit der wesentlich 
singulären Stelle a, folglich hat man nach 61. (17): 


(18) 


lim 

jr->a 


1 ! 

f{pc) — A i 


— + C». 


Alsdann muß aber j hinlänglicher Nähe von a unter anderen 

Werten bdidbig große, also f{x) — A ] hdiebig Heine Werte annehmen: 
in diesem Falle kommt also f{x) dem Werte A in der Nahe der Stelle 
x^a bdiebig nahe. Somit ergibt sich: 

In der Nähe jedes transzendenten Pols a nimmt f{x) 
jeden beliebigen Wert A entweder unendlich oft an oder kommt 


1) Wenn wir gelegentlich von FoUn schlechthin sprechen, so sind damit 
immer nur rationale Pole gemeint. 
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ihm zum mindesten beUd}ig nahe. Für x ^ a seihst ist f(x) über- 
haupt nicht definiert 

6. Der eben bewiesene Satz bleibt aber auch bestehen, wenn die 
wesentlich singuläre Stelle a keine isolierte^ sondern eine HäufungssieUe 
\OTi ausschließlich rationalen Polen ist: damit ist implizite schon ge- 
sagt, daß diese rationalen Pole innerhalb einer gewissen Umgebung von a 
keine weitere Häufungssielle besitzen sollen (jede solche Häufungsstelle 
würde ja eine weitere wesentlich singuläre Stelle von f{x) darstellen). 

Denn enitveder besitzt dann die Funktion welche ja jene 

rationalen Pole von f{x) als rationale Pole von f{x) — A nur gewöhnliche 
Nidlstellen, also Stellen regulären Verhaltens bilden) in der Nähe der 
wesentlich singulären Stelle a keine rationalen Pole, so daß also diese 

selbst in bezug auf — j als isoliert auftritt. Dann muß aber nach 

dem obigen Satze X ® beliebig große Werte an- 

nehmen, also f{x) dem Werte A beliebig nahe kommen. Oder 

besitzt in jeder Nähe von a rationale Pole, also f{x) — A ebensoviele 
Nullstellen, d. h. f{x) nimmt dann wieder den Wert A geradezu unend- 
lich oft an. 

Dagegen kann der fragliche Satz seine Gültigkeit verlieren, wenn a 
eine Häufungsstelle von wesentlich singulären Stellen, z. B. ein Punkt einer 
singulären Linie ist, d. h. einer Linie, die aus lauter (dann eo ipso wesent- 
lich) singulären Stellen besteht. Man beachte z. B. die in § 47, Nr. 5 
(S. 362) angeführte Funktion: 

eo 

( 19 ) 


welche über den Einheitskreis nicht analytisch fortgesetzt werden kann, 
so daß also jede Stelle x ^ a mit dem absoluten Betrage | a | — 1 als eine 
wesentlich singuläre erscheint. Nichtsdestoweniger bleibt f{x) für jede 
solche Stelle a und deren „Umgebung*^ (soweit von einer solchen hiei* 
noch die Rede sein kann) endlich und stetig, also | f{x) | durchweg unter 

eo 

einer endlichen Schranke, nämlich ~ — 2. 

7. Die vorstehenden Betracl^tungen sind leicht auf den Fall zu über- 
tragen, daß statt einer im Endlichen gelegenen Stelle a die Stelle 
X oo in Betracht gezogen werden soll. Die Stelle x ^ cx> wurde für 

f{x) als eine solche regulären Verhaltens bezeichnet, falls f für y «= 0 

28 * 
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regulär ist. In analoger Weise hat die Stelle » oo als außertoemiüidi 
oder wesentlich singuläre für f{x) zu gelten, je nachdem das entsprechende 

für f{^ bezüglich der Stelle stattfindet. Es wird also insbesondere 

die Stelle x^oo einen rationalen Pol Ordnung von f{x) dann und nur 
dann vorstellen, wenn die Entwicklung von f{ijc) für alle x^ deren absoluter 
Betrag eine gewisse Zahl B, überschreitet, als höchste positive Potenz 

die Potenz a?” und eventuell noch positive Potenzen mit niedrigeren Ex- 
ot 

ponenten enthält, oder anders ausgesprochen, wenn — • f{x) 

0 

wo €q von Null verschieden. Treten dagegen positive Potenzen in unbe- 
grenzter Anzahl auf, so ist a? oo eine isolierte wesentlich singuläre Stelle 
(ein transzendenter Pol). Das gleiche ist allemal der Fall, wenn die Stelle 
X ^ oo sIb eine Häufungsstelle von unendlich vielen Nullsteilen erscheint. 
Dagegen ist die Stelle a: «=» oo eine nicht isolierte, wesentlich singulärCf 
wenn sie eine Häufungsstelle von (außerwesentlich oder wesentlich) sin- 
gulären Stellen ist. Insbesondere ergibt sich noch, daß die Stelle a? -= oo 
für jede ganze rationale Funktion ein rationaler, für jede ganze transzen- 
dente Funktion ein transzendenter Pol sein muß. Und umgekehrt ist eine 
für jedes endliclie x eindeutige und reguläre analytische Funktion f{x) eine 
ganze, und zwar ganze rationale oder ganze transzendente Funktion, je 
nachdem sie an der Stelle x ^ oo einen rationalen^) oder transzendenten 
Pol besitzt. Im ersten Falle hat man (vgl. § 20, Nr. 3, Fußn. 2, S. 182): 

(20) lim f{x) ** oo, 

im zweiten dagegen nur: 

(21a) lim \f{x) ] =» + c», 

X-^OT 

während im übrigen f{x) in der Nähe der Stelle a; =* oo, d. h. für solche 
X, deren Absolutwert eine beliebig groß anzunehmende Zahl 72 > 0 über- 
schreitet, noch jeden beliebigen Wert annimmt oder ihm wenigstens be- 
liebig nahe hmmt, so daß insbesondere: 

(21b) lim \f{x)\^0. 

X->-OT 

Eine eindeutige analytische F*unktion f(x) ohne wesentlich singuläre 
Stelle kann immer nur eine rationale sein. Denn ist sie im Endlichen durch- 
weg regulär, so ist sie nach dem zuvor Gesagten eine ganze rationale. Be- 
sitzt sie dagegen im Endlichen einen Pol a etwa von der Ordnung n, so 

1) Die Ordnungszahl des Pols bestimmt zugleich Grad der ganzen Funktion 
(vgl. § 20, Nr. 3, S. 182). 
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besteht für eine gewisse Umgebung Yon a eine Entwicklung von der Form: 

n 

SO daß also f{x) — ^ p — in der Umgebung von x a regulär ist 

Da f{x) jedenfalls nur eine endliche Anzahl von Polen besitzen kann 
(denn andernfalls müßten diese ja eine Häufungsstelle, folglich f(x) eine 
wesenÜich singuläre Stelle haben), so läßt sich durch Subtraktion einer 
endlichen Anzahl analoger Partialbruchsummen, d. h. schließlich einer 
gewissen rationalen Punktion R{x) die Differenz f{x) — It{x) in jedem 
endlichen Bereiche regulär machen. Dann kann aber /‘(a:)— 'jR(a:) nur eine 
ganze rationale Funktion g{p^ sein (die sich auf eine Konstante reduzieren 
muß, falls die Stelle x^oo Jeeine singuläre für f{x) ist), so daß sich ergibt: 

f(x) « B(x) + g{x), 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 


Kapitel VI. 


Die elementaren ganzen nnd gebrochenen transzendenten Fnnktionen. 


§ 58. Neuer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. — Ganze 
transzendente Funktionen ohne Nullstelle. 


1. In § 52, Nr. 3 (S. 392) wurde gezeigt, daß eine in jedem endlichen 
Bereiche eindeutige und reguläre (bzw. gleichmäßig oder auch, was nach 
§ 53, Nr. 2 und 4 auf dasselbe hinausläuft, stetig differenzierhare) Funk- 
tion, deren absoluter Betrag stets unter einer endlichen Schranke bleibt, 
sich auf eine Konstante reduziert. Dieses Resultat kann jetzt auch in der 
Form ausgesprochen werden, daß für jede nicht Jconstante eindeutige ana- 
lytische Funktion mindestens eine singuläre Stelle (sei es eine im End- 
lichen gelegene oder die Stelle x =» c») existieren muß. Wenden wir das- 
selbe auf den reziproken Wert einer ganzen rationalen Funktion g(x) an, 

so folgt, daß mindestens eine im Endlichen gelegene singuläre Stelle a 


besitzen muß, da ja die Stelle x ^ oo als rationaler Pol von g{x) eine 
Nullstdle und somit eine Stelle regulären Verhaltens von — ^ darstellt. 


Andererseits kann aber die Stelle a keinesfalls eine wesentlich singuläre 
für sein, da sie in diesem Falle auch für g(x) die gleiche Eigenschaft 
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besitzen müßte. Sie ist somit eine außerwesenÜich singuläre für , also 

eine NuUstelle für g{x). Durch diese einfache Schluß weise ergibt sich 
also von neuem der Fundamentalsatz der Algebra: 

Jede (nicht konstante) ganze rationale Fwiktion hat mindestens 
eine im Endlichen gelegene Nullstelle. 

2. Die eben angewendete Schlußweise beruhte prinzipiell auf dem 
Umstande, daß eine ganze rationale Funktion und folglich auch ihr rezi- 
proker Wert heine wesentlich singuläre Stelle besitzt. Sie ist daher auf 
eine ganze transzendente Funktion G{x) nicht übertragbar In der Tat 
laßt sich hier nur soviel nachweisen, daß G{x) sicher auch beliebig Meine 
Werte annimmt, mit anderen Worten, daß die untere Grenze aller mög- 
lichen Werte von j 6r(a;) | den Wert Null hat. Dagegen läßt sich nicht er- 
schließen, daß wirklich eine bestimmte Stelle x (einschließlich x oo) 
vorhanden sein müßte, für welche die Beziehung: G(x) » 0 besteht. Da 
nämlich für G(x) die Stelle » oo als eine isolierte wesentlich singuläre 
erscheint, so wird zwar G{x) in der Nähe der SteUe a? =- oo unter ande- 
ren Werten auch bdiebig Meine annehmen. Nun ist aber a priori sehr wohl 
denkbar, daß solche „beliebig kleine^^ Werte ausschließlich in der Nähe 
von 0 ? — oo angenommen werden, und es könnte in diesem Falle die stetige 
Funktion G{x) im Endlichen sicher keine Nuflstdle besitzen, während sie 
in der Nähe von o; — oo (d. h. für unbegrenzt wachsende Werte von {o?!) 
nur der Null beliebig nahe zu kommen braucht, andererseits für x » oo 
überhaupt nicht definiert ist. 

Um darüber volle IQarheit zu gewinnen, ob der eben gedachte Fall 
wirklich eintreten kann, wollen wir jetzt darauf ausgehen, zunächst irgend- 
eine und daran anknüpfend die allgemeinste ganze transzendente Funktion 
ohne Nullstelle herzustellen. 

3. Ist G(x) eine ganze transzendente Funktion, also durch eine be- 
ständig konvergierende Potenzreihe definiert, so gilt das gleiche von ihrer 
Derivierten G\x). Soll dann G{x) keine einzige im Endlichen gelegene 

NuUstelle besitzen, so ist dafür offenbar notwendig, daß also auch 

für jedes endliche x sich regulär verhält, d. h. selbst eine ganze (ra- 
tionale oder transzendente) Funktion (eventuell auch eine Konstante) ist, 
also etwa: 

Funktion). 


Diese Bedingung ist dann aber auch hinreichend, da das durchwegs regu- 

Cr' (x) 

läre ‘V erhalten von nach der am Schlüsse von Nr. 8 des Torigen 
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Paragraphen gemachten Bemerkung das Verschwinden von G{x) defini- 


tiv ausschließt 

Die Gleichung (4) definiert somit die allgemeinste ganze transzen- 
dente Funktion ohne Nullstetten^ und es fragt sich nur, oh derselben hei 
beliebiger Annahme von g^ {x) stets durch eine andere ganze Funktion G (x) 
genügt werden kann. 

Zur Beantwortung dieser Frage lösen wir die Gl. (4) zunächst für 
die spezielle Wahl gi(x) — 1 und setzen für diesen Fall G(x) * E{xy\ 
so dafi also E{x) definiert ist durch die Gleichung: 


<5) 

Da hiernach: 


E’jx) . 
Ei.x) “ ‘• 


(6) E\x) - E(^x) 
und allgemein: 

(7) E^-){x) - E\x) - E{x), 


so muß E{x) in der Umgebung der Stelle x — 0 die Form haben: 

— M 

^ w -.S h 

0 0 

oder, wenn man noch dem hierbei willkürlich bleibenden konstanten 
Faktor E(0) den Wert 1 beilegt: 

( 8 ) 

I» 

Da aber diese Potenzreihe heständig konvergiert, so definiei-t sie in der 
Tat eine ganee transiendmU FunTetim von der verlangten Beschaffenheit. 

4. Es sei nun iß (ic — x^ irgendeine für | o; — «, | < r konvergierende 
Potenzreihe, so läfit sich E(JI^(x — x^) gleichfalls als Potenzreihe in 
{x — x^ darsteUen, welche mm mindesten für |« — a*, | <r konvergiert. 
Setzt man sodann: 

(9) F{x) — E{^{.x — x^)', 

so ei^ibt sich als Derivierte von F{x) auf Grund einer früher abgeleite- 
ten Regel (§ 43, Gl. 26, S. 328) und mit Berücksichtigung von Gl. (6): 

- E(^(.x - xji) • — »,) 


1) In der Zahlentheorie pflegt man unter E(x) bei reellem pofitiven x die 
grüßte in x enthaltene ganze Zahl zu verstehen (die wir bisher mit [re] bezeichnet 
haben). Da die hier vorliegende Benutzung der Bezeichnung E(t) in gänzlich an- 
derer Bedeutung sich auf diesen und den nächstfolgenden Paragraphen beschränkt, 
«o erscheint die Gefahr einer Verwechslung ausgeschlossen. 
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und daher: 

Die durch 01. (9) zuiuichst für ja! — Xof < r definierte analytische Funk' 
tion ^(le) genügt also allemal der („DifFerential"-)01eichung (10). Ea 
Itßt sich nun andererseits zeigen, dafl Jede für eine gewisse Umgebung 
der Stelle etwa ja; — eindeutige und reguföre Funktion^ 
welche der OL (10) genügt, sich von J’(x) höchstens um einen Tcontianten 
Fedctor unterscheiden kann. Denn hat man etwa: 

so folgt: 

^VM _ F(x)-Ft’(x)-F,(x)-F(x) „ 

F,(») Fd»)* 

oder anders geschrieben: 



(da ans 01. (11) herrorgeht, daß F(x) + 0 für \x — x^\ < r) und somit: 

WO C eine Konstante bedeutet. 

Betrachtet man jetzt also die Gl. (10) als die ursprüngliche, zur De* 
finition yon F{po) yorgelegte, wobei etwa: 

00 

(13) ^'(« - »o) - «o)'" ‘ 

1 

gegeben sein mag, und bezeichnet man hierauf mit diejenige 

Potenzreihe, welche Derivierten hat und kein konstantes 

Glied enthalt, d. h. setzt man: 

00 

(14) ^(*-®o)-2^(*-®o)% 

1 

so wird EiJ^ix — x^)) eine hestimmte und: 

(16) F'(®)-(7.J5(^(a:-Xo)) 

die allgemeinste, in der Umgebung Ton x-^x^ reguläre Lösung der OL (10)^ 
darstellen. Dabei ist die willkürliche Konstante C offenbar mit F{x^ iden- 
tisch, da ja für a; — a;,: J^(^(0)) J^(0) — 1 wird, also schließlich: 

(16) F(x) - F’(aro) • E{^{x - x^). 

5. Wendet man dieses Resultat auf unsere 01. (4) an — wobei ledig- 
lich x^ — Ozn setzen ist und für r, g jede häiAig große positive Zahl 
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genommen werden kann^ so ergibt sich nach 61. (15): 

(17) 0{x)-~C-E{g{x)), 

WO g{pi) diejenige ganze Funktion ohne konstantes Glied bezeichnet, deren 
Derivierte — gi{x) ist. Da aber E(g{x)) in eine besiÄndig konvergierende 
Potenzreihe entwickelt werden kann, also auch wirklich eine ganze Funk- 
tion darstellt, so findet man: 

Die allgemeinste ganze transzendente Funktion ohne Null- 
stelle ist von der Form: 

flO 

G{x) — C-E(g{x)) — 

0 

wo g(x) eine hdiebige (rationale oder transzendente) ganze Funk- 
tion ohne konstantes Glied bedeutet. 

Da c^+g{x) gleichfalls die Derivierte gi{x) besitzt, so hat man nach 
dem Satze der vorigen Nummer: 

+ g(x)) — C • E{g{x)) 

und, indem man die Konstante C durch Substitution von bestimmt: 

(18) J5(co + g{x)) — JF(Co) • E{g(x)), 

§ 59. Die Exponentialfanktioii E{x) m und die Funktionen 
C'(flc), Ä(flr). — Additionstheoreme. — Der Absolutwert von e^. 

1. Wir wenden uns jetzt zur genaueren Untersuchung der im vori- 
gen Paragraphen 61. (8) definierten ganzen transzendenten Funktion: 

(1) 

0 

Da dieselbe der Beziehung genügt: 

(2) D^E{x)~EM(^x)^E(x) (r-1,2,3,...), 

SO findet man mit Hilfe der TtzylorBchen Reihenentwicklung: 

00 

(3) Eix, + h) =-2 ^ Eix,) • E - E[x,) . E(Ä) 

0 

oder, wenn man x nnd y fUr a;, und h schreibt: 

(4) E{x + y)^Eix)-E{yy) 

1) Diese Gleichung läßt unmittelbar erkennen, daß E{x) wirklich keine Null- 
steile X* besitzen kann. Denn aus 

E{x') — 0 
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Diese Gleichung (welche sich auch unmittelbar aus Gl. (18) des yorigen 
Paragraphen durch die Substitution x, ff(z) y ergeben hätte ^)) 
lehrt also, daß die i?-Funktion für eine Summe zweier Variabeln sich in 
sehr einfacher Weise rational durch J?- Funktionen mit den einzelnen 
Variabeln ausdrücken läßt. Sie wird als das Additionsfkeorem der £-Funk> 
tion bezeichnet und ist für dieselbe geradezu charakteristisch, d. h.: Stellt 
man sich die Aufgabe, eine (nicht identisch verschwindende) eindeutige 
analytische Funktion f{x) zu bestimmen, welche ein Additionstheorem 
von der Form: 


(5) /■(^+y) -/■(«) •/■(y) 

besitzt, so ergibt sich als deren allgemeinste Lösung: 

f{x) = Eicx), 

y\ o e eine beliebige Konstante bedeutet. Benützt man nämlich die un- 
mittelbar einleuchtende Beziehung (vgl. § 43, Nr. 1, S. 324 Tor Gl. (4)): 


BO folgt aus (5): 

(6) 




D. 


*,+/(®+y){ 


m-fiy) 

so daß also für beliebige Werte von z und y die Gleichung bestehen muß’): 


ny) 
nx) “ m ^ 


würde für jedes beliebige x auf Grund von Gl. (4) folgen ; 

E{x) = E {x + (a; — x*)) 

— E^x)-E{x^x^) « 0 , 
was der Definitionsgleiohung (1) widerspricht. 

1) Die Gl. (4) in umgekehrter Schreibweise: 




+yT. 

vl 


läßt sich übrigens auch leicht durch Anwendung der Cauchysehen Multiplikations- 
regel für unendliche Reihen verifizieren. 

2) Oder auch folgendermaßen: Aus den Gleichungen: 


folgt: 


f(x + h) — 
fdZ + h) — 

f(.x + h) f(3f + h ) 

*•/■(«) “ h-fiy) 


uad, wenn man auf beiden Seiten lubtrahiert: 


f{x +h)-nx ) f(sf+h)-f(t,) 

h.f{x) h-m 


aUo für A -*• 0 : 
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d. h. man hat beständig: 

WO c eine Konstante bedeutet. Durch Anwendung des in Gl (4) und (17) 
des vorigen Paragraphen enthaltenen Resultates (wobei jetzt gi(x)^c^ 
also g{x) cx zu setzen ist) folgt hieraus: 

( 8 ) f{x)^G-E(ex), 

WO C eine von Null verschiedene Konstante, fhr die durch Substitution 
von x ^0 sich zunächst ergibt: 

( 9 ) 

Da aber aus der Bestimmungsgleichung (5) für x^y^O hervoigeht, daß: 
<10) A0)-(/-(0))*,Bl8o:/^(0)-l, 

SO findet man schließlich, wie behauptet: 

( 11 ) m^Eicx). 

2. In 1^, § 33, Gl. (26) (S. 204) wurde gezeigt, daß die ursprünglich 
durch den Grenzwert: lim (l + — V definierte Zahl e auch in die Form 
gesetzt werden kann : 

00 

Es ist somit, wie aus Gl. (1) für •- 1 resultiert: 

(12) £(l)-e. 

Ferner ergab sich a. a. 0. S. 202, GL (18), daß bei beliebigem realen u 
der (einzige positive) Wert der Potent ef darstellbar ist in der Form: 

c“- lim (! + -)'• 

Dieser Grenzwert hißt sich aber, znnächst unter der Voraussetzung « > 0, 
genau in derselben Weise in eine unendliche Reihe umformen, wie dies 
a. a. 0. fOr den zur Definition von e benützten Grenzwert von ^1 + 
ausgeffihrt wurde. Man findet nämlich mit Hille des binomischen Satzes 
zunächst: 




»(* — 1) o’ 


*'(•'- 1 )- 





444 Abschnitt I. Kap. YI. Die elementaren transzendenten Funktionen. Nr 2. 
und daher für v oo : 


(14a) 

0 

Andererseits folgt aus (13) für jedes w < v : 

also für V —> oo: 

^‘‘>^ + r + h + - + l. 

und sodann für w -► oo : 


(14b) 


^ v\^ 


so daß sich durch Vergleichung von (14a) und (14b) ergibt: 

so 

0 

anders geschrieben, mit Benutzung von Gl. (1) : 

E(a) e® (zunächst für a >0). 

Nun folgt aber aus 61. (4), daß : 


andererseits hat man: 

e“- e~“ 

nnd somit auch: 


c® -= 1 (also: E(0) = c®), 
E(-a)’=e-'^, 


d. h. die Beeiehung: 

so 

(15) E{x)^^ (wo: .B(a:)-2?^) 

0 

güt für jedes reelle x. 

Da hiernach der Wert von E(x) für jedes redle x mit demjenigen 
der Potenz e”, genauer gesagt mit einem hestimmten (nämlich dem ein- 
zigen positiven) Werte der Potenz zusammenfällt, so wollen wir einen 
ganz bestimmten Wert einer Potenz von e mit beliebigem komplexen Ex- 
ponenten X definieren durch die Gleichung: 


(16) 


^^E{x), d.h. c*=2S-‘) 


Die so definierte eindeutige (ganze transzendente) Funktion der kom- 
plexen Veränderlichen X wird dann ExponenHalfunktion genannt. Die für 

1) Hiernach nimmt jetzt die allgemeinste ganze transzendente Fnnktion ohne 
Nullstellen (vgl. Gl. (17) des vorigen Paragraphen) die Form an. 
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diese Funktion zuvor bereits motivierte BeeekJvnmgsweise e* bewahrt sich 
des weiteren auch insofern, als für dieses Zeichen e* gewisse fundamen 
tale Rechnungsregeln geradeso gelten wie für den positiven Wert einer 
Potenz mit positiver Basis und reellem ganzzahligen Exponenten (vgl, 

§ 13, Ol. (2), (8), (10), (4)). So ergibt sich zunächst aus Ol. (4): 

(17) e*c«'-=c*+«' 

und, wenn man hier x durch x — y ersetzt: 


e*-r.c»-c*, 

also: 

(18) 7 = ^"" 

und hieraus speziell für n; =» 0: 

(18a) 

Da ferner durch wiederholte Anwendung von Gl. (17) sich ergibt: 

so folgt für a;,, « a: (i/ — 1, 2, . . . n) : 

(19) {ey - ») 

wenn n eine positive oder, (mit Benutzung von (18 a)) auch negative ganee 
Zahl bedeutet. 

Anders liegen die Verhältnisse für Potenzen von e* mit gebrochenem 
Exponenten. Substituiert man in Gl.(19) ~ für x, so ergibt sich zunächst: 



und hieraus durch Vertauschung der beiden Gleichungsseiten und Über> 
gang zu deren n*®“ Wurzeln: 

(20) - e" . 

Es fäUt sofort auf, daB bei der angewendeten Schreibweise die beiden 
Seiten dieser Gleichung keineswegs vöUig äquivalent sein können. Denn 
die rechte Seite stellt für jedes einzelne x eine einjrige, nämlich die durch 


die Reihe 




defiuierte Zahl vor, die linke dagegen ist n-werüg^ 


sie kann auf Orund der üblichen Bedeutung des WurzdzeuAtms (vgl. § 18, 
Nr. 4, S. 169; auch I^, § 21, Nr. 1, S. 121) jede der n Losungen y der 


1) AusfOhrlicber geschrieben: 
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Gieiclmng: — vorstellen. Der Sinn der Gl. (20) ist also lediglich der, 

daß ein bestimmter der in der Bezeichnung zusammengefaßten n Wnr- 
zelwerte durch deren rechte Seite dargestellt wird. 

Ist X reell j etwa: x » so steht es nach dem oben (im Anschluß 

1 

an Gl. (15)) Gesagten frei, und e" als positiv-reelle Potenzen aufzufassen. 
Alsdann besteht aber (nach I^, § 31, GL (18), S. 190) die Beziehung: 

1 1 

(21a) (c^)" = c", 

wo (c^)* den (einzigen) positiv-reellen Wert von bedeutet. Es ent- 
steht also sicher kein Widerspruch mit der vorstehenden Gleichung, wenn 

wir in analoger Weise auch für Tcomplece Werte von x mit (e*)“ den be- 
sonderen Wert von bezeichnen^ welcher definiert wird durch die Glei- 
chung: 

1 f, 

(21b) (e*)» — er 


Doch wird es sich späterhin zur Vermeidung anderweitiger Kollisionen 
als zweckmäßig erweisen, den Geltungsbereich dieser Definitionsgleichung 
auf den Fall einzuschränken, daß der imaginäre Teil von x innerhalb ge- 
wisser Grenzen liegt bzw. sie noch in gewisser Weise zu modifizieren, 
falls diese Bedingung nicht erfüllt ist Die hiermit zusammenhängenden 
Betrachtungen gehören einem Gedankenkreise an, der sich mit der Er- 
weiterung des Potenzbegriffes beschäftigt und von dem in § 72 ausführ- 
lich die Rede sein wird. 

3. Bringt man e* auf die Form: 


«■-irÄ+i 




(2r + l)! 


und ersetzt x durch xi, so wird: 


( 22 ) 

wo: 

(23) 


— C{x) + i -S^x), 

C(.) S w - 2 (- 1)- . , 


Jv+i 


SO daß also C{x), S{x) zwei neue ganze transzendente Funktionen sind, 
deren Eigenschaften wir jetzt untersuchen wollen. 

, Unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (23) folgt zunächst durch 
Deri viertlenbildung : 

(24^ Cix') « - S(x), S'(x) - C(x), 
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und durch Substitution von --x slil Stelle von x: 


(25) C(-z) - Cix), S(-x) - S{x), 

in Worten: C(x) ist eine gerade ^ S{x) eine ungerade Funktion (indem 
man allgemein eine Funktion von Xy die bei Vertauschung von x mit 
(r-x) ungeändert bleibt bzw. den enigegengeseUsten Wert annimmt, als ge- 
rade bzw. ungerade bezeichnet). Da sodann: 

(26) e-^*^C{x)^iS{x)y 


BO kann man yermittelst Addition bzw. Subtraktion der 61. (22) und (26) 
den Definitionsgleichungen (23) auch die Form geben: 


(27) 


C(x) 

S(X-): 


Jtt I -—X* 


c'* + e 


2t 


während durch Multiplikation von (22) und (26) resultiert: 


(28) 

Ferner hat man: 

also: 


C\x) + S*(x) = 1. 


C(x+y)+i-S(x+if)~- { C{x) + iS(x ) } j C(y) + » • iS(y) } 

-C(xy C(y) -S(xyS(y)+i- { S{xyC(y)+C{xyS(y ) } , 


Cix+y)-i-Six+y)^ { C(®) - iS(x ) } { C(y) - } 

^C(x)-Ciy)-S(xySi,y)-i-\S{xyCiy)+C{xySiy)), 


und hieraus findet man durch Addition und Subtraktion^) die folgenden 
AddUionsdieorenie fQr die C- und S-Funktion: 


I C(x + y) - C(x ) . C(y) - S(x) • Ä(y), 
1 S(x + y) - S(x)-C(y) + C(x)-S(y), 


und sodann durch Substitution von —g für y, mit Benutzung von 61. (25) : 


I C(x-y) - C(x). C(y) + S(xyS(y), 
\ Six-y) - S(*)-C'(y) - CixySiy). 


Durch Anwendung der Beziehungen (24) kann man diese Gleichungen 
auch so umformen, daß sie immer nur eine der Funktionen C bzw. S und 


1) NB. X, y aind ja beliebig komplex. Bei reellen x^ y würde man die Addi- 
tionatbeoreme natürlich etwas einfacher ans einer der Toratehenden Gleichungen 
durch Trennung dea Reellen und Imaginären erhalten. 
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erste Derivierie enthalten, nämlich: 


(81) 


I Gix ± y) - Ciz) . C(y) q: C\x) ■ C'(y), 

1 ± y) - S(x) ■S'( 3 ,)± S'(x) • S(y). 

Setzt man in den 61. (29) y = x, so gehen dieselben in die folgenden 


über: 

(32) 


C{2x) = C*(x) - S*ix), 
S{2x)^2S(x)-C(x). 


Schreibt mau in der ersten dieser Gleichongen y statt x, also: 

C(x)-C'(i) -«•(!), 

SO ergeben sich durch additive bzw. subtraktive Verbindung mit der Glei- 
chung: 

i-o(|) + s-(|) 

die folgenden Beziehungen: 

ICd^-TP + CW), 

( 33 ) i ) \ , 

Substituiert man schließlich noch in 61. (29) und (30): 

x + y — M, x-y — v, 

also: 

u 4- f? u — V 

y- -i- » 

SO fo^ durch Addition und Subtraktion: 

C(«) + CW- 2c(i^).C(S^'), 

C(«) -c<f) 2 S (ii-*) . S (ifi) . 

S(») + S(.)- 2S(Si^').c{“^J:), 

S(u)-S(,)- 2c(ip).sC^- 

Ersetzt man in 6L (19) x durch ±xi, die Exponentialfunktionen 
durch ihre Ausdrücke in C und S, so folgt zunächst: 

(36) (CCi X) + »S(± X))" — C(± nx) + */S(± nx), 
anders geschrieben: 

(37) C(nx) ±i-8 (nx) — ((?(x) ± i ■ S(x))*, 


(34) 


(35) 
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«nd hieraus ergebeu sich durch Entwicklung der rechten Seite nach dem 
binomischen Satze und durch Addition bzw. Subtraktion der beiden aus 
(37) hervorgehenden Gleichungen die Formeln: 

|C(na;)=C»(a:) - S^ix) + (n\. C^-^x). S^(x) -■■■ 

4. Bedeutet irgendeinen reellen Wert (einschließlich der Null)^ so 
sind C(i?), S{ri) als konvergierende Reihen mit reellen Termen gleich- 
falls reell. Infolgedessen ergibt sich aus der Beziehung: 

e±'‘' = C{n)±i-S{r{), 

daß: 

(39) I c± I = ]/ m^+S\n) - 1, 

d. h. die c-Funktion nimmt für rein-imaginäre Werte der Veränderlichen 
nur Werte mit dem absoluten Betrage 1 an. 

Da andererseits e^^ für reelle positive Werte von S stets positiv reell, 

00 

]^und zwar: *= 1 + > 1, e~^ < l) > so folgt weiter, daß: 

(40) |e±^±v^;« |e±^|.|e±»^‘| 

anders geschrieben: 

(40a) 


§ 60. Die Nullstelleu roii C{x) und — Die Bezeichnung 
fOr die kleinste positive Nullstelle von C{x). — Periodizität von 

C(x), S{x), e^. 

1. Für die weiteren Betrachtungen erscheint es zunächst wichtig, 
die etwaigen Nutlstdlen von C{x) und S{x) festzustellen. 

Da die Reihe für S{x) kein konstantes Glied enthält, so ergibt sich 
zunächst, daß 

(1) Ä(0)-0, 

wogegen: 

(2) C7(0)-l 

wird. Setzt man nun die Reihe für C{x) in die Form: 





so erkennt man, daß C{x^ sicher positiv bleibt für solche reelle x, welche 
dem Intervalle: 

0^x^y2 

angehören. Schreibt man dagegen die obige Reihe folgendermaßen: 





Pringsbeim, Vorlesangen II, 1. 


29 
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80 wird: 

(7(2)<l-2(l-i)--i, 

also negativ. Wegen der Stetigkeit Ton C{x) muß es also (nach § 7, Nr. ^ 
S. 56) zwischen ^2 und 2 mindestens mnen Wert u geben, fQr den G{x) 
verschunndet, also: 

(.S) C{a) - 0 (V2<a< 2). 


Es laßt sidi aber zeigen, daß es wirklich nur eine soldie Stelle er 
geben kann. Zunächst folgt nämlich aus (?{«) + — 1, daß: 

sein muß. Da aber: 






80 erkennt man, daß bei positiven Werten von x sicher 8(x) > 0, solange 
die erste Elammeigröße (und a fortiori jede folgende) wesentlich positiv 
ausfällt, also fQr 0 < « < }/6, so daß insbesondere: 

(4) Ä(«)- + l 

sein muß. 

Gäbe es nun im Intervalle [)/2, 2] swei Nnllstellen fttr C(x), etwa 
u und a, wo ce < so hätte man (GL (30) des vorigen Paragraphen): 

8{a ' - a) - S(a ) • (7(a) - C(a') • 8{a) - 0, 

was unmöglich is^ da 8{a'—a) wegen 0<a'— «<«'<2 wesentlich 
positiv sein müßte. Wir finden also: 

Es gibt eine eintige positive ZaJU'a < 2, für tidche 0(a) = 0 
(und sodann 8(a) — + 1) wird. 

Wir wollen für diese Zahl a, um den weiteren an dieselbe anknüpfen- 
den Beziehungen gleich die allgemein übliche Form geben zu können, die 
Bezeichnung y einführen. Die Zahl y ist also zunächst ausschließlicb 
diniert als die kleinste positive Wured der Gleichung: 

dx) - 0 

(oder auch, was nach dem Gesagten auf dasselbe hinausläuft, der Glei- 
chung: 8(x) — l=^ 0). Diese Definition hat einen Sinn, da wir die Exi-^ 
slene einer solchen Wurzel ausdrücklieh nachgewiesen haben. Im übrigen 
wissen wir von der so definierten Zahl n zunächst nur soviel, daß sie 
zwischen 2 • 1/2 und 4 liegt. Wir werden spater Methoden zur wirklichen 
Jieredmung dieser Zahl x angeben; vorläufig aber dürfen wir bei unser» 
weiteren Entwicklungen uns des Zeichens x als desjenigen einer eindeutig 
definierten, im Gebide der redlen positiven Zahlen sicher vorhandenen Zahl 
bedienen. 
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2. Nach dem Gesagten ist: 

(p) Cix)>0 für: 

{6) '^( 2 )-^» S{x)>0 für: 0 < a: < | • 

Hieraus folgt durch Anwendung der Formel ('32) des vorigen Paragraphen: 
(7) C\x) --1, S{«) -0, 

tfi) C’(2 ä)- + 1, 5(2*) = 0, 

und da aus dem Additionstheorem (29) mit Benutzung von Gl (7) folgt: 
C{it7ry^ C((n— l)x + 3C) = — C((n— l)3r), 

S (H7i) = S ((n — 1)^ + ;r) «=» — /?((w — 1) • jr)^ 
so ergibt sich allgemein: 

( 9) C(njc) = (— 1)*, S (nx) = 0, 

zunächst für jede positive und sodann, wegen : C(— - r) = C (ic), S{—x)^ — S {x)^ 
auch für jede negative ganze Zahl n. 

Die weitere Anwendung des Additionstheorems liefert sodann mit 
Benutzung von Gl. (9) die Beziehungen: 

(10) C{x ± nx) ^ (- 1)« • C{x), S{x ±nx)^(- 1)» • S{x), 
und hieraus folgt weiter: 

(11) G{nx ~x)^{- 1)« • Cix), S(nx-x) « (- 1)”+^ • S{x), 
also speziell: 

(12) C{2x--x) = C(x)^ S(x — x)=‘S(x). 

Schließlich wollen wir noch die mit Benutzung von Gl. (5) und (6) aus 
dem Additionstheorem resultierenden Beziehungen anmerken: 

(13) C (y + a:) - q: S (a:), 5 (y ± a:) - C^x). 

3. Die 61. (10) nehmen, wenn man für n eine gerade Zahl 2 m setzt 
die Form an; 

(14) C(x±:2mx) ^ S{x±2mx) ^ S{x)^ 

d. h. die Funktionen C{x) und S(x) bleiben ungeändef't, wenn man das 
Argument x um ein (positives oder negatives) ganzes Vielfaches von 2x 
vermehrt. 

Man bezeichnet nun allgemein eine eindeutige Funktion f(x\ welche 
für jeden Wert a; einer Beziehung von der Form genügt: 

f{x + a)^ fix) (wo a eine Konstante) 

als periodisch; die Konstante a heißt dann eine Periode von f{x). Da 

29 * 
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f{x + na) = fix + (« — l)a) fix), 

fix — na) = fi{x — na) + na) = fix), 

so folgt, daß jedes positive oder negative ganzzahlige Multiplum von a 
ebenfalls eine Periode von fix) darstellt Besitzt nun fix) keine weitere 
Periode als a und ganzzahlige Miiltipla von a, so heißt die Funktion 
fix) einfach periodisch und + a die tvahre Periode (primitive Periode, 
Elementarperiode) von f{x) oder die Periode von fix) schlechthin. (Das 
Vorzeichen von a bleibt hierbei beliebig: wesenüich ist nur, daß jede 
andere Periode sich als ganzzahliges Multiplum von a darstellt, und hier- 
für ist es ganz gleichgültig, ob man -f a oder ~ a als die wahre Periode 
betrachtet). 

Hiernach können wir den Inhalt von Gl. (14) auch so aussprechen, 
daß die Zahl 2x eine Periode von Cix) und Six) sind. Es soll nun 
weiter gezeigt werden, daß Cix) und Six) einfach periodisch mit der 
(wahren) Periode 2% sind. 

Zunächst bemerke man, daß jede Periode von Cix) infolge der Rela- 
tion (13): 

s("-Ha:) = C'(a;), 

eine solche von 5 , also auch von Syx) ist — und nmgekehrt. 

Angenommen nun, es hätte Cix) eine numerisch kleinere reelle 
Periode 2o, die wir offenbar ohne Einschränkung der Allgemeinheit als 
positiv ansehen dürfen, also: 

0 < 2 » < 2 %, 

so hätte man zunächst: 

02 ( d ) ^ C(0) = 1, 

also nach Ol. (33) des vorigen Paragraphen: 

Si(o) = 0 (wo: 0 < (0 < x), 
was unmöglich ist, da nach (5): 

(15) Six)>i) für: 0<x^^, 
und vermöge der Relation (12): Sin — x) = Six) auch: 

(16) 8ix)>0 für: 0 < jr - a: ^ y , d. h. für: y ^ :r < ^. 

Somit haben Cix), Six) keine kleinere reelle Periode als 2x. Jede größere 
reelle Periode 2g} muß dann aber auch ein Multiplum von 2%, also 
so ^ nn sein. Denn andernfalls könnte man setzen: 

(D «= nn + Q (wo 0 < p < ä) 
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und daher: 

2q « 2(0 — 2ntJt, 

d. h. 2q (wo Q <iot) müßte dann gleichfalls eine Periode sein. 

4. Um nun ferner zu erkennen, daß C(x\ 8{x) auch keine komplexe 
(eyentuell rein imaginär^ Periode haben können, bemerke man zuimchst, 
daß jede Periode 2(o von C{x)j S{x) eine Periode 2(oi für die Funktion e* 
definiert. Setzt man nämlich :r = | + lyi, so wird: 

e» = ^ j i . j 

_ e^[C{ri + 2(o) + iS(i7 + 2ai)}, 
so daß also die beiden Gleichungen: 

C{n + 2co)^G{ri), S{n + 2(o)^S{ri) 
stets die folgende: 

nach sich ziehen. 

Dieses Resultat ist für redle (o ohne weiteres umkehrbar, so daß also 
insbesondere jeder rein imaginären Periode 2(oi für e® die reelle Periode 
2(0 für C(x), S(x) entspricht. 

Es kann aber e® überhaupt keine andere Periode besitzen als eine 
rein imaginäre. Denn ist « + /5z eine Periode von e®, so folgt: 

also auch: 

I I = e« « d. h. a « 0, 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

Daraus folgt dann schließlich, daß für e® keine andere Periode als 
2%iy für C{p^) und 8{p^ keine andere Periode als 2% existiert. Wir finden 
somit: 

Die ganzen Funktionen e®, C{x\ Six) sind einfach per io- 
dischf und zwar hat e® die rein imaginäre Periode 2xi und C(x), 
S{x) die reelle Periode 2n, 

5. Aus Gl. (9): 

8{n7c) «0 (w = 0, ± 1, ± 2, . . .) 

folgt zunächst, daß 8{x) die reellen Nullstdlen: 

(17) X ■■ nn (w 0, i 2, . . .) 

besitzt. Es sind dies aber auch aUe möglichen redlen Nullstellen von 8{x). 
Denn nach Ungl. (15), (16) besitzt 8(x) im Intervalle 0 ^x<,n die 
einzige Nullstelle o; —* 0 und daher auf Grund der Gl. (10): S{x±:n7c) 
— (— 1)* • 8{x) im Intervalle ±n 7 c ^x <{±n + l)7t die einzige Null- 
stelle a? =* ± nn. 
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Da sodann infolge der 61.(13): — /S(a?) jeder Null- 

stelle a von S(x) stets eine und nur eine Nullstelle von C(x), nämlich 
a + g , entspricht, so folgt, daß die sämtlichen reellett Nullstellen von 
C(x) in der Form enthalten sind: 

(18) a:— — (w “ 0, ± 1, ±2, ...). 

Diese Nullstellen von S(x) und C{x) sind durchweg einfache Nullstellen, 
da S(x) bzw. C(x) und deren erste Derivierte, d. h. C(x) bzw. ~—S(x) nie- 
mals gleichgeitig verschtoifiden. 

Es können aber S{x\ C(x) überhaupt keine weiteren (also keine kom- 
plexen) Nullstellen besitzen. Denn hätte eine dieser beiden Funktionen 
eine solche Nullstelle, so müßte dies auf Grund der Beziehungen (13) 
auch für die andere zutrefi'en. Wir können also ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit annehmen^ daß etwa: 

5(a)«0. 

Daraus würde dann folgen, daß: 

(7(a)«±l, C(2«)- + l, 5(2«) -0, 

und daher: 

S(x + 2«) = 8{x ) . 0(2«) + Cix) • 5(2«) == S{x\ 

d. h. jede weitere Nullstelle würde die Existenz einer neuen Periode für 
S{x) (also auch für G{x)) nach sich ziehen. 

Somit sind die durch 61.(17) bzw. (18) definierten Stellen die sämt- 
lichen Nullstellen von 8(x) bzw. C{x). 

§ 61. Über den Verlauf von e®, C{x)j S{pc). — Darstellung jeder 
komplexen Zahl in Exponentialform. — Die wesentlich singuläre 
Stelle xwm(x>. — Periodenstreifen. 

1. Setzt man a: « 5 + also; 

( 1 ) = + 

SO folgt, daß der Verlauf von s* für beliebige komplexe Werte von x^ 
durch denjenigen von c^, C(iy), 5(i|) für reelle Werte von | und voll- 
stöndig bestimmt ist. Dabei wird der absolute Betrag von e' nach § 59, 
61.(40) (S.449) durch also der Einheitsfaktor durch 6’^*=» 0(ij) i'8{fj) 

dargestellt. 

00 

Da nun « 1 -f ^ ^ l"' und daher e^, für 5 — 0 mit dem Werte 1 
1 

anfangend, bei positiv wachsenden Werten von g stetig und monoton ^ 
schließlich unbegrenst zunimmt und andererseits infolge der Beziehung 



Nr. 1. 


§ 61. Veilauf von C(x), S[x). 


455 


^ ** “5 > bei negativ abnehmenden Werten von S stetig und monoton ab- 

nehmend j schließlich beliebig Hein wird, so erkennt man auf Grund des 
„Zwischenwertsatzes" (§ 7, Nr. 5, S. 57), daß ^ jeden bestimmten positiven 
Wert einmal und nur einmal annimmt, während die Werte oo bzw. 0 

nur als lim bzw. Jim zum Vorschein kommen. 

§-> + 00 ^->-00 

üm das Verhalten von zu beurteilen, bemerke man zunächst, daß 
im Intervalle 0 leinen Wert mehr als einmal annehmen 

kann. Denn wäre etwa; 

C(V)“C(iy), wo: 

so hätte man nach Gl. (34) des § 59 (S. 438): 

C{ri) -C{ri)~-2S . 8 , 

d. h. 

entweder: ^ ~) = 0. oder: S ) = 0, 

was beides unmöglich ist, da: 

<» 

Da nun speziell: C\0) — 1, C(^y) folf^t, daß C(r;) 

im Intervalle ^0- * y monoton abnehmend die Wertereihe { 1 ...0... — 1) 
durchläuft; und infolge der Beziehung: C{’-‘X) *« C{x) findet genau das 
nämliche für das Intervall ^0 • • — ^ statt. Vermöge der Periodi- 
zität von C{x) wiederholt sich dann der im Intervalle \— + n] be- 

stehende Verlauf in jedem Intervalle von der Form [(2n— l)w, (2« + l);r] 

für — ± 1, ±2, Da sodann: ^(ly) »- ]/l — C*(i?) und andererseits 

S{ri) für 0 < < w als wesentliche positiv erkannt wurde (s Gl. (15^ und 

(16) des vorigen Paragraphen), so wächst S(x) zunächst für 

monoton von 0 bis 1, um sodann für wegen S{n — x) S{x) 

wiederum von 1 bis 0 monoton absunehmen. Im Intervalle [0, — n] nimmt 
dann S{rf) (wegen: — Siij)) die entsprechenden negativen Werte 

an. Im übrigen verhält sich wiederum S{r() in jedem Intervalle von der 
Form [(2 fl — l) 3 r, (2n + l)n] genau so wie im Intervalle [— «, + *]. 

Bedeutet nun q + öi eine beliebige komplexe Zahl mit dem abso- 
luten Betrage 1, so daß also: 

( 2 ) + 

so gibt es im Intei-Talle 0 stets eifim und nur einen Wert für 



466 Abschnitt I. Kap. VI. Die elementaren transzendenten Funktionen. Nr. 2, 


welchen: 

(3) C(±ri)^9 

wird. Alsdann ist aber: 

<4) + = 

(wo yi — p* den nicht negcUivm Wert der Quadratwurzel bedeutet), so- 
daß also: 

( ö — S («), falls > 0, 

<») 1 .-s",), f.n,.<o: 

Es gibt also, solange 6 von Null verschieden^ stets einen und mir einen 
Wert rj im Intervalle [—yt, +3r], für welchen: 

( 6 ) C(ri) + i^S(fi)-^Q + ai 

wird. Im Falle 6^0 hat man p =* i 1- Dabei ergibt sich für p = + 1 
offenbar = 0, so daß hier wiederum nur dieser einzige Wert rj 

innerhalb des Intervalles [— ä, + die Gl. (6) befriedigt. Ist dagegen 
p == — 1, so wird == ± Ä, und in diesem Falle würde sowohl rj ^ 7t sAs 
auch *= — ;r der Gl. (6) genügen. Schließen wir also, um vollständige 
Eindeutigkeit für rj herzustellen, den Wert = — 3r noch aus, so ergibt 
sich jetzt das folgende Resultat: 

Bedeutet p + 6i eine h€lid>ige komplexe Zahl mit dem abso- 
luten Betrage 1, so gibt es im Intervalle: 

— n <rj^ + 7C 


stets einen und nur einen Wert rj, für welchen 
p + oi = C{ri) + iS{ri) == e^*. 


Umgekehrt nimmt also jeden Wert mit dem absoluten Betrage 1 
einmal und nur einmal an^ wenn rj alle möglichen der Bedin- 
gung: — 7t <rj ^7t genügenden Werte durchläuft 
2. Ist jetzt a + ßi eine ganz beliebige von Null verschiedene kom- 
plexe Zahl, so kann man setzen: 




= 1 a + /3i I . (g+at). 


ÄlaiiimTi gibt es nach Nr. 1 stets eine und nur eine reelle Zahl ^ so daß: 

(- oo < |< + (»)>), 


1) Man findet ohne weiteres: 
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uod eine einzige dem Intervalle — ä < ^ ^ angehörige Zahl so daß: 

Q 4 - 

Man findet somit scUießlich die Beziehung: 

= /— (x><|< + oo\ 

^\a + ßi\-en^ ) 

und damit den folgenden Satz: 

Für jede von Null verschiedene komplexe Zahl {cc+ß i) existiert 
eine und nur eine Darstellung von der Form (7), wdche schlechthin 
als Hauptdarstellung (sc. in Exponentialform) bezeichnet werden 
soll. Umgekehrt nimmt also die Exponentialfunlction jeden 
von Null verschiedenen Wert schon einmal und nur einmal an, 
wenn man | jeden endlichen reellen, dagegen nur solche Werte 
beilegt, welche dem Intervalle — % angehören. 

Infolge der Periodizität von e* gibt es dann für jede Zahl a + ßi 
neben jener „Hauptdarstellung^^ unendlich viele Darstellungen in Expo- 
nentialform, nämlich, wenn ri die frühere Bedeutung haben, alle mög- 
lichen von der Form: 

(8) a + (w = 0, 1, 2, . .), 

und nur diese.^) Umgekehrt nimmt also jeden endlichen von Null 
verschiedenen Wert unendlich oft an, wenn man außer 5 auch rj alle mög- 
lichen endlichen Werte durchlaufen läßt. Insbesondere nimmt c* (in Über- 
einstimmung mit dem allgemeinen Satze von § 57, Nr. 5, S. 434) noch 
in beliebiger Nähe der wesentlich singulären Stelle x = oo jeden solchen 
Wert unendlich oft an. Denn bedeutet R eine beliebig groß zu denkende 
positive Zahl, so kann man für die in 61. (8) auftretende Zahl n eine 
untere Grenze m so bestimmen, daß: 

(9) 1 S + (i? ± 2nn:)i j* =» 5* + (i? ± 2nny > R^ für n'^m, 
und man hat sodann: 

« + jSi für: ^ = 5 + (^ ± 2nüt)i 

wo: I a; I > JR für: n^ m, m + 1, m + 2, ... 

Außerdem hat man: 

(10) Jime^ = 0, limc^=-cx), 

also 

(11) lim|e*^ = c». 

ar->oö *->oc 

1) Aus c® würde nämlich folgen; 1, so daß x' — « = 0 oder 

von der Form +2nni sein muß, wie aus dem Schlußsatz von Nr. 1 hervorgeht. 
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Daß unter den von 6* angenommenen Werten der Wert 0 nicht Vorkommen 
kann; liegt in der Natur der Sache, da ja ^ ausdrücklich als ganze trans* 
zendente Funktion ohne NtMsteUe definiert hzw. auf Orund dieser Defi- 
nition hergestellt wurde. 

Was den ,juneigentlühen^^ Wert oo betrifft (vgl. § 57, Nr. 2 S. 431), 
so nimmt ihn ja überhaupt eine transzendente ganze Funktion in dem 
a. a. 0. bezeichneten Sinne niemals an, vielmehr ist sie für die einzige 
Stelle, in deren Nähe sie hdiehig große (aber auch unendlich viele andere) 
Werte annimmt, nämlich für x == oo, nicht definief't. 

3. Den Inhalt der vorstehenden Betrachtung kann man sich in fol- 
gender Weise geometrisch veranschaulichen. Zieht man im Abstande 
s» TT zwei ParaUelen zur reellen Achse, so entsteht ein nach rechts 
und links unbegrenzter Parallelstreifen von der Höhe 2^, dessen Punkte 
die Oesamtheit der Werte von der Form: 




— <X> ^ + oo 

— 3r <ri^ + n 


darstellen, sofern man die obere Grenzlinie noch zu dem betreffenden Be- 
reiche rechnet. Es nimmt alsdann die Funktion y ^ e^ ihren gesamten 
j^Wertvorrat^^ nämlich jeden von Null und oo verschiedenen Wert ein- 
mal und nur einmal an, wenn x nur alle möglichen Werte annimmt, die 
dem definierten Bereiche angehören, so daß also die Werte von y die ganze 
y- Ebene einfach überdecken, wenn diejenigen von x nur jenen Parallel* 
streifen (einschließlich der oberen Grenzlinie) erfüllen Dabei entspricht 
dem von den Punkten ni {inH^ und {exJd.) begrenzten Stücke 
der imaginären a;-Achse der Kreis mit dem Radius 1 um den Punkt 
y » 0, dem links bzw. redUs von der imaginären o:- Achse gelegenen Teile 
des Parallelstreifens das innerhalb bzw. außerhalb jenes Kreises gelegene 
y-Gebiet. Der oberen Grenzlinie des Parallelstreifens (ar =» J + ^0 ent- 
spricht die negative reelle y-Achse. 

Denkt man sich die gesamte a:-Ebene durch weitere Parallelen zur 
reellen Achse in den Abständen = ± 3jr, i 5jr, ... in lauter Parallel- 
streifen von der Höhe 2% geteilt, wobei jedesmal die obere Gh^nzlinie 
noch zu dem betreffenden Streifen gerechnet werden soll, so wird offen- 
bar vermöge der Periodizität von y « c* für jeden solchen Streifen das 
analoge gelten, wie für den, zuerst betrachteten. 

Wir wollen jeden solchen Parallelstreifen als einen Periodenstreifen 
der Funktion y ^ e* und den zuerst betrachteten speziell als den ersten 
Periodenstreifen bezeichnen. Da sich jede komplexe Zahl a: » | stets 
auf eine und nur eine Weise in die Form setzen läßt: a: — | -f ( 1 ^^,+ 2nn)i, 
wo n eine positive oder negative ganze Zahl (eventuell auch 0) und 
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— ^ so entspricht jedem Punkte x irgendeines hdiehigen Pe- 

riodenstreifens ein bestimmter Punkt S W ersten Perioden- 
streifen. Die Stellen x und x^ soUen dann kongruent heißen und ebenso 
irgendzwei Stellen x und x\ welche derselben Stelle Xq kongruent sind, so 
daß also: 

e* « e*'. 

Da das eigentliche Charakteristikum eines Periodenstreifens offenbar 
nur darin besteht, daß die Funktion e' ihren gesamten Wertvorrat einmal 
annimmt, wenn x nur die sämtlichen Werte des betreffenden Teilgebietes 
durchläuft, so kann man die Einteilung der j;-Ebene in Periodenstreifen 
noch auf unendlich viele andere Arten bewerkstelligen, z. B. durch jedes 
beliebige System von parallelen Geraden^ deren Abstand in der Richtung 
der imaginären Achse gemessen den Wert 2 ä hat (womit implizite schon 
gesagt ist, daß die betreffenden Geraden nickt parodld eur imaginären 
Achse sein dürfen). Auch kann man statt der geraden Linien irgend wel- 
ches System von parallelen , unter sich kongruenten, nach beiden Seiten 
unbegrenzten Kurven substituieren, welche nur so beschaffen sein müssen, 
daß sie von jeder Ordinate nur einmal geschnitten werden. 

4. Da die Funktionen C(x), S(x) die reelle Periode 2n besitzen, so 
wird hier eine Einteilung der a? -Ebene in Periodenstreifen durch solche 
Parallelen erzielt, deren Abstand in der Richtung der r edlen Achse ge- 
messen den Wert 2n hat. Nehmen wir etwa als ersten Periodenstreifen 
denjenigen, welcher begrenzt wird durch die beiden Parallelen zur Ordi- 
natenachse im Abstande ^ so wird im übrigen die Einteilung in 

Periodenstreifen durch das System der Parallelen 5**±3;r, ±5 ä, 

hergestellt werden. Dabei mag etwa allemal die rechtsseitige Grenzlinie 
noch zu dem betreffenden Periodenstreifen gerechnet werden. Die Punkte 
— Io des ersten Periodenstreifens sind alsdann durch die Bedin- 
gung charakterisiert: — ^ < lo ^ -f sr. Da sich aber jede komplexe Zahl 
^ b + 17 » stets auf eine und nur auf eine Weise in die Form setzen läßt: 
^ * 60 + + rji, wo n eine positive oder negative ganze Zahl (even- 

tuell auch 0) und Iq der eben erwähnten Bedingung genügt, so existiert 
für jede Stelle x eine und nur eine kongruente Stelle x^ im ersten Perioden- 
streifen, so daß also: 

C{x)-C{x,), S{x)-S{x,). 

Es nehmen aber G{x), S(x) im ersten und somit ia jedem Periodenstreifen 
ihren gesamten Wertvorrat nickt, wie e*, nur einmal, sondern zweimal an. 
Dies folgt f&r C(x') unmittelbar aus der Beziehung: 

C(-®,) - Cix,). 

Setzt man®,— und schränkt ^ zunächst auf das Gebiet:— *<{,<* 
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ein (also mitAusschluß von gehört auch die Stelle— — rji 

dem ersten Periodenstreifen an, und sie ist wirklich allemal von Xq ver- 
schieden mit alleiniger Ausnahme des Falles = 0. Hier fallen gewisser- 
maßen diese beiden sonst verschiedenen Stellen in eine einzige zusammen: 
in der Tat nimmt C{x) den zu a; «= 0 gehörigen Wert, nämlich 1, für 
X’ =» 0 in demselben Sinne zweimal oder zweifach an, wie dies in § 24, 
Nr. 1 (S. 198) für eine gatize rationale Funktion definiert wurde, d.h. die 
Funktion C(a;) — 1 besitzt die zweifache Nullstelle rr =* 0. Man erkennt 
dies unmittelbar aus der Entwicklung: 

( 12 ) = + 

Für Werte von der Form: gehört die Stelle: —XQ^—st—Tii 

nicht mehr dem ersten Periodenstreifen an. Dies gilt hier dagegen be- 
züglich der von — Xq nur um eine Periode verschiedenen Stelle: 27 t — Xq 
^ 7 t — i]i, und man hat sodann: 

(13) ü(7t + rii) = G(7t — rii). 

Dabei ist wieder Tt^-iji allemal von Tt + rji verschieden mit einziger 
Ausnahme des Falles ^ 0, d. h. für Xq ^ 7t. In der Tat kommt der zu 
x^^Tt gehörige Funktionswert, nämlich C7(a:) — — 1, für Jeeine andere 
Stelle Xq des ersten Periodenstreifens zum Vorschein; dafür wird er aber 
an der Stelle Xq^ 7t auch wiederum zweifach angenommen. Man erkennt 
dies am einfachsten mit Hilfe der Beziehung (cf. § 60, GL (lOj S. 451): 

(14) C{x) = (- !)► . ^*(^ *?*- , 

also: 

(15) C(x) + 1 _ 

wodurch die Stelle a; ä als ztveifache Nullstelle von C{x) + 1 charak* 
terisiert wird.*) 

Daß im übrigen C{x') auch wirklich jeden beliebigen endlichen Wert 
und Iceinen öfters als zweimal im ersten Periodenstreifen annimmt, ergibt 


1) Oder auch (nach § 67, Nr. S, S. 432) aus der Beziehung: 

D(G{x) - l),^o = ~ S{0 ) » 0. 

2) Oder auch folgendermaßen: Setzt man: 

fix) ^ ~ S(x), 
f\x) = - C{x), 

rw- 1, 

d. h. a: = « ist eine zweifache Nullstelle von f{x). 


so wird: 


also: 
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e^*+e- 


Xi 


sich mit Hilfe der Beziehung: 

C(x)> 

Soll dann C{x) a werden — unter a einen beliebigen komplexen Wert 
verstanden — , so hat man: 

also: 


^2ari 


und daher: 

(16) 


— 2ae^* « — 1 


= a -f. |/a* — 1 


{wo unter l/a* — 1 irgendeiner der beiden Wurzel werte zu verstehen ist). 
Es nimmt also G{x) den beliebig vorgeschriebenen Wert a dann und nur 
dann an, wenn je einen der beiden Werte a + — 1 und a — ]/ a* — 1 

annimmt. Dies geschieht aber im ersten Periodenstreifen von C{x)^ wel- 
cher auch einen Periodenstreifen für bildet, je emmaP), so daß also 
C{x^ den Wert a daselbst genau zweimz\. annimmt. Dabei fallen diese 
beiden Werte a ± ]/a* — 1 nur dann in einen einzigen zusammen, wenn 

1 s— 0, also a *= ± 1: dies waren in der Tat auch die einzigen Werte, 
welche von G{x) nur an je einer Stelle des Periodenstreifens angenommen 
wurden. 

5. Die analogen Betrachtungen gelten auch für S{x), Man hat hier 
die Beziehung (§ 60, 61. (11), S. 451): 

(17) S{±n^x^)^S{x,\ 

Ist dann + rii und 0 so liegt offenbar die Stelle 

X — Xq im ersten Periodenstreifen; ist dagegen — x <C ^<0, so liegt 
— X — Xq im ersten Periodenstreifen. Dabei ist wieder allemal ±:X 
von Xq verschieden^ außer wenn ± ; die zu diesen Stellen gehöri- 
gen Werte, nämlich S = 1, = — 1, werden dann wiederum 

für keine andere Stelle des Periodenstreifens, dagegen für die genannten 
Stellen iCo “ ± Y angenommen. Man überzeugt sich hiervon 

direkt mit Hilfe der Relation*) (s. § 60, 61. (13), S. 451): 


(18) S(*)-±Cr(irq:f), 


1) Man bemerke, daß a |/a* — 1 fElr keinen endlichen Wert von a zu NM 
werden kann , so daß also der Wert a i l/a* — 1 wirklich stets von ange> 
nommen werden muß. 

2) Oder auch, indem man setzt: 

/■(a:) = S{x) — 1 , 
fix) « C{x), 
rix) - ~ Six), 
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welche die Entwicklungen liefei-t: 

(19) s(*)- 

(20) S{x) l_J:(-l).^^^.(* + i)*', 

(21) S(*) q; 1 - q; |i (xq: y)’- Ä (xTt)‘+ ■ ■] 


§ 62. Einheitsiriirzeln. — Die Zahl n als Maßzahl .für die halbe 
LSnge des Einheitskreises. — Trigonometrische Funktionen. — 
Die Beziehungen C(3e) ■■ cos x, S(x) ■■ sin x. — Darstellharkeit 
jeder komplexen Zahl in trigonometrischer Form. 

1. Aus der definierenden Identität (§ 59, 61. (22), S. 446): 

,(1) c*'-= C(a:) + i-iS(a;) 

ergeben eich für a:“23t, ±3r,±y mit Berücksichtigung der 61 (5) bis 
(8) des § 60 (S. 451) die Beziehungen : 

±-' 

(2) c*"' — 1, e*'“ — — 1, c * = ± *. 

Bedeutet jetzt n eine beliebige positive ganze Zahl, so hat man: 

S TTS 

d. h. 6 ” ist eine Wurzel der Gleichung 1, also eine Einheitswurzd. 

( S n <\ i ihn t 

c " / = 6 " (Ä == 0, + 1, ± 2, . .) wegen: 

( tkni\n 

c " / *= = 1. Unter den auf diese Weise resultierenden unetidhch 

viden n*®“ Einheitswurzeln können nach dem früher Gesagten nicht mehr 
als n verschiedene sein. In der Tat: Bedeutet 1c eine beliebige positive 
oder negative ganze Zahl, so läßt sich dieselbe stets in die Form setzen: 


1c Ä * M “I“ ICf 


WO h eine bestimmte ganze Zahl, k eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, . . ., 
(n — 1) Alsdann wird aber: 


UliLL 


2 k'ni 


und es gibt also höchstens so viel verschiedene Werte von c ” , als es 


also: 
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Zahlen Tc gibt, d. h. höchstens n Die n für Ä; ~ 0, 1, 1) re- 

% knt 

suitierenden Werte von e ” sind aber auch wirJdidi alle verschieden. 
Denn da ^ irgendeinen bestimmten Wert in jedem Periodenstreifen nur 
einmal annimmt, so ist die Gleichung: 

e ” ^e * 

nur dann möglich, wenn: 

“ 2s7ci (wo s eine ganze Zahl), 

«Iso: 


Ä*i — i-, =* an, 

was unmöglich ist, wenn k^ der Reihe 0, 1 , . . (n — 1) angeboren 
(oder noch etwas allgemeiner: wenn k^, Ä*, irgendeiner Reihe von n auf- 
einander folgenden ganzen Zahlen angehören). Es stellt somit der Aus- 
druck: 


(4) 


cr4’)+<sr4^-(cft')+'s(V’))* 


für A: •= 0, 1, 2, . . (n — 1) die n Terschiedeneo, also aüe möglichen «•“ 
Einheitswurzeln dar.*) Setzt man speziell Z; = 1, so resultiert: 

(6) 

als diejenige Einheitswurzel, welche früher (s. § 23, Nr. 3, S. 197) als 
die Grundeinheitswurgd bezeichnet wurde, nämlich diejenige komjdcxe 
Einheits Wurzel, für welche unter der Voraussetzung n > 4 beide Be- 
standteile positiv und der redle Teil zugleich ein Maximum ist. Es folgt 

dies unmittelbar daraus, daß, solange d.h.Ä:<Y, stets 

ist und daß andererseits G *■ 1 für i 0, sodann aber mit wach- 
sendem k für 0 < i < ~ monoton dbnimmi (s. § 61, Nr. 1, S. 455).*) 


1) Ist a eine beliebige komplexe Zahl und etwa (b S. 457, Gl. (7)} : 
a « (— w<i2^w), 


to findet man hiernach für die n Werte von also die n Wurzeln der Gleichung: 


den Auedruck: 


«* a, 

>/5=l«r--e - 


2) Setzt man: 

ivjt ! 

e " “t. (•' = 0.1 n-l), 

ini 

also e, » e ** und daher: e ~ e]', und ist 0 eine nicht durch n teilbare 
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2. Den n Einheits wurzeln: 


2Äi\n-l 


( 27r*\0 / 2«i\l / 8 7gt \ 2 / SÄiy 

e^) , [e'^) , \e~) , {e^J 


2 TT / 


entsprechen n äquidistante, in der gegenseitigen Entfernung 1 1 — e " 
auf dem Einheitskreise gelegene Punkte, die also die Eckpunkte eines 
dem Kreise eingeschriebenen regelmäßigen «-Ecks bilden. Der Umfang 


Snt I 


dieses Polygons besitzt alsdann die Maßzahl: n • 1 1 — e " |, und da sich 
ergibt: 


(G) lim n • 


2/tt 

1 — 


lim n - 1 ^ -- Y = liml^^ =2 ä, 

n->oo vl\n/ vi ^ 


so wird man naturgemäß diesen Grenzwert definitionsweise als Maßzalü 
für die Länge des Einheitshreises anzusehen haben, wie bereits bei früherer 
Gelegenheit (§ 34, Nr. 6, S 268) für den Fall, daß an die Stelle von n 
eine Zahl von der besonderen Foi*m N ^ 2^ tritt, ausgeführt wurde. 
Die dort zur Vermeidung von Zweideutigkeiten mit p bezeichnete Zahl 
kann also jetzt durch x ersetzt werden, so daß die a. a. 0. mit (23) nu- 
merierte Gleichung die Form annimmt: 

(7) lim 2» 1 1 - cj ^ lim = 2;r, 

WO die Grundwurzel der Gleichung (also in der jetzigen Dar- 

2 TT» 

stellungsform: =« e ^ ), den (vom Faktor i befreiten) imaginären 

Teil von bedeutet ^also: S (^)) *) Di® prinzipielle Wichtig- 


ganze Zahl, also 4 = ^ i findet man 


— S 7f — - Ä II ^ 

^ ~~q~~ ^ ® ’ 


0 0 

nur, wenn q ein Multiplum von n (bzw. q == 0), also e? == 1 : 


n — X 


1) In diesem Zusammenhänge besagt also Gl. (6), daß nicht nur die Maßzahl 
für den Umfang des eingeschriebenen regelmäßigen JY-Ecks mit n -> qo einer festen 
Grenze zustrebt, sondern daß der nämliche Grenzwert auch für jedes beliebige ein- 
geschriebene regelmäßige n-Eck zustande kommt. 

2) Man hat daher; 


wie sich auch unmittelbar mit Hilfe der Potenzreihe für S 


(f") 


erifizieren läßt. 
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keit der Gl. (7) besteht darin^ daß sie ein erstes Mittel liefert, um die 
bisher von uns nur auf Grund einer bestimmten Eigenschaft definierte 
und als existierend erwiesene Zahl (s. § 60, Nr. 1, S. 450), die jetzt zu- 
gleich als Maßzahl für die halbe Länge des Einheitskreises {„Ludölf- 
sche^^ Zahl) erscheint, mit beliebiger Annäherung wirklich zu berechnen 
3,14159...). Mit Benutzung von Gl. (23), S. 269 findet man nämlich: 


( 8 ) 


lim 


«+i 


lim 2» 

n-yao 


• Vh + i>i+TF 

n — 2 


Diesem vermöge der iterierten Quadratwurzel für die Rechnung 
recht unhandlichen Ausdruck nebst gewisser^ prinzipiell unwesentlichen 
Modifikationen ^) kommt immerhin eine außerordentlich große histo- 
rische Bedeutung zu, da er für nahezu zwei Jahrtausende, von Archi- 
medes bis in die erste Hälfte des 17. Jahrhunderts, den einzigen zur Be- 
rechnung des Kreisumfangs (und Inhalts) als gangbar erkannten und 
bis zu verhältnismäßig sehr hohem Genauigkeitsgrade ausgenützten Weg 
charakterisiert. Es wird sich sehr bald Gelegenheit finden, wesentlich 
zweckmäßigere Ausdrücke, nämlich Grenzwerte rationaler Zahlenfolgen 
(unendliche Reihen oder Produkte aus rationalen Zahlen) zur Darstellung 
bzw. Berechnung von n, anzugeben. 

3 Die Darstellung der w*®“ Haupteinheitswurzel in der Form (5): 

^C»r) zunächst dazu benutzt werden, um für den Fall 

reeller x die Identität der Funktionen C{x)y 8{x) mit den trigonometrischen 
Funktionen cos Xy sin x zu erweisen. In bezug auf die Definition dieser 
letzteren schicken wir zunächst die folgenden Bemerkungen voraus. 

In einem Kreise mit dem Radius 1 denke man sich zwei Radien ge- 
iKOgen, deren einer, etwa horizontal nach rechts gerichtet und mit OA 
bezeichnet, als festy während der andere {fit als beweglich angesehen 
werden soll. Der von diesen beiden Radien gebildete Winhd A OB kann 
eodann als eindeutig bestimmt gelten durch die Länge des Kreisbogens ABy 
also auch durch diejenige (unbenannte) Zahl S, welche diesem Kreisbogen, 
gemessen nach der Längeneinheit (dem Kreisradius) als Maßzahl zuge- 
ordnet ist und die wir demgemäß als definierende Maßzahl für die Große 


1) Man ging z. B. statt, wie hier, vom eingeschriebenen Quadrai (s. die Fuß- 
note S. 269), Tom eingeschriebenen regelmäßigen Sechseck oder Fünfeck aus und 
legte demgemäß zur Berechnung von n ein Polygon von der Seitenzahl 8 • 2** oder 
Jb • 2** zugrunde. Da die eingeschriebenen Polygone nur eine untere Schranke für 
den Ereisumfang liefern, so hatte man (behufs Abschätzung der Fehlergrenze) auf 
Grund analoger Formeln den Umfang der entsprechenden umschriebenen Polygone 
als obere Schranke zu berechnen. 

Fringsheim, Vorleiungen II, 1 


80 
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des Winkels Ä OB ansehen wollen. Ist diese, wie es ja in der elemen- 
taren Trigonometrie üblich ist, zunächst nach Grudenj Minutenj Sekunden 
gemessen, so kann man die betreffende Angabe zunächst in eine solche 
nach Graden und Bruchteilen eines Grades umwandeln und hat, wenn 
die so gewonnene Zahl etwa mit y bezeichnet wird, die oben mit £ be- 
zeichnete aus der Proportion zu bestimmen: 

(9) |:2;t = y:360. 

Denkt man sich den Radius OB zunächst mit OA zusammenfallend und 
hierauf in der Weise um den Mittelpunkt gedreht, daß der Punkt B sich 
zunächst nach aufwärts bewegt und dann sukzessive die ganze Peripherie 
durchläuft, bis also der Radius OB wieder in die Anfangslage OA zu- 
rückgekehrt ist, sö läßt sich dieser Vorgang in der Weise beschreiben, 
daß dabei jene Maßzahl I des Winkels AOB als stetige Veränderliche 
die Werte von 0 bis durchläuft 

Macht man jetzt OA zur positiven Abszissenachse, ein auf OA im 
Punkte 0 nach oben errichtetes Lot zur positiven Ordinatenachse, so 
wird die AJbseißse des veränderlichen Punktes B (d. h. die betreffende 
Längeneahl mit dem auf Grund der Koordinatenmethode ihr zukommen- 
den Vareeichen) als der KosinuSy die Ordinate als der Sinus von 5 (in 
Zeichen: cosf, sin|) bezeichnet. 

Der Verlauf der auf diese Weise zunächst für das Intervall 2zr 

eindeutig definierten „trigemomeirisdven^^ FunM^ cos|, sing kann als- 
dann folgendermaßen schematisch dargestellt werden: 


( 10 ) 


wenn durch die Zeichen ^ bzw. ein monotones Zu- bzw.. 

Ahnehmen und durch das hineingesetzte + oder — das in dem betreffen- 
den Intervall herrschende Vorzeichen ausgedrückt wird. 

4. Durch einfache geometrische Betrachtungen, die wir als bekannt 
voraussetzen, wird bewiesen, daß: 

{ cos (g ± 1?) — cos g • cos rj sin sin ly, 
sin (g ± 1?) = sin g • cos ± cos g • sin tj 


zunächst unter der Voraussetzung, daß g, ij, g ± i] die Grenzen des Inter- 
valls (0, 2n) nicht überschreiten, da ja die betreffenden Funktionen nur 
soweit definiert sind. Die GL (11) können dann aber dazu dienen, die 
Definition der Funktionen cos g, sin g auf hdi^Age positive und negaiivt 
Werte von g auszudehnen. 
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Insbesondere ergibt sich zunächst (wegen: cos23r = 1, sin2;r 0): 

cos (g + 25r) == cos I, sin (g + 2 ä) =* sin 5, 
also für I -= 2;r : 

cos43r==l, 8in4Ä — 0. 

Daraus folgt wieder mit Benutzung der Ol. (11): 

cos (S + 4 ä) = cos 5, sin (| + 43t) — sin 
und durch weitere Fortsetzung dieser Schluß weise; 

(12) cos 2Ä3r =*= 1, sin 21c jc =* 0 

(13) cos (5 + 21cn) = cos I, sin (S + 2Ä:3r) ** sin | 

Schließlich ergibt sich aus den Gl. (11) für | » 0: 

( 14) cos (— ri) *=* cos ly, sin (— 1 ^) «= — siniy, 

so daß nunmehr mit Hilfe der 61.(13) und (14) die Funktionen cos|^ 
sinl für alle reellen Werte von | eindeutig definiert sind. Man erkennt 
dann leicht, daß diese Funktionen auch in dem so erweiterten Definitions- 
bereiche den Additionstheoremen (11) genügen. 


Um ferner die Stetigieit von co8|, sinl nachzu weisen, hat man für 
jedes Ä ^ 0 : 


COS (5 + Ä) *= COS ^ 

t + 4 + T)-“'( 

5+2) 

1 • cos y — sm ( 

5 + 2 ) 

. h 
■smj 

cos 1 COS ^ 


5 + t) 

1 • cos Y + sin ( 

5 + 2 ) 

. h 

•sidy 


und daher: 


(15) I cos (g + /i) — cos g I — 2 [ Bin + y) I • I iin Y I < c , 

da j sin ^| + y) | ^ ^ ZU beliebig kleinem s > 0 der Winkel y so 
gewählt (d. h. konstruiert) werden kann, daß (die Länge der oben be- 
zeichneten Ordinate) jsiny j < y ausfäUt. 

Zugleich wird dann auch: 

(16) I sin (S + Ä) — sin g j — 2 j cos + y) [ • j ^ > 

woraus die Stetigiceit von cos 5, sin g für jedes endliche i unmittelbar her- 
vorgeht. 

5. Durch Ausführung der Multiplikation und Anwendung der Ad- 
dition stheoreme (11) ergibt sich: 

(cos 5-1-1 sin 5) (cos rj-r i sin rj) 

— cos 5 • cos 1 ] — sin 5 • siniy -f t (»ui I • cos tj -H cos 5 • sin i^) 

*= cos (5 + iy) + I sin (I + v) 

und durch (n— 1) malige Anwendung dieser Schlußweise: 

« 

fj (cos s, + i sin |,) -= cos (|, + H + + * «in (li + If + 1- £,). 
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Ersetzt man in dieser Beziehung sämtliche ^ durch so folgt: 

(17) (cos I + » sin {)" » cos »I + * sin » 4 („Moivrese^ie'* Formd), 
und hieraus, wenn man 2 m statt m schreibt und sodann | — — setzt: 

^cos ^ * sin ^**'= cos 2hx + * • sin 2Tcn, 

also, wenn Te eine beliebige ganze Zahl (einschließlich Null) bedeutet: 


(18) 


(cos- + .em-) -1, 




d. h. der Ausdruck: cos — + i sin — stellt für i — 0, ± 1, ± 2, ... je 
mal eine (2fi)^ Einheitswurzel vor. Man erhält aber wiederum 2n ver- 
schiedene^ (2n)^ Einheitswurzeln, wenn man setzt A; — 0, 1, . . (2n — 1). 
Denn wäre etwa: 

jLiv,..iL 2 r k.n ... 

cos — — h * sin * cos — h t Bin , 

falls < /«j und beide dem Intervall [0, 2n — 1] angehören, also: 

ö ^ ^ < *1 ^ 2n -- 1, 

Kn 


so hätte man zunächst: 


cos- 


sm 


k. n r\ 

cos — 0 , 
n ^ 

km n k. n ^ 

— Sin — 0 . 


Nun folgt aus den 61. (11) durch die Substitution 5 + »,-«, ß 


CC + ß 


COS « — COS /S — — 2 sin ^ 
sin u sin /) »- 


sin 


^ — ß 


CC ß 

cos — ^ Sin g 


2 ’ 
^ — ß 


SO daß die vorstehenden Gleichungen durch die folgenden ersetzt werden 
können: 


cos > « . sm 


0 . 


Da aber nicht glekkzeiiig die Beziehungen: 

COS mm 0, Bin — 0 

2n ^ 2n 

bestehen können (s. Schema (10)), so müßte sein: 

(ifci A^) sf ^ 

km — k 

was unmöglich ist, da ‘ ein positiver edtter Bruch ist und anderer- 



Nr. 6. 


§ 62. Die Beziehungen: C0B§aBC7(£), Bin£»fif($). 


469 


seits, wie das Schema (10) zeigt, sin | fOr 0 < | < sr nuM verschwindet. Der 
Ausdruck cos ^ + i sin ^ stellt also fftr Ä; « 0, 1, . . . (2n — 1) wirklich 
2n verschiedene und somit alle möglichen (2n)^^ Einheitswurzeln dar. 
Daraus folgt weiter, daß die für A ^ 1 resultierende Wurzel: 

COS h ^ sin — 

als diejenige mit größtmöglichem positiven reellen und mit positiv imagi- 
närem Teil keine andere sein kann, als die (2n)^ (rrunc^einheitswurzel. 
Infolgedessen findet man: 

7tt 

(19) cos ^ + isin — = c *• (für jedes ganzzahlige » > 0) 

und sodann, wenn m irgendeine natürliche Zahl bedeutet, durch Erhebung 
in die w-te Potenz mit Benutzung von Gl. (17): 

mni 

mn , . . m n — — ^ /mn\ , . o /»* ^ 

cos + t-sm — « c * = Cf— ) + iSl — ) 

n ' n \ « / \ n / 

also, wenn man noch ^ » p setzt: 

f n ^ 

(20) cos ;rp “ C (zpp), sin (ng) = S(ng) 

für jedes positive rationale des weiteren aber, wegen: cos (— S) == cos 
C(— 5) — C(X) und: sin (— g) — sin 6, S (— |) — — S(|), auch für 
jedes negalive rationale p und schließlich infolge der Stetigkeit aller be- 
teiligten Funktionen für jedes beli^ige reelle p. Schreibt man noch § statt 
zrp, so gelten also die Beziehungen: 

(22) cosS-C(g), sing«S(|) 

für jedes reelle Wir führen deshalb auch für komplexe x an Stelle der 
bisher gebrauchten Zeichen C{x)yS{x) die Bezeichnungen cos sinx 
ein. Wir definieren also die beiden Funktionen cos x^ sin x als ganze 
transzendente Funktionen der komplexen Veränderlichen x durch die Glei- 
chungen: 

ÜO 00 

(22) coB * =2 (- 1)'~ , sin » (- 1)» , 

und bezeichnen sie auch in diesem erweiterten Sinne als trigonometrische 
Funktionen^ da sie für redlex mit den in der üblichen Weise auf^eo- 
metrischem Wege definierten Funktionen dieses Namens zusammenfallen. 
Man pflegt auch sie mit der Exponentialfunktion e® unter der Bezeich- 
nung elementare ganze transzendente Funktionen zusammenzufassen. 

6. Aus der in der vorigen Nummer gewonnenen Erkenntnis, daß die 
bisher mit C(6), S(|) bezeichneten Funktionen für reelle £ mit den trigono- 
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metrisdien Funktionea cos|, sin| iden tisch sind, folgte duß die nach dem 
Satze von § 61, Nr. 2, 61. (7) (S. 457) für jede komplexe Zahl a + ßi exi- 
stierende Haupidarstellung (sc. in Exponentialform\ nämlich: 

a ßi=^ (wo: r ^ ä) 

sich auch in die trigonometrische Form: 

(23) a + /3i = r (cos rj +i sin rf) n: <yi ^7t) 

setzen läßt.^) 

Neben dieser HauptdarsteUung existieren dann noch unendlich viele 
andere von ähnlicher Form: 

(23a) a + ßi r (cos (rj + 2n;r; + i • sin (rj + 2n7t)) (w =« ± 1 , ± 2, . . .) , 

deren Argumente sich zunächst nach beiden Seiten stetig an dasjenige der 
Hauptdarstellung und sodann stetig aneinander schließen. Daraus (wie 
übrigens schon aus den zugrunde liegenden Betrachtungen von §61. 
Nr. 1) ist zu entnehmen, daß man den AnfangspiinTd des für die „Haupt< 
darstellung^^ dienlichen Intervalls auch beliebig verschieben, also irgend- 
ein beliebiges von der Form [1^0, 1^0 -I- 2;rJ dafür wählen kann, z. B. statt 
des von uns angenommenen, für die Zwecke der Funhtioncntheorie be< 
sonders zweckmäßigen, das Intervall [0, 2;r], was dann (bei Einschluß 
beider Grenzen) mehr den Gepflogenheiten der Trigonometrie und analy- 
tischen Geometrie entsprechen würde. Man findet dann aus 61. (23) (mit 
veränderter Grenzbedingung für 17) durch Trennung des Reellen und 
Imaginären: 

(24) a — r cos /5 « r sin (0 2 ä), 

und zwar ist dann r in geometrischer Deutung die Länge des vom Null- 
punkte nach dem Punkte (a, ß) gezogenen „Vektors“, der Winhel^ ge- 
nauer gesagt die MaßsahP) des Winkels, welchen dieser mit der posi- 
tiven Abszissenrichtung bildet („PolarwinkeF). Die Gleichungen (24) 
liefern in diesem Zusammenhang die Darstellung der rechtwinkligen Koor- 
dinaten des Punktes (a, ß) durch seine PoZar-Eoordinateii r, rj. Während 
aber in der Geometrie (übrigens auch *in den meisten Lehrbüchern der 
Analysis bzw. Funktionentheorie) die Existenz des Vektors r und des 

1) Hier bzw. a. a. 0 . in § 61 wird nur die Existenz einer solchen Darstellung 
festgestellt. Der Weg zu ihrer wirklichen Herstellung, d. h. schliefilich znr rech- 
nerischen Bestimmung von 7] als Funktion von a, ß kann erst an späterer Stelle 
gezeigt werden (s. § 71 , Nr. 6). 

8) In der Funktionentheorie häufig als Argument oder zweckmäßiger als Am- 
plitude (auch Anomalie oder Abweichung) bezeichnet (da die Bezeichnung Argu- 
ment zumeist in allgemeinerem Sinne [» unabhängige Veränderliche einer Funktion] 
gebraucht wird). 
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Winkels rj der Aimhamng entnommen wird^ die trigonometrischen Funk- 
tionen des letzteren als Streckenverhältnisse (mit bestimmtem Vorzeichen) 
definiert und die Gleichungen (24) durch die Konstanz der Verhältnisse 
homologer Seiten bei ähnlichen Dreiecken begründet werden, wurde hier 
zu beliebig gegebenem Zahlenpaar (a, ß) in arithmetischer Weise die Exi- 
Stenz der Zahlen r und n festgestellt, für welche die Gleichungen (24) 
bestehen, sofern unter cos yi^ sin die Summen der beiden Reihen: 


00 


(2iO!’ 



IV 


( 21 . + 1 )! 


verstanden werden. 


§ 63. Die Irrationalität und die Transzendenz von e und .<t. 


1. Bei der außerordentlichen Bedeutung, welche die Zahlen e und nr 
nicht nur in dem zunächst hier vorliegenden Zusammenhänge, sondern 
innerhalb der gesamten Analysis besitzen, muß es wünschenswert er- 
scheinen, Genaueres über ihren Charakter auszusagen. In I|, § 33, Nr. 4 
(S. 205) wurde bereits festgestellt, daß die Zahl e irrational ist. Der Be- 
weis knüpfte ganz unmittelbar an die Reihenentwicklung von e an, die 
jtuf Grund einer sehr einfachen Restabschätzung zeigt, daß: 



wo: 


(n+l)! 


^ ^ ^ n ! w 


Die Irrationalität von tc läßt sich gleichfalls in sehr elementarer, 
wenn auch etwas umständlicherer Weise folgendermaßen beweisen.^) 
Aus der Beziehung (s. § 59, GL (23), S. 374): 

( 1 ) 

0 

folgt durch Derivation und Multiplikation mit 


-i sin » + i cos X (- l)'- 


2p + 1 


(2I. — 1)! 



(- ty X»*' 

2v + 8’(2v + l)!* 


1) Von einer dritten für die Analysis wichtigen, wenn auch an universeller 
Bedeutung den beiden im Text bei weitem nicht gieichkommenden Konstanten, der 
JS^sicfsohen Konstanten y (s. Ij, | 84, Nr. 2, S. 207) hat man bisher noch nicht fest- 
stellen können, ob sie irrational sei, obschon wohl schwerlich daran zu zweifeln 
«ein dürfte. 
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Bildet man wiederum die Derivierte und multipliziert mit so 

X 

folgt weiter: 

/3 1\ . 3 ^ (—1)' 

(x* (2» + i)(2i;V8) ’ 

1 

^ hJl 

^ ^ (^v + 3)(2v+b) (2v + l)l 

0 

Bei nochmaliger (also dritter) Anwendung derselben Operation er> 
gibt sich: 

/ 15 , 6 \ . , /16 1 \ 

= 

'' ^ ^’'(2v-f3)('2i> + 6)(2v + 7) (21-4-1)! 

0 

und analog hei n^maliger Anwendung (wie sich durch vollständige ln- 
duktion leicht bestätigen läßt): 

^ / *|\« ( 

8)(2v4- 5) . . . (2v -f 2w+ l)*(2r + 1)' 

0 


wo: 


( 3 ) 


■3 . (2»4-2n4-l) 2-4 ... (2i>) 


^/_1> _J "Vr— iv. - i- 

’ 1-3 . (2n4- 1)^”'- 1-3 ..Oiv+än-f 1) 2' .i-! 

0 

“ ^”^)'*'l -3 .. (2n4- 


1) Für die weiteren Schlüsse genügt die Formel (2) in der vorliegenden Fas- 
sung. Eine genauere Ausführung der Rechnung zeigt, daß 

= l-3...(2n-l) 

und daß die Schlußglieder der Elammerausdrücke die Form haben: 

ft 


_ bzw - 


wo: 


A: = 1 1 a« ^ ^ i,- 1) * 2 wenn n gerade^ 

i 

n 1 

A; = l = — , ft = ( — 1) * 2 wenn n ungerade. 

Tu 
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Dabei sind «„ «j, . . . /Jj, . ganze Zahlen, und zwar ß„ aus- 
drficklich von NiM verschieden. Setzt man jetzt zur Abkürzung; 

(4) f-9 

und sodann 

(5) ^ also: sin a? *= 1, cosic*«0, 

so nimmt die Formel (2) die folgende Gestalt an: 

(®) ^+r + + •*•—* iTs” . . (2n + 1) * 




1 e* , 1 £l_ 

2n + 8' 2 (2n-f-3)(2« + 6)’2*.2.' 

1 


,7) i + 

'' '' (2m + 3) (2« + 6) (2« + 7) 2* -3!^ 

_/i ?_ _l 1 jl\, 

' \ 2n+8 2 y''(2M+3)(2M+6)‘2*.2!\ an-j-'t 2-3/'r 

Die erste Klammergröße und um so mehr jede folgende ist, wegen 
p < 2, für jedes »i ^ 0 positiv. Man findet daher: 


— -"-W 

t+8 2;^( 


^«(p) >1 2 m + 8 ' 2 > 

und wenn man rechts n durch 0 und g durch 2 ersetzt, a fortiori: 

(8«) SM > (l - j-*5) - ; ■ 

Andererseits ergibt sich, da die Glieder der alternierenden Reihe 
beständig abnehmen: 

(8 b) 5,(p)<l, 

und man gewinnt somit aus Gl (6) die doppelte Ungleichung: 


>; 

1 

■ 1.3. *.(2^+1) 

< 

1 

i.'87r(2n+l) 


_• 4_ _» I 

^ 2 /t+l " 1 " ^ 2 n-l "f 


Angenommen nun p = rational^ etwa: wo g, r natür- 


liche Zahlen, so hätte man: 


no'» I “« I I , _ j + * «.r 

I + l + p»n-l + ■ i j g8» + l + ^ 5**+!’ 

WO y„ eine ^oture Zahl, die auf Grund von (9) der doppelten Ungleichung 
genügen müßte: 

^ 8 1 •3.-(2m + 1) 

(11) y«j ^*n+l 

1.3.--(2»+T) ’ 
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deren erste zunächst zeigte daß sicher vonNtdl verschieden. Da überdies: 


1 

1.3...(2n + l) 


2-4. •(2n) 2** 2"+^ 

(2"n+ 1)!’ “ (n + l)(n + 2) . (2n + 1) ^ + 1 )" + 


so würde aus (11) folgen (wenn man in der zweiten Ungleichung noch 
ersetzt): 


( 12 ) 




n^l 


was unmöglich ist, sobald n + \ ^2q^ angenommen wird. 

Somit ist 7C irrational. 

2. Die vorstehenden auf die Irrationalität von e und n bezüglichen 
Ergebnisse sind wesentlich verschärft und somit überholt worden durch 
die neuere Erkenntnis von der Transzendenz^) dieser Zahlen, also von 
dem besonderen Charakter ihrer Irrationalität Nichtsdestoweniger hielt 
ich es für zweckmäßig, den jetzt mitzuteilenden Transzendenzh^wevsm 
jene Beweise für die bloße Irrationcdität voranzuschicken, da sie, in der 
Fassung ihres Themas begrifflich einfacher und dementsprechend wesent- 
lich geringeren Aufwand an Beweismitteln erfordernd, noch immer ein 
mehr als historisches Interesse beanspruchen dürfen. 

Die gemeinsame Grundlage für die beiden fraglichen Transzendenz- 
beweise bildet eine besondere, eine willkürliche ganze Funktion ent- 
haltende Zerlegungs- und Abschätzungsformel für e', die wir jetzt her- 
leiten wollen. 

Man hat: 


v—l 





— ^ {D'x” + i)» - ‘iE» H H D*x'' +p^x'') 



ir x’^ für (wegen: 2/»” — 0 für r> v) 

1 

und daher: 

r 

(13) + (v^r), 


1) Vgl. Ij, § 26, Nr. S (S. 160); I,, | 106, Nr. 2 (S. 801). — Der Beweis für 
die Transzendenz von e wurde zuerst von Hermite (1878), derjenige für die 
Transzendenz von n zuerst von Lindemann (1882) erbracht. 
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wo: 

(14) H- 1 + 1) (y ^ 2) ) ' 

folglich: 

(15) |i?,(a:)|<lxr(l+l.|a:|+jl2W*+---)-|®:' «'*'• 

Es sei jetzt g(x) eine ganz beliebige, frtr rr *= 0 verschwindende ganze 
rationale Funktion etwa vom Grade also: 


(16) 




SO ergibt sieb durch Multiplikation von Gl. (13) mit und Sum- 

mation über 1 / =* 1, 2, . . r : 

s'-w-B.w 

1 1*1 1 

1 1 * 1 ’ 

oder, mit Berücksichtigung von GL (16), wenn man überdies der Sym- 
metrie zuliebe den Index v in der ersten und letzten Summe durch (i 
ersetzt : 

** *" ** 

( 17 ) (2V>(0)) 

1 1 1 


kürzer geschrieben: 

(18) G(0) • c* - G(x) + R{x ) , 
wo: 

r r 

(19) . G(»)-2^p<^)(a:), E(x) ■ B^(x). 

Zn der, wie bereits oben angedeutet, für die weiteren Entwicke- 
lungen fundamentalen Zerlegangsformel (18) kommt dann noch die mit 
Benutzung von Ungl. (15) sich ergebende Abschätzungsformel: 

r 

(20) 1B(*)1 < cl'l • i*!" - • 9 [\^^ > 

wenn man mit g\x\ diejenige ganze Funktion bezeichnet, die aus g{x') 
durch Verwandlung aller Koeffizienten in ihre Absolutwerte entsteht, so 
daß also: 

r 

1 


( 21 ) 
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3' Wäre die Zahl e nicht transzendent, so müßte sie einer algebra- 
ischen Gleichung mit redten ganczahligen Koeffizienten^ etwa Grades/ 
genügen, so daß also: 

n 

( 22 ) ^ra^e'^^O, 

0 

mit dem Zusatze, daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit das 
konstante Glied als von NtiB verschieden annehmen dürfen (imdemfalls 
ließe sich ja die entsprechende Eigenschaft durch Weglassung des Fak- 
tors afy wo Ä* ^ 1, d. h. durch Ausscheidung der Ä:-fachen Wurzel 0 aus 

w -f t 

der ursprünglichen Gleichung =« 0 stets erzielen). Durch Mul- 

Jb 

tiplikation mit der Konstanten 6r(0) und mit Benutzung der Zerlegungs- 
formel (18) nimmt diese Gleichung die Form an: 

n u 

(23) ^ «.<?(*') +2 = 0 • 

0 0 

Wir werden die UnmöglichTceit dieser Gleichung nach weisen, indem 
wir zeigen, daß bei passender Wahl der darin implizite enthaltenen will- 
kürlichen Funktion g{x) ihre linke Seite von Ntdl verschieden ausfäUt. 
Hierzu setzen wir: 

fl 

(24) g{x) - {x — v)f (also: r == (n +!),>— 1), 

1 

WO p eine in nicht anfgehende Primzahl bedeutet, die wir von vorn- 
herein größer als n annehmen wollen, über deren Größenordnung wir im 
übrigen noch später verfügen werden. Es wird sich ergeben, daß bei 
dieser Wahl von g{x) der erste Teil der linken Seite von Gl. (23) eine 
von NuU verschiedene ganze Zahl ist, der zweite bei hinlänglicher Ver- 
größerung von p numerisch beliebig Mein wird, die Summe dieser beiden 
Bestandteile also nicht verschwinden kann. 

Wir zeigen zunächst, daß 6r(0) relaHv prim zu p, daß dagegen alle 
anderen G{y) ( 1 / — 1, 2, . . ., w) durch p teilbar sind. Aus der Doppel- 
gleichung: 

n 

(25) (p — = xf-^- fl {x — vy 

1 

1 

folgt durch EoeffizienteuTergleichang der beiden rechten Seiten, daß die 
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Ausdrticke — — ^^HO) (/t =• 1, 2, . . r) jedenfalls gamse Zahlen sein 
müssen, und zwar ergibt sich im besonderen: 

0 


<2ß) 


Für ft 
» /* 


l,2,...,(p-2):ff(^)(0) 


1 : 

n lt>p- 


g(p ‘>(0) = (— l)"** • (nlf, also durch p 
nicht teilbar 

' p(p+\) -ii. ■ gameMig, also g^'\0) 
durch p teilbar. 


Daraus folgt zunächst, daß 6r(0) ^"^(0) als Summe von ganzen 

1 

Zahlen, die mit Ausnahme einer einzigen durch p teilbar (bzw. =» 0) sind, 
durch p nicht teilbar ist, und das gleiche gilt dann auch für a^G^O) (da 
laut Annahme durch p nicht teilbar ist) 

Um eine entsprechende Aussage bezüglich der übrigen 6r(i;)(i/=l,2,.. ,w) 
machen zu können, ist es notwendig, die Entwicklung von {p — l)\g{x) 
nach Potenzen von {pß — v) so weit durchzuführen, daß die Vergleichung 
der Entwicklungskoeffizienten mit denjenigen der entsprechenden Taylor’ 
scheu F'ormel: 


{ 21 ) 


(P - ^y-g{x) • (« - v)“ 


in dem erforderlichen Umfange möglich wird. Man hat nun für jedes 
einzelne v — 1, 2, . . w: 

n 

(28) (p — iy-g{x) = (x — v)p • - */, 


dabei soll der Akzent an dem Produktzeichen andeuten, daß der Faktor 
{x — vy auszuschließen ist. Entwickelt man mit Benutzung der Iden- 
titäten: * — (i/ + (a; — v))**' ^ und: (a: — « (i/ — x + (a? — v)y nach 

steigenden Potenzen von {x — so ist unmittelbar ersichtlich, daß die 
Entwicklung mit der Potenz {x — vy beginnt^) und daß alle Koeffizienten 
{reelle) ganze Zahlen sind — eine Erkenntnis, die für die weiteren Schlüsse 
vollständig ausreicht. Daraus folgt nämlich durch Vergleichung mit der 
Formel (27) für i/ 1, 2, . . ., n: 

I Für — 1, 2, . . ., (p — 1): g^\v) — 0 


<29) 




ganteahlig, also 
durch p teilbar. 


1) Gerade hierin liegt der Gnmd, daß auch noch ^\v) — 0, während bei 
der zuYor angesiellten analogen Betrachtung der entsprechende Koeffizient 
als von Null verschieden und durch p nicht teilbar sich ergab. 
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Somit ist auch G(v) durch p teilbar und schließlich 

1 

n 

a^G(v) als Summe ganzer Zahlen, die mit Ausnahme einer einzigen 

0 

durch p teilbar sind, eine durch p nicht teilbare ganze Zahl, also nume> 
risch ^ 1. 

Um ferner den zweiten Teil der linken Seite von Gl. (23) abzu- 
schätzen, hat man zunächst mit Benutzung der Abschätzungsformel (20): 

n % n 

I 'S I I I • I ^ W i <S I I 

0 0 0 

und, da e^ und g\y] mit v monoton zunehmen, a fortiori: 

% n 

(30) I S’ I < «- •2’^ I «. I • 9[n ] . 

0 0 

Mau findet sodann auf Grund von Gl. (24), daß: 


also: 

(31) 


n 

!?[|*|] ■ FJ ( 1*1 + 

»M < jfhf: «2»)')' - (2»)i ‘^0^ ■ 

//O Ag j ^ 

Da das j)*® Glied der konvergenten Reihe 


1) Genau genommen gilt hier das Gleichheitszeichen (was aber für den er- 
forderlichen Schluß ohne Belang ist), da die Ausführung der Multiplikation bei 
einem Produkt von der Form: 

n 

P(x) = fj (x — *r) 

1 

als Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x die Kombinatiotmummen der Xv 
mit alternierenden Vorzeichen liefert und daher bei positiven Xv ohne weiteres die 
Beziehung resnltiert: 

n 

1 

(wo F[x\ diejenige Funktion bedeutet, die aus P( 2 :) durch Verwandlung aller 
Koeffizienten in ihre Absolutwerte hervorgeht). 
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ist, so kann g^n], also, wie üngl. (30) zeigt, auch \ durch 

0 

hinlängliche Vergrößerung von p beliebig Mein gemacht werden. 

Damit ist aber die Unmöglichkeit der Gl. (23) bzw. (22), also die 
Transeendene von e vollständig bewiesen. 

4. Die für den Transzendenzbeweis von e geschaffenen Hilfsmittel 
lassen sich im Anschluß an die Beziehung: — 1 auch für den 

Transzendenzbeweis 7on % nutzbar machen. Um die eben erwähnte zwi- 
schen e und n bestehende Beziehung für den vorliegenden Zweck ver- 
werten zu können, bemerke man zunächst, daß gleichseitig mit irgend 
einer (beliebig komplexen) Zahl a auch die Zahlen ± ai algebraisch sein 
müssen — vice versa. Denn ist etwa bei reellen ganzzahligen 

2’nö’' = o, 

0 

so folgt auf Grund der Identitäten: 

X X X 

0 0 0 
daß die Gleichung: 

X X 

Yyi~ " y’) ■ (2 J'-*’' • y”) ^ 

0 0 

die beiden Wurzeln y ^ ai und y ai hat. Da aber die entsprechen- 
den Koeffizienten der beiden Faktoren, welche die linke Seite dieser 
Gleichung bilden, konjugiert sind, so liefert die Ausführung der Multipli- 
kation ein Polynom Grades mit lauter reellen , überdies ganzsahligen 
Koeffizienten, so daß also ai und — ai algebraische Zahlen sind. Auf 
Grund dieses Ergebnisses folgt aber auch umgekehrt aus dem algebrai- 
schen Charakter von ai oder — ai derjenige von ±(-i: ai) • i, also von ± a. 

Um die Transzendenz von n nachzuweisen, genügt also die Fest- 
stellung, daß ni keiner Gleichui^ von der Form: 

m 

(32) (^»+0) 

0 

mit ganzzahligen Koeffizienten genügen kann. 

Angenommen, dies wäre der Fall, so hätte diese Gleichung auch eo 
ipso die Wurzel — srt, da ja das Resultat der Substitution von y^ — ni 
zu dem für y %i sich ergebenden konjugiert, also gleichfalls » 0 sein 
müßte. Bezeichnet man die Gesamtheit der Wurzeln von Gl. (32) mit: 


yw Vty • • -7 y.n 
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SO hätte man^ da unter diesen Zahlen auch 7ci und — 7ci Vorkommen 
müßten, wegen: 1 + =“ 0, auch: 

m 

(33) JJ(1 + c^") = 0 

1 

und daher, durch Ausführung der angedeuteten Multiplikation: 


(34) 1 + + • • • + - 0, 

XX xA/U 

wo diese Summen sich zu erstrecken haben über alle Kombinationen 
(ohne Wiederholung) zur 1*®“, 2*®“, 3*®“, . . ., w*®“ Klasse von y„ . . ., 
also ausführlicher geschrieben: 


(35) 


X 1 

rn m — l 

■ (X'') 

xX 2 1 

m rn — 1 w — 2 

^gS'x + i'2+S'« = + 

xX/it 3 2 1 


(x < A < ;t) 


usf. 


Wir wollen nun diejenige Gleichung bilden, welche außer den ein- 
zelnen (x « 1, 2, . . m) auch alle Summen y^ + y^+ yx+ y^, • . 

?! + ^2 + ’ * ■ + Wurzeln hat. Schreibt man nach Analogie von 

(35) zur Abkürzung: 

TIiy-yr)> [J(y-(y^ + yi + y^d> 

X y? rXu 


statt: 

m m TO — 1 rn to — 1 m — 2 

1 2 1 3 2 1 


(wo wieder: x < A < ft • • •) und setzt sodann: 

'TJ(y-y.)-fiiy) 

TI(^ - ^y-‘+ yi'>) 

(36) fL 

ll(y-(y^ + yi + y^)) = ftiy) 


[y-iyi + yt+- ■■ + ym)-fm(y) (”^ + ^ 0 » 

SO sind nicht nur die Koeffizienten von fi{y) auf Grund von Gl. (32) ratuh 
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wafe Zahlen, sondern das gleiche gilt auch für /i(y), ^(y), fmiv)} 
ja die betreffenden Koeffizienten als ganze symmetrische Funktionen der 
Vx + Viy Vx+Vx + y^.^ • • ganzzahligen Koeffizienten schließlich eben 
solche Funktionen von y^j - Vmf rational durch ßi, y-f ßm 
.ausdrückbar sind. 

Die sämtlichen in Gl. (34) auftretenden Exponenten sind also jetzt 
die sämtlichen Wurzeln der Gleichung: 

(37) ftiy) • A(y) • • • = 0 

mit roitionalen Zahlenkoeffizienten, die sich durch Multiplikation mit dem 
Hauptnenner N auch in ganzzahlige verwandeln lassen. 

Unter den Wurzeln dieser Gl. (37) kommt auch die NvHl zum min- 
desten einmal vor, da ja 0 für y^ =■ jci, yi^ ni. Wir wollen 

annehmen, sie möge im ganzen 7 / mal Vorkommen, wo also y^l. Dann 
läßt sich aus der linken Seite von Gl. (37) der Faktor y^ absondem, 
bzw. durch Multiplikation mit y~^ fortscb affen, so daß die auf diese 
Weise abgeänderte Gleichung nur noch lauter f 7 on NuU verschiedene Wur- 
zeln behält, deren Anzahl (und zwar jede Wurzel nach dem Grade ihrer 
Multiplizität gezählt) mit n bezeichnet werden möge. Setzt man sodann: 

n 

(38) F(x) = N • x-y ■ fi{x) ■ f^{x) . . . (a:) 

0 

wo «o + O, a^ + G, übrigens ohne Beschränkung der Allgemeinheit «^„>0 
angenommen werden kann, so hat die Gleichung: 

(39) F(x) * 0 

die von Null verschiedenen unter den Ausdrücken: 

y», y»-\- yxt y*+ + y,<> • • •» yi + y* + • • • + y« 

ÄU Wurzeln, die wir jetzt kürzer mit: 

• • •f 

bezeichnen wollen. Infolgedessen nimmt jetzt die Gl. (34) die einfache 
Form an: 

n 

(40) 1 -t-y = 

1 

und das Ergebnis der vorstehenden Betrachtung läßt sich zunächst in den 
folgenden, das nunmehrige Endziel unseres Transzendenzbeweises kenn- 
zeichnenden Satz zusammenfassen: 

Wäre 7 c eine algebraische Zahl, so müßte eine Beziehung von 
der Form (40) bestellen, wo y eine posiHve ganze ZaJU bedeutet 

Pxingtheim, VorlMangen H, 1. 
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und aTj, die (durchweg von Null verschiedenen) Wur- 

gdn der algebraischen Gleichung (39) mü ganzzahligen Koeffizienr 
ten sind, 

5. Wie die Vergleichung mit 61. (22) zeigt, hat die zu lösende Auf- 
gabe, die im Beweise der Unmöglichkeit der Beziehung (40) besteht, jetzt 
dieselbe Form, wie bei dem zuvor behandelten Beweise der Transzendenz 
von e, und kann auch auf demselben Wege erledigt werden, mit derjeni- 
gen gewissermaßen selbstverständlichen Modifikation, die sich aus dem 
Umstande ergibt, daB an die Stelle der in 61. (22) auftretenden Exponen- 
ten V jetzt die Zahlen getreten sind. 

Wir multiplizieren also die hypothetische 61. (40) wieder mit der 
Konstanten 6r(0) und setzen sie mit Benutzung der Zerlegungsformel (18) 
in die Form: 

n n 

(41) { (1+ y) • G(0) +2 ö(^.) ) +2 ^ • 

1 1 

Die in den Fnnktionen G{x) und B(x) enthaltene Hilfsfiinktion g(xy 
(b. öl. (24)) ist jetzt in der Weise abzuändern, daß an die Stelle der 
Wurzeln v — 1, 2, . . n die Wurzeln x^{v == 1, 2, . . n) treten, also 

II 

das Polynom fl(x- v) durch F(x) (s. 61 (38), (39)) zu ersetzen isL 
1 

Wir definieren daher jetzt g{x) durch die 61eichung: 

(42) g (x) - • iF(.x)y, 

WO p eine noch näher zu definierende Primzahl bedeutet ^). 

Wird von vornherein p der Bedingung unterworfen, nicht in 1 + 
und au&ugehen, so läßt sich ganz analog, wie in Nr. 3 erschließen^ 

n 

daß (1 + y) • ö(0) rdativ prim eu p, dagegen G(®,) rfwrcÄ p teilbar 

1 

ist. Nach Gl. (42) und (38) hat man nämlich zunächst: 

(43) (p — ly.gQe) — • «'-‘(a, + «la? -| h «,*")'’ 

— • x’’-'(ag + p • aS-*aiX + • • + <«•'). 

Durch Vergleichung mit der Mae Laurimchen Formel: 

r 

(p - 1)! gix) 

0 


1) Die Hinzuiügung des konstanten Faktors erweist sich als erforder- 

lich, nm späterhin die Ganzzahligkeit aller in Betracht kommenden Koeffizienten 
zu sichern. 



Nr. 5. § 68. Beweis für die Transzendenz yon it. 483 


(wo: r = (^^ + l)/> — 1 wieder den Grad von gisc) bezeichnet) ergibt sich 
daher: 

^Für ft = 1, 2, . . ., - 2): ^.")(0) - 0 

^(p-i)(0) - 

ganezMig, also ^W(0) 
durch p teilbar. 

Daraus folgt, daß (1 + y) • 6r(0) = (1 + y) ^ 

i p f 

p nicht teäbar ist 

Um wiederum eine entsprechende Aussage bezüglich G(x^){v^ 1, 
2, . . ., n) machen zu können, hat man g(x) nach Potenzen von (x — x^) 
oder auch — mit Rücksicht auf die weiteren Schlüsse etwas zweckmäßi- 
ger — von (a^x — entwickeln. Man findet zunächst aus 61. (43), 

wenn man den Faktor • (a**“^)^ auf die beiden anderen Fak- 

toren verteilt: 

(p—l)\g{x) 

- («««)"■*{(«,*)" + + «._,«„(«.*)""*+ • • • + 

oder, wenn 

(45) a^x ** z 
gesetzt wird: 

(46) (|) — l)!^(a:) -= «»’-»• {F^lz)y, 
wo: 

(47) F^{z) — ^+ a,_,^-‘+ + 

Dabei hat die Gleichung 

(48) -P\(xf) 0 die Wurzeln: jer^= u^x^ (r 1, 2, . . ., n). 


(44) 


•p — 


(^^P‘ 


Infolgedessen ist Ff (z) durch z — z, teilbar, -dnd zwar findet man (vgL 
§ 22, Nr. 2, Gl. (8), S. 190): 


z^z^ 


‘ + Viin*) •«"-* + y,(0 •«"■* + ••• + y«-! (O» 


WO yi(0> • • -7 yn-iW ganze rationale Funktionen von z^ (vom 

Grade ihres Index) mit ganzzaJütigen aus den ce, zusammengesetzten Ko- 
effizienten^), also: 

(49) Ff{z) ^‘{z- O («"" ^ + yi («r) • *"“ * H — + y»-» ('.))• 


1) Man findet z. B.: 

nW = 1 

/l (*.) =“ + “*- t *» + “n-l “« 

n (*,) “ + “« - » *1 + 1 ««*» + “» - s “S "«f 

si* 
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Mit Benutzung dieser Beziehung geht die 31. (46) in die folgende über: 

(50) (j>- l)!^(a;) = (xr— «,)»»• ^ • x»"-* + • • • + y,_i(.e;)y 

und sodann, wenn man auf der rechten Seite (vermittelst der Identität 
e=‘e,.+(.e — 0 ,)) alles nach Potenzen von (js — entwickelt und ordnet: 

(P- l)!^(^c) 

= 9pie,) ■ - »y + 9p+i (*.) • (« - + • • • + SPrK) • («-«.)’■ 

Bl ) = <9»/, W • • • • + <9>r(«r) • 

(wo <Pp{e^, 9>p+i(x!,), . . y,(x»,) wieder ganze rationale Funktionen von 
0 ^ mit gamzdhligen Koeffizienten. 

Vergleicht man wiederum die letzte Entwickelung mit der Ta^Jorscheu : 

r 

(P - l)!^(a:) -2 ■ • (« - x,y, 

so ergibt sich: 

Für = 1, 2, . . p — 1: — 0 

d. h.: 

gy\x,) -p . a'9>p(«.) 

^p+i)(a:,) =-p(p + 1) . 

p<'-)(a:,) - p(p + 1) . . . r • «; tp^z,) 

und hieraus durch Addition: 

r 

(52) Gix,) -p . ®(0, 

1 

wo: 

(53) ®(«,) = aPg),(<r,) + (p + 1)«; + » y,^,(xr,) + . . .+(p + 1) (p + 2) . . .r<g),(0 

eine ganze rationale Funktion Yon 0 ^ mit ganzzahligen Koeffizienten. 

Substituiert man in Gl. (52) v =» 1, 2, . . ., w, so ergibt sich durch 
nochmalige Addition: 

(54) ^ G (*,) - p ® («,) . 

1 1 
n 

Dabei ist eine zymmebrisd^ ganze Funktion mit ganzzoMi- 

1 

gen Koeffizienten von z^^ z^^ . . z^^ d. h. von den Wurzeln der Glei- 
chung F^{z) » 0 ^Gl. (48)) und da diese 1 als höchsten Koeffizienten hat 
(s. Gl. (47)); eine ganze Funktion der Koeffizienten von (z) wieder mit 
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gameakUgm Eoefifizienten (vgl. den letzten Satz von § 25, S. 208), eomit 

1 » 

selbst eine ganze Zalüj mithin MuUiplum von p. Daraus 

1 

folgt schliefilich in Verbindung mit dem Ergebnis betreffs (1 + 2^) - 6r(0) 
(s. hinter Gl. (44)), daß der erste Teil der linken Seite von 61. (41) als 
Summe einer durch p nickt teilbaren Zahl und eines Multiplums von p 
sicher eine von Null verschiedene ganze Zahl ist. 

Zur Abschätzung des zweiten Teils der linken Seite von Gl. (41) 
findet man zunächst mit Benutzung der Abschätzungsformel (20): 

n 

1 

also, wenn | | ^ p (v = 1, 2, . . ., n), um so mehr: 

n 

(55) 

1 

Da andererseits: 

n 

(p — 1)! g{x) = • {F{x)y — j((» + l)p-l , xP-^Jjrjj (x — X^y, 

1 

so folgt: 

(p - 1)1 9[q] £ (2a,p)». (2»<+i(»»+i)i-"^ 

und daher: 

n 

(56) |2Ä(a:J 

1 

also, da der letzte Faktor das p** Glied der konrergenten Reihe fhr 
g**it;+if"+i bildet^ bei hinlänglicher YergrSßening von p hdiebig Mein. 

Damit ist aber die UnmogUeKkeU von 61. (41) bzw. (40), also die 
Transeendene von « vollständig bewiesen. 

§ 64. Dantellnng Ton sin nx, eos stx bzw. sin o;, cos a; und Ton 
1 durch unendliche Produkte. 

1. Eine ganze Funktion n*™ Grades mit n vorgeschriebenen Ntdlr 
stellen läßt sich durch ein Produkt von n Linearfaktoren darstellen und 
ist rermöge dieser Darstellungsform bis auf einen konstanten Faktor ein- 
deutig bestimmt (vgl. § 22, Nr. 6, S. 194). Nachdem wir jetzt in cos«, 
sin X ganze transzendente Funktionen mit unendlich viden Ntdlstdlen 
kennen gelernt haben, liegt die Frage nahe, inwieweit jenes Ergebnis auf 
Funktionen dieser Gattung flbertragbar sein könnte. Dabei wäre Tor allem 
festznstellen: Gibt es überhaupt stets eine ganze transzendente Funktion 
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mit einer unendlichen Menge vorgeschriebener NuMstetten (die dann eo 
ipso nur die einzige Häufungsstelle cx> besitzen dürfen^) und demgemäß 
abzahlbar sein müssen^ wie sofort ersichtlich wird, wenn man sich die 
betreffenden Punkte nach der Große ihrer absoluten Beträge geordnet 
denkt)? Wir werden späterhin (s. § 77) zeigen, daß diese Frage ohne 
jede Einschränkung zu bejahen ist. Für den zunächst vorliegenden Zweck 
können wir indessen die gleiche Entscheidung einem bereits in § 85, 
Nr. 2 (S. 648) bewiesenen Satze entnehmen. Danach ist unter Voraus- 
setzung der Konvergenz von^ja^l das unendliche Produkt: 

ao 

2(«) ^ PI (1 + «.a-) 

0 

für jeden endlichen Wert von x absolut und unbedingt konvergent^) und 
kann in eine in gleichem Umfange, also beständig konvergierende Potenz- 
reihe umgeformt werden, stellt somit eine ganze transzendente Funktion 
vor. Nimmt man etwa die als durchweg voneinander verschieden an 
und setzt das obige Produkt in die Form : 

00 

(1) 2(a:) - (1 + «„*) PI (1 + o,*) , 

0 

wo m eiue beliebige natürliche Zahl bedeutet und der Akzent bei dem 
Produktzeichen anzeigen soll, daß der Faktor (1 a^x) nunmehr auszu- 
scheiden hat, so erkennt man, daß dieses Produkt an der Stelle ^ 

f 1 $ a 

einen von NuU verschiedenen Wert besitzt, daß also die betreffende ganze 

transzendente Funktion die einfache Nullstelle — — und somit Schließ- 

ern 

lieh die Gesamtmenge ^ (v — 0, 1, 2, . . .) zu einfachen Nullstellen hat. 

Das Produkt S^(x) muß als ganze transzendente Funktion Deri vierte 
jeder Ordnung besitzen. Wir wollen mit Rücksicht auf eine demnächst 
zu machende Anwendung zeigen, daß insbesondere die erste Deri vierte 
des unendlichen Produkts ^(x) in ganz analoger Weise dargestellt wer- 
den kann, wie diejenige eines endlichen Produktes von der Form: 

n 

(2) ^^ix)^PI{l + a,x), 

0 

fQr das nach der § 43, Nr. 3, Ql. (16) (S. 327) gegebenen Regel die Be- 

1) Jede sonstige Häufungsstelle von Nullstellen wäre ja eine weitere wesent- 
lich singuläre Stelle. 

2} Vgl insbesondere a. a. 0. Fußnote 1. 
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Ziehung besteht; 

( 3 ) 




n 



«» 

i + a^x ^ 


mit dem Zusätze, daß diese Schreibweise nur korrekt ist, solange keiner 
der Nenner den Wert 0 hat, also a? + ( 1 / -« 0, 1, . . n) ist. Im 

Falle a: — — verschwinden gleichzeitig mit aUe Glieder, deren 

^tn 

Index V von m verschieden ist, während das einzig übrigbleibende ^ in 

■der Schreibweise: - fttr a: — sinnlos werdende Glied so abzu- 

1 + «„X a„ 

ändern ist, daß vermöge des in ^J{x) enthaltenen Faktors (1 -|- 0 .,^) 3or 

Nenner vor der Substitution von x ^ durch Division fortgeschaSt 

wird. Danach hat man: 


(»•) 




wo wiederum der Akzent bei dem Produktzeichen den Ausschluß des 
Indexwertes i; <— m andeuten soll. 

Um die analoge Darstellung für ^\x) zu gewinnen, gehen wir davon 
aus, daß ^\x) als Koeffizient der ersten Potenz von h in der Entwick- 
lung von S.(x + h) nach Potenzen von h definiert isi Man hat zunächst: 

m 

(4) 2(® + A) -JTd + 

0 

Andererseits ist infolge der vorausgesetzten Konvergenz von a, | 
auch das Produkt 77(1 + \a^x\ + |a,h|) konvergent und die daraus hervor- 
gehende Reihe nach Potenzen von (|^| + |A|) läßt sich, da sie aus lau- 
ter positiven Elementen besteht, auch nach Potenzen von |h| ordnen. 
Infolgedessen läßt sich aber auch S^(x + h) in eine (absolut) konver- 
gierende Reihe nach Potenzen von h umformen, und zwar ergibt sich durch 
Ausführung der angedeuteten Multiplikation als Koeffizient von h eine 
unendliche Reihe von Gliedern, deren jedes aus einem Faktor und 
dem Produkt aller möglichen Faktoren von der Form (1 -f a^x) mit Aus- 
schluß von (1 + a^x) besteht und daher — abgesehen von dem oben 
gemachten, auf den Fall 1 + a^x — 0 bezüglichen Vorbehalt — in die 

Form: gesetzt werden kann. Somit ergibt sich, abgesehen von 

den Werten a; — — ^ (v — 0, 1,2,...): 

( 6 ) 
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in YoUstandiger Analogie mit Gl. (3). Für a; = — — nimmt diese Be- 
Ziehung die Form an: 

00 

(5a) ^ == *“ a") (-Ä-kzent bedeutet: excl. v ** m) . 

2. Auf die Nullstellen der Funktion Binnx, nämlich: 


^ = v (i, 0, ± 1, ± 2, . . .) 

sind die Ergebnisse der vorigen Nummer in der vorliegenden Form noch 
nicht ohne weiteres anwendbar, da ja die Reihen ~ und ^ di“ 
pergieren und demgemäß auch die beiden unendlichen Produkte ^1 + 

J[ j[ ^ bei positivem x das erste nach + oo, das zweite nach 0)^). 
Faßt man aber die Faktoren ^1 ± ^ paarweise zusammen^) und setzt: 


( 6 ) 


«w -H 1(1 + 7 ) (1 - 7 )) -]7(i - S}’ 


•o zeigt die zweite Schreibweise, daß dieses Produkt, infolge der Eon- 
Tergenz von ^ ~ , von dem in Nr. 1 betrachteten Typus sich nur da- 
durch unterscheidet, daß an Stelle von x steht: es stellt also eine ganze 
transzendente Funktion von somit eine gerade Funktion dieser Gattung 
von X dar, mit den einfachen Nullstellen x* = v* (d b. a: ± 1, ±2^ 

±3,...). 


1) Vgl. I„ § 82, Nr. 1 (S. 627). 

2) Die Konvergenz des aus Faktoren von der Form und ^ ^ 

zusammengeBetzten Produkts hängt infolge der Divergenz seiner beiden Bestand- 
teile 

1 1 

wesentlich von der Anordnung der beiden Faktorengattungen und 

ab, sie ist bei Zulassung beliebiger Anordnung nur eine bedingte^ wie bereits in 
fg» § Nr- 1 (S. 660) hervorgehoben wurde. Es wird später gezeigt werden, wie- 
man ein solches bedingt konvergierendes Produkt durch Hinzufügung gewisser £x- 
ponentialfaktoien (also ohne an den vorhandenen Nullstellen etwas zu ändern) in 
ein unbedingt konvergentes umwandeln kann. Für den zunächst vorliegenden 
Zweck ist diese Kenntnis jedoch nicht erforderlich, da hier schon die paarweise 
Zusammenfassung der Faktoren, wie die zweite in Gl. (6) angegebene Schreibweise 
zeigt, genü^, um dessen unbedingte Konvergenz zu sichern und die in Nr. 1 ge^ 
fondenen Ergebnisse darauf übertragen zu können 
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Bildet man jetzt den Quotienten und beachtet, daß sin nx in 

der Umgebung von in der Form: in der Umgebung jeder 

Stelle a; “ ± 1 / (i; =» 1, 2, 3, . . .) in der Form: 

(x^v)- $(« q: v) = (l :F I) . (T r • ^(a; T v)) 

darstellbar ist, so erkennt man, daß dieser Quotient in jedem endlichen 
Bereiche sich regulär verhält und durchweg von Null verschieden ist, er 
muß also (im äußersten Falle) eine ganze transzendente Funktion ohne 
Nullstellen sein (die sich eventuell auch auf eine Konstante reduzieren 
kann), also nach § 58, Nr. 5 (S. 441) bzw. § 59, S. 444, Fußnote 1) von 
der Form: C • wo C eine Konstante und g{x) eine ganze (rationale 
oder transzendente) Funktion ohne konstantes Glied bedeutet. Hiernach 
ergibt sich: 

(7) sin nx-=^ C • • x • n{x ) . 


3. Um die noch unbekannte Funktion g{x) zu bestimmen, bilden 
wir von beiden Seiten der GL (7) die Deri vierte. Man findet mit Be- 
nutzung der in § 43 angegebenen Regeln (s. insbesondere S. 328, Gl. (27) 
nebst Fußnote 1) und S. 327, GL (16)): 


% • cosnx ^ G • X -n^x) 1 


n'{x) \ 
n{x) I 


und, wenn man diese Gleichung durch GL (7) dividiert: 




üt 


cos nx f/\, 1 , HUx) 

JI(¥) 


Um zur Herstellung von n\x) die Formel (5) an wenden zu können, 
ersetzen wir in der zweiten Form der Definitionsgleichung (6) x* durch 
y, so daß mit Hilfe der soeben schon angeführten Derivationsregel 
(GL (27), S. 328) und der Formel (5) sich ergibt: 


(8a) 


00 00 



also aus GL (8) die folgende Beziehung hervorgeht: 


( 9 ) 


ff\x) = je 


coBnx 


1 

X 


-2^ 


2x 
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Wir bilden hieraus auch noch Da die rechts auftretende Reihe 

in jedem beliebig großen endlichen Bereich^ abgesehen Yon den Stellen 
±:V, gleichmäßig konvergiert (vgl. § 29, das Beispiel am Schluß von 
Nr. 3, S. 240), so kann ihre Derivierte (nach § 49, 61. (2), S. 373) durch 
gliedweises Derivieren gewonnen werden, wobei es zweckmäßig ist, sie 

m 

zuvor in die ¥orm:^} (~^ — | \ — ) zu setzen. Man findet sodann: 

\x — V x~\-v/ 


g'\x) — ■ 


- sin^nx — cos 


— + +2 ■ 


Da die betreffende Reihe, wegen lim 


r, = 1 noch absolut kon- 


{x^vY 

vergent bleibt, wenn man die beiden Bestandteile der Eiammergröße ein- 
zeln als Reihenglieder auffaßt, so kann man mit Benutzung der Identität: 

oe —00 

"Tji und indem man die beiden Teilreihen mit Hin- 
zunahme des Gliedes ^ in der üblichen Schreibweise (vgl. I,, § 44, Nr. 7, 

S. 303) zu einer einzigen zusammenfaßt, der letzten Gleichung die Form 
geben: 

( 10 ) 

Man hat nun: 

+ 00 + 00 + 0 » 

Binn(x+ 1) - - 

— 00 — 00 — 00 

und daher: 

(11) g''(x+l)~g''ix), 


d. h. g"(x) ist periodisch^ hat die Periode 1. Hieraus folgt, daß diese 
Funktion ihren gesamten Wertvorrat schon annehmen muß, wenn x nur 
alle Stellen eines Periodenstreifens durchläuft, etwa denjenigen, welcher 
bestimmt wird durch die Bedingungen: 


( 12 ) 




( 0^g<l 

' 1 — OO ^ »; ^ + oo . 


Insbesondere müßte sie, falls sie absolnt genommen überhaupt he- 
lidng große Werte annimmt, solche Werte schon innerhalb des durch 
die Ungleichungen (12) charakterisierten Periodenstreifens annehmen, und 
zwar könnte sie als garux Funktion von x nur gleiduieiHg mit \x also, 
wegen 0 ^ | < 1, nur gleichzeitig mit [ij] über alle Grenzen wachsen. 



Nr. 3 


§64. Das uoendliclie Produkt für bin^ro*. 


491 


Man hat nun aber: 


8in;t(| + Tji) 


2i 


2i 


mithin ganz unabhängig von der Wahl des 

|sin5r(g + 7ji)l ^ 

und daher für jedes 




also schließlich gleichmäßig für alle | insbesondere für diejenigen des In- 
teryalls [0, 1]: 


(13) 

Ferner ist 


lim 


0 . 


»; -> ± «® * (4 4“ ^ 

+» +» 

1 (S + ^» — *")* I — 1 1 — ! ** 2 — 5)* 4- 

— «0 —00 —00 

mithin, wenn 0 ^ ^ 1 von vornherein !iy| > 0 angenommen wird: 

+ 00 00 00 00 

-« 11 0 


w + 1 


Der letzte Teil kann durch Wahl von m, der erste sodann durch Wahl 
von ly beliebig Mein gemacht werden, und somit wird: 


(14) 


+«> 

lim ^ 7tT~^* = ^7 

»;->±oo^ ( 64 -»]» — V)* ^ 


wiederum gleichmäßig für aUe ( des Intervalls [0, 1]. Mit Benutzung der 
Gleichungen (13) und (14) liefert dann GL (10) in dem bezeichneten Um- 
fang die oben angekündigte Beziehung: 

(15) lim </"(! + ,,»)-0, 

aus welcher auf Grund des zuvor Gesagten hervorgeht, daß g\x) he- 
schränkt sein, also nach dem in § 52 Nr. 3 (S. 392) bewiesenen Satze 
sich auf eine Konstante reduzieren muß^), die aber mit Rücksicht auf 

1) Die hier benutzte Sohlußweise läßt sich offenbar in den folgenden Satz 
zusammenfassen: Eine eindeutige periodische, innerhalb eines einzigen Perioden- 
Streifens beschränkt bleibende Funktion reduziert sich auf eine Konstante. 
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OL. (15) nur die Null sein kann. Man findet somit: 

(16) = 

woraus dann weiter folgte daß auch g\x) eine Konstante sein muß^ etwa; 


(17) 9\x)^c. 

Nun ergibt sich aber aus 01. (9): 


jf ( x)— Ä • + “ ^ (*)> 


abo mit Benutzung von 61. (17) (wegen: g' {— x) = g'{x) = c): 

c = — c d. h. c = 0, 

g'(x) = 0. 


und daher: 
(18) 


Danach muß schließlich auch g(x) eine Konstante sein, und zwar, da 
g{pc) kein konstantes Olied enthalten sollte: 


(19) 


g{x) = g((S) ^ 0 . 


Infolgedessen nimmt jetzt die in 01. (7) gegebene Produktentwick* 
lung für sin^ro; die folgende Form an: 

siUTCX ^ C • X ' n{x) = C • ~ ’ 

T 

Schreibt man, um noch die Konstante C zu bestimmen, diese Oleichung 
folgendermaßen : 

1 

so ergibt sich, indem man »» 0 setzt: 

C =*= Ä, 

und man findet somit als Endergebnis die folgende Produktentwickelung; 


( 20 ) 


sin nx^ nx • JTJ^ ^1 — 


oder auch, wenn man nx durch x, also x durch — ersetzt : 


( 21 ) 
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Substituiert man hier noch ~ für x und benutzt die Beziehung: 


. xi c * — 1 — e® 

ü ^ 

0-* 


BO geht aus der Gleichung (21) nach Multiplikation mit 2ie^) noch 
die folgende hervor: 

( 22 ) + 

1 

4. Analoge Betrachtungen^ wie die zuvor angestellten würden zur 
Produktentwicklung von cosnx führen. Man kann indessen dieses Ziel 
mit Benutzung der für sin tcx gefundenen Entwicklung sehr viel kürzer 
in folgender Weise erreichen. Man hat: 

00 

cos jcx • sin 7CX ^ ^ sin 2jtx = TtxJTJj^ ^1 — , 

1 

also^ wenn man das unendliche Produkt in awei solche (gleichfalls be- 
ständig und unbedingt konvergierende) zerlegt^ von denen das eine alle 
Faktoren mit geradem^ das andere alle mit ungeradem Index v enthält: 

C08*a! . >1’.) • JJ(l - (8^.) 


= sm nx 


JT(' 


und daher: 


m 


4a;« 

(2V+1)* 


(2»' + l)* 


in Übereinstimmung mit der Tatsache, daS eosax die einfachen Null- 
steilen a “ ± 2, . . .) besitzt. Ersetzt man wieder arx 

durch X, so folgt weiter: 




und hieraus durch Substitution von y statt x mit Benutzung der Be- 
ziehung: 

X X 

xi e * + 
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na^h Multiplikation mit 2e^: 

(2o) c* + 1 = 2c* (l + ^ 2 v + i)^ 7 t*) ■ 


§ 65. Das Wallissehe Produkt uud die Leibnizsche Reihe zur 
Darstellung toii :rr. — Die Stirlingsche Formel für n!. 


1. Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen setzen uns in den 
Stand, die Zahl x nunmehr auch durch Grenzwerte rationaler Zahlenfolgen 
darzustellen. 

Gibt man zunächst in der Produktentwicklung für sin %x (Gl (20) 
des vorigen Paragraphen) x den Wert so folgt; 


. «TT/i M 5 r 7-7(2*' -l) - (21^ + 1) 


und daher: 


(1) 


2v • 2v 


(2v — 1) (2i; + l) 


2 2 4 ^ 

1 * "3 ' 3 ‘ 6^ 


2v 

2 p — 1 


2v 


iv + 1 




eine Beziehung, welche nach ihrem Entdecker als die Wallissche Formel 
bezeichnet wird. 

Eine Produktentwicklung für y von ähnlicher Einfachheit ergibt 
sich aus der nämlichen Produktdarstellung von sin:7rx durch die Substi- 
tution X = \ y wenn man noch beachtet, daß: 

sin = cos(y - = cos * = ]/ 1 -sin*^- - | ^2. 


Danach Avird zunächst: 



1 


1 \ f-T (4i;- l).(4y+ 1 ) 

16 vv 4 J X 4v 4v 


also: 



4tv • 4v 

(4*-— i)(4»--i-r) 


^ ft ß 7 a 


4 V 

4 jr — 1 


} 


4v 


1) Genau genommen hätte man zunächst zu setzen: 


.1) 


1 2v 2v \ 

U ai 

U 6/ 

\8* — 1 ■ 2»>4-l/ 


. 2 V 2 V 

Da aber : lim ^ == lim — — » 1, so darf man die Klammern weelasBen. 

• i-voc2v— 1 
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§ 65. Tra2/Ä8Bche8 Produkt und X«»5mrBche Reihe 
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Die Vergleichung der beiden Formeln (1) und (2) gibt beiläufig bemerkt 
eine der TFaSi^schen Formel verwandte, merkwürdige Produktdarsteliung 
von y2. Trennt man nämlich in dem unendlichen Produkte (1) die 
Faktoren mit geradem Index von denjenigen mit ungeradem Index 
(was infolge der unbedingten Konvergenz des Gesamtproduktes gestattet 
ist), so wird: 

00 oo 

n ___ |~~¥' (4y — 2)(4y — 2) J~T _ 4» 4v 

2 ^ (4v — 8)(4v — 1) 1± (4v — 1) (4y 1) 

1 1 

und daher mit Benutzung von Gl. (2): 


(3) 



(4y — 2)(4«» — 2 ) 
(,4 j/ — 3)(4»> — 1) 


2 2 6 6 

£ 8 ' ’6 ’ 7 


4 V — 2 4 V — 2 

4 V — 3 4v — 1 ^ 


wie sich übrigens auch aus dem Kosinusprodukte durch die Substitution 
X * ergeben würde. 

2. Um auch eine i^ei/^enentwicklung für n: zu gewinnen, gehen wir 
auf die Gleichung (9) des vorigen Paragraphen zurück, welche infolge 
des Ergebnisses g'(x) = 0 (s. GL (18)) jetzt in die Form gesetzt werden 
kann: 


(4) 


n-connx 1 2x 

Binnx X v* — x* 

1 


X \v X V X] 


Setzt 

man hier wieder x 

__ 1 

4 

, SO ergibt sich: 



4 - 

_ - * ) 

\4 V — 1 4 r + 1/ 

1 


= 


_ l + A _ » . 1 ) 

3 “ 6 7^3 /' 

also: 




(5) 


ly. 

1 2 ^ 

2» + 1 “ ^ ^ (4i» 4- 1) (4»» + 8) 


0 0 


Diese in der ersten Form (als sogenannte Leibniz^ch^ Reihe) nur bedingt y 
in der zweiten dagegen unbedingt konvergierende Reihe ist freilich wegen 
ihrer verhältnismäßig langsamen Konvergenz (wie übrigens auch die unter 
(1) und (2) mitgeteilten Produktentwicklungen) zur wirklichen Berech- 
nung von 7C mit einigermaßen ausreichender Genauigkeit äußerst unge- 
eignet. Immerhin ist durch die Formeln (1) und (5) die prinzipiell 
wichtige Aufgabe, die Zahl x als Grenzwert rationaler Zahlenfolgen dar- 
zustellen, nicht nur in theoretisch befriedigender Weise gelöst, sondern 
die Reihe (5) läßt sich mit Hilfe elementarer Transformationsmethoden 
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leicht in sehr vid raschey konvergierende und zur Berechnung von n 
praktisch brauchbare umformen (vgl. I,, § 61, S. 443 und insbesondere 
8. 449, wo eine Reihe angegeben wird, die schon durch Summation von 
4 Gliedern n auf 4 Dezimalstellen genau liefert). Im übrigen liefert die 
Analysis noch mannigfache andere, zum Teil noch wesentlich vorteil- 
haftere Berechnungsformeln. Man findet: 

(6) n - 3,1415926535 . . . 


3. Schreibt man die TTaZZi^sche Formel (1) folgendermaßen: 


so folgt: 

(7) 


2 lim - 
«-*•00 I 


2* 4* --(2n)» 


3«. ..(2 


2*“-(n!)*\* 


1 

w — 1)* “j“ t 

« 1 
2n 




o I i 
n -Voo 2 71 ^ 


lim 

n->-oc 






lim 2*" . n * 

W->00 


(n!)« 
(2n)! ‘ 


Wir knüpfen an diese Beziehung die Herleitung der sogenannten 
StirlingsQh&R Formel, die zur näherungsweisen Berechnung von n! bei 
verhältnismäßig großen Werten von n dienlich ist bzw. einen infinitären 
Ausdruck für nl liefert. Man hat identisch: 


und daher: 

( 8 ) 






©■(i) ■■■(“-?) 




Sn + l 


n — 1 




Um das rechtsstehende Produkt umzuformen, gehen wir von der Iden- 
tität aus: 


(9) 


-j— „ ^ _ /i i—) (i + -i— r' 

»-fl 2»+l 2»-f2 \ 2»-fl/\ ^2»-fl/ 


und benutzen sodann die für | x | < 1 geltenden Beziehungen: 

‘ (-!)'• j 

(10) 1— a: = c‘ ,l + a: = e^ , 

deren erste aus: 



^Nr.i. 


§ 66. Die SHrlingsehe Nähernngsformel für n! 
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nach § 58, Nr. 4 (s. Gl. (10) und (15)^), S. 440) hervorgeht, worauf die 
jsweite durch Substitution von — an Stelle von x sich ergibt. Man findet 
hieraus: 

(1 — a;)(l + a;)“^ = e ^ 

— C ^ 

«ind daher durch Anwendung auf Gl. (9): 

, -sAri-JiiVr (ftVt)”) 

*+ 1 “® • » 

4dso durch Erhebung in die (v + -5-)te Potenz: 

. , -(1+^1-, Vi (r^D 

V + 1 ) ® ’ 

«ind schließlich für das in Gl. (8) anftretende Produkt: 


J C-L-V" 

+ 1 \2v+iJ 


Es läßt sich zeigen, daß für n -> oo in eine konvergierende iterierte 
fieihe übergeht, also für n ->00 einen endlichen Grenzwert besitzt. Man 
hat zunächst für jedes p » 1, 2, 3, . . .: 

J.S5iTf(--TTr-“S2(i^r. 


<wo 0 < a < y. Dabei ist: 

2 ( 27 + 1 ) ”(27+ 


l 

1)* — 1 4v(y 4" 0 ^ V*' V + 1/ 


1) Danach würde sich annftchst ergeben: 

1 — iC*e ^ 


Die Snbstitation x^O liefert alsdann; 


0 — 1 . 


IPringalaeim, VorlMimgen II, 1. 
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und daher für p — »• oo: 



Hiernach kann man setzen: 


1 / _1_\“ Q 

sx + i'Väi'+i/ ’ 


wo S eine hestimmte positive Zahl Toratelli*) Die Ungleichung (13) 
nimmt alsdann die Form an: 


so daß also: 

(15) 

Andererseits ist offenbar: 

(16) 




S.>S- 


(16) S,<8, 

da die aus lauter positiven Gliedern bestehende Summe mit n monoton 
zunimmt. Auf Grund der Ungleichungen (15) und (16) kann man also 


setzen: 


S -S 


wo eine von n abhängige, zwischen 0 und 1 liegende Zahl bedeutet. 
Führt man diesen Ausdruck (17) in die Gleichung (11) ein, so wird: 

1 

wo C“ e‘-* eine von n unabhängige Konstante bedeutet, und es geht 
somit Gl. (8) in die folgende über: 


»+4 


(19) n\ — C‘n * • e **» (0 < «•,< 1) . 

Die aus der TFdKtsschen Formel abgeleitete Bcuüehung (7) kann 
nun dazu dienen, um die ursprünglich in der Form gefundene Kon- 
stante C anderweitig zu bestimmen. Erhebt man Gl. (19) ins Quadrat, 
so folgt: 

(«!)*- 

Andererseits findet man ans Gl. (19) durch Substitution von 2n für n: 
/o M n *" + i -»« + ä - 

(2n)! — (7 • 2 * • » * • c 


1) Vgl. die Fußnote 1 auf der folgenden Seite. 
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§ 65. Die StirlingBche NähenwgBformel für n! 
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und daher: 


(”0* ^ P g"*"“'* . 
(2n)! 


n*- c 


Durch Einführung dieses Ausdrucks in Gl. (7) ergibt sich also: 


1/« = liinO-2 '» c“ 


•(4 »»-»*,) 


V*’ 


d. h. _ 

(20) C' = V2srO- 

Durch Einsetzen dieses Wertes in Gl. (19) gewinnt man schließlich die 
oben als Stirlingache Formel angekfindigte Beziehung: 

(21) n!=/23r n"‘"*-e"“'^‘^ (0 <#,<!). 

Man hat hiernach für n -► c» : 

(22) 1 .2-3-- Mr^y^-rt"‘*^* •«“"*) 


1) Daraus ergibt sich: 


also: 




Ä— 1 — ilg2*. 
2) Hieraus folgt mit Berücksichtigung von: 


daß: 


Jim^f^(2jrn)4^ « 1 , 


(Bezüglich der Bedeutung des Zeichens ^ vgl. § 87, Gl. (41), S. 287.) Obrigens 
läßt sich diese für manche Zwecke nützliche Formel auch merklich kürzer her- 
leiten. Man hat zunächst: 


also: 

( 1 ) 

Andererseits ist: 


n\ > 


also: 

Vä) 




m! 

1* • 8*-»*--(w— 

-arcr- 

""■■5r4r' 


32 * 
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und ^wegen: 1 • 3 • 5 • • • (2w — 1) = = 

(23) 1 . 3 • 5 • • • (2« - 1) ^>^1/2 . (2n)« • c'». 


* 

§ 66. Zusannnonhang dor Beihensmnineii 5(Tr -"0 

1 

QO ^ 

*^mit Ä**'. — Die Bernonllischen Zahlen. 

1 

1. Entwickelt man das unendliche Produkt der Formel: 


Bin nx 
nx 


in eine Reihe nach Potenzen von x\ so ergibt sich durch Vergleichung 
des Koeffizienten yon mit demjenigen der Reihenentwicklung: 


sin ff fl; .. ff*fl;* ff*flr* 

1 — ij- + * 


die Beziehung: 

(1) 


fffl? 




Analoge Beziehungen für Reihensummen von der allgemeinen Form 
«• 

^ sind auf diesem Wege offenbar nicht zu gewinnen, da ja bei 
1 

der Umformung des obigen Produktes in eine Reihe unendliche Reihen 
Ton Komlnnationen l ter Klasse der Zahlen {y » 1, 2, 3, . . .) als Koeffi- 
zienten der Potenzen x^^ erscheinen. Das gelingt hingegen, wenn wir 
von der durch Derivation aus der Produktentwicklung von Bmicx her- 
vorgehenden, im vorigen Paragraphen bereits als 61. (4) (S. 495) be- 
nutzten Beziehung ausgehen: 


( 2 ) 


COSffflg 
Bin ff X 


_ J. _ 1 5! ± (l _ 2 V , 

«flj n — X* nx\ 4 ^ — «V ^ 


^wegen: + vgl. Ij, § M, üngL (10), 8. 1»»^. Aus (1) und (2) folgt 

weiter: 

und daher für n-^'Oo, wie oben: 
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welche durch Substitution von x an Stelle von nx in die folgende übergeht: 


(3) 


Bina; x \ v*«* — a;*/ 

1 


Unterwirft man x der Bedingung \x\ <, st, so hat man: 


^ x^ ^ X* x*^ 

v*5r* — ÄJ* 





Da es auf Grund der absoluten Konvergenz dieser Reihe und des Gauchy- 
sehen Doppelreihensatzes freisteht, die Reihe durch Vertauschung der 
Summationsfolge nach Potenzen von x za ordnen, so wird: 


1 11 1 
wenn gesetzt wird: 

00 

(5) (Jfc = 2,3,4,...). 

1 

Durch Einsetzen dieser Entwicklung in Gl. (3) ergibt sich also: 

<«) Ei 


und hieraus würde durch Multiplikation mit sino: und Einführung der 


Potenzreihen für coso?, die Beziehung: 


m J <- ly ■ sf^Di) (i - 2^ (- *>*• Äi 


und nach Ausführung der Multiplikation durch Vergleichung der Koeffi- 
zienten von x^^ eine Rekursionsformel für hervorgehen. Es erweist 
sich indessen mit Rücksicht auf andere, mit der vorliegenden zusammen- 
hängende Entwicklungen als zweckmäBig, die Ausführung der Rechnung 
noch folgendermaßen umzugestalten. Wir ersetzen in Gl. (6) x durch y , 
so daß also: 


(8) 


Sin - 


i(‘- 


2 

1 




•Ä 




und führen an Stelle der Zahlen ein durch die Beziehung: 

(9) =.J_j5 also: 5,, 

^ ^ ( 21)1 ( 21)1 
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Durch Einführung dieser als Bernoullische Zahlen bezeichneten, in zahl- 
reichen analytischen Entwicklungen yorkommenden Zahlen jB; nimmt 
61. (8) die Form an: 


( 10 ) 


cos 


. X 

sin- 




und, wenn man diese Gleichung mit der folgenden: 

1 


X . X 

cosysin- 


sin:r 


multipliziert: 

Substituiert man für cos* y ( = y (1 + cos x)j und -y- die entsprechen- 
den Potenzreihen, so ergibt sich nach Vertauschung der beiden Glei- 
chungsseiten: 

(12) (l + J (- -i? fälji B..”) 


-l + jJ-C-l)' 


( 21 )! 


und hieraus durch Multiplikation der beiden links stehenden Reihen nach 
der Cdmchyachen Regel und Vergleichung der Koeffizienten von die 
Rekursionsformel : 

■“ (21)! 8 r (21 — 2)! ~ 6! (21 — 4)! •®1-* ^ 

■ (21—1)12! ■ (21^ 1)! ■“ M^:^! ’ 

welche durch Multiplikation mit — (2>l -f- 1)! und Transposition des letz- 
ten Gliedes der linken Seite auf die rechte die Form annimmt: 


(13) (21 -h 1\B, - (21 1),R,_, + (21 + - • • • 

+ (- l)^->(2i + 1)„_, B, - (- 1)^-‘ . • 

2. Diese Rekursionsformel läßt sofort erkennen, daß die rationale 
Zahlen sind; daß sie andererseits durchweg positiv sind, zeigen schon die 
Gleichungen (9), aus denen jetzt zugleich hervorgeht, daß 8^^ (wie schon 
oben für il — 1 erkannt wurde; s. Gl. (1)) für jedes positive ganzzahlige 
A ^ 1 ein rationales Mtdüplum von 


1) £■ verdient hervorgeboben zu werden, daß für die Summen Sfx^i 1) 
ähnliche Beziehungen zu n oder zu irgendeiner anderen festen Zahl bisher nicht 
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Man findet z. B. aus der Rekarsionsformel (13) itlr A — 1, 2, 3, 4: 
3 .B 1 -• y also: Bj — i 


(13«) 


o _ 

* 94Ö0 ’ 


5B, - lOB, I 

7B;-35B, + 21B, -I 

- 84B, -f 126.^ - 36 B^ | 

und daher mit Benutzung von (9): 

(14) 5.-?, S.-g, 

Beachtet man noch, daß (ffir x ^ 3): 

( 27 ^) + + F • » 

wenn gesetzt wird: 

(15) 

80 folgt: 

(16) 

and daher: 

(16a) 




B. 


usf. 


1 

80 


(*-2,3,4,...), 


2-1 „ 

2 * ■"* 


jr* 

8 ' ** 


26’ 


260’ 


17»» 

®* ~ 161280 


, usf. 


3. Wie die Anfangswerte der BemotiKwchen Zahlen B^ (s. GL (13 a)) 
zeigen, findet bis B, ein Abnehme» statt, wahrend B, ist Als weitere 
Werte findet man: 

^ 601 7 

66 ’ 




B. 


9780’ 




6 


usf.. 


sie sind also eundmend. Daß aber die Zunahme nunmehr eine beständige 
bleibt, läßt sich leicht aus Gl. (9) erschließen. Danach hat man: 


(17) B, 


(*«1 o - 1 .... _ (i + l)(21 + l) ^i+* 

gTl— «“SO- 2 », “ 2»» • 


Nun ist für x ^ 2: 

s.-l + j i + •••« + + -)- ‘ + 

andererseits : 

^.>1 ^) 


bekauDt sind. Man hat noch nMt einmal feititellen können, ob sie rationale oder 
irrationale Zahlen sind. 

1) Aus diesen beiden Ungleichungen für Sy folgt: 

lim Sy ■■ 1. 
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und daKer^ wenn man die. erste dieser Ungleichungen mi 4ie zweite- 


auf 5^22 +1 anwendet: 






Da ferner (vgl. § 65, Gl. (6), S. 496): 

Ä*< (3,15)» < 10. 

so folgt aus der zweiten dör 61. (17), daß: 


(19) 


2A-2 


(2a + i)(x + i) 

^ 20 


+ 1 


und daher schon für A ^ 3 : 


+ i ^28 16 

^ 20 ‘ 17 


112 

85 


> 1 . 


Im übrigen zeigt die Ungl. (19), daß die mit wachsendem k außer- 
ordentlich schnell wachsen und daß lim + oo. Um einen Begriff 

X -^00 

von der rapiden Zunahme zu geben, möge angeführt werden, daß schon: 

B.. = - - und daß •®81 im Nenner gleichfaUs die 6, im Zähler aber 

bereits eine 38stellige Zahl enthält. 

Will man zu der unteren Schranke (19) für das Zunahmeverhältnis 


-'i+i 


^ auch eine obere hinzufügen, so ergibt sich, da die mit wachsen-^ 


dem X beständig äbnehmen, also: 


( 20 ) 

aus öl. (17): 

( 21 ) 


^21 + 1 
«2; 


< 1 , 


il+1 ^ (Z + 1)(2X+ 1) 


B 


251* 


Um auch die selbst in übersichtliche Grenzen einzuschließen, hat man 
für X> 1: 

1 < Sji < — y 


und findet somit aus der ersten der GL (17): 


( 22 ) 




(2i)L 


6 2*^“^**^ 


und daher aus der zweiten Gl. (17) iür l-xx ; 


R. = 
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§67. Gel>rocliene transzendente Funktionen. — Darstellung der 
elementaren Funktionen dieser Gattung: eotx^ tangor^ coseco;^ 

sec X und — — durch Partialbruch- und Potenzreihen. Die Tan- 

1 ±e^ 

genten- und Sekantenkoefflzienten (Eulerschen Zahlen). 

1. Nach Analogie der Definition einer gehrodienen rationalen Punktion 
als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen (dessen Zähler sich auch 
auf eine Konstante reduzieren kann) bezeichnen wir den Quotienten zweier 
ganzen Funktionen, von denen mindestens eine eine transzendente ist, als 
gdfrochene transzendente FunTdion, Dabei ist zu beachten, daß ein solcher 
Quotient sich auf eine ganze transzendente Funktion reduziert, falls der 
Nenner eine ganze transzendente Funktion ohne Nullstellen^ also Ton der 

Form ist (vgl. S. 444 Fußn. 1), da deren reziproker Wert 

gleichfalls eine ganze transzendente Funktion ist; und daß wir, falls der 
Nenner Nullstdlen in endlicher oder unendlicher Menge besitzt, ein für 
allemal annehmen woUen, daß Zähler und Nenner keine gemeinsamen Null- 
stellen haben. Unter dieser Voraussetzung ist jede NullsteUe des Nenners 
ein Pol der entsprechenden Ordnung für den reziproken Wert des Nenners 
(Tgl- § 57, Nr. 2, S. 431), folglich auch für den betreffenden Quotienten. 
Eine solche gebrochene transzendente Funktion ist also in jedem end- 
lichen Bereich bis auf (rationale) Pole regulär y während die Stelle rr = cx> 
für sie stets eine wesentlich singuläre sein muß.^) Dies ist unmittelbar 
ersichtlich, wenn der Nenner unendlich viele Nullstdlen besitzt, da als- 
dann die Stelle oo für die Funktion als Häufungsstelle von Polen er- 
scheint. Es ergibt sich aber auch für den Fall einer nur endlichen An- 
zahl von Polen aus dem Umstande, daß andernfalls die Funktion sich 
auf eine gebrochene rationale reduzieren müßte, bzw. sich von einer 
solchen nur dadurch unterscheiden könnte, daß Zähler und Nenner mit 
ein und demselben Faktor von der Form multipliziert sind — ein 
Fall, der in dem vorliegenden Zusammenhänge selbstverständlich auszu- 
Bcheiden hat. 

Es wird später gezeigt werden, daß auch umgekehrt eine eindeutige 
und im Endlichen bis auf Pole reguläre analytische Funktion mit der 
einzigen wesentlich singulären Stelle (x> im Sinne der oben gegebenen De- 


1) Bei Anwendung der in Fußnote 2, S. 480 erwähnten Terminologie pflegen 
solche Funktionen schlechthin als „meromorphef* bezeichnet zu werden, was eigent- 
lich nicht korrekt ist, da sie doch nur im Endlichen meromorph sind. (Bei konr 
seguenter Anwendung einer solchen Terminologe hätte man ganze rationale oder 
transzendente Funktionen schlechthin als „holomorphe** zu bezeichnen.) 
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finition eine gerochene transzendente Funktion ist d. h. als Quotient zweier 
ganzen Funktionen^ von denen mindestens eine transzendent ist^ dargestellt 
werden kann. Des weiteren wird sich allgemein ergeben^ daB eine solche 
Funktion, ähnlich wie eine gebrochene rationale Funktion, in eine (end- 
liche oder im vorliegenden Falle auch unendliche) Reihe von Partial' 
hrüchen mit eventuellem Hinzutreten einer additiven ganzen Funktion 
zerlegt werden kann. An dieser Stelle soll indessen eine solche Zerlegung 
nur ganz direkt für gewisse aus den elementaren ganzen transzendenten 
Funktionen cosXy sinx, zusammengesetzte „elementard^ gdnrochene 
transzendente Funktionen durchgeführt werden. 

2. Wir definieren zunächst, genau so wie dies in der Trigonometrie 
für reelle Werte von x geschieht: 


(1) 

cotx s* 

eoBx , 
sinx ' 


(2) 

tang X = 

Bin a: 

coax ^ 

{— 

(3) 

cosec X = 



sinx’ 


(4) 

secx = 

» j 


COBO? ' 



Alle vier Funktionen sind periodisch, secx und cosecrr, geradeso wie 
coso; und ainx mit der Periode dagegen coto: und tango? mit der 
Periode ä, wegen: cos(a: + 5r) — — coax, sin(a? + ä) =» — sina;. Ferner 
haben zu Polen cot x und cosec x die NuUstellen von sin x, also die Stellen 
x^vn (v — 0, ± 1, ± 2, . . .), tang x und sec x die Nullstellen von cos x, 

also die Stellen x — = 0, ± 1, ± 2, . . .). Außerdem besitzen 

sie alle, vier die wesentlich singuläre Stelle x » cx), und zwar zugleich als 
PmufungssteUe von Polen. In der Nähe dieser Stelle wird (wie am ein- 
fachsten aus der Darstellung durch Exponentialfunktionen erkannt wird) 
von cot X und tang x jeder Wert auBer ± i, von cosec x und sec x jeder 
Wert auBer 0 unendlich oft angenommen. 

Um die Formeln für die Zerlegung in Partialbrüche möglichst ein- 
fach zu gestalten, empfiehlt es sich, xx an Steile von x als Arjpiment 
einzuführen. Die Darstellung von cot^cx durch eine konvergierende Reihe 
von Partialbrttchen ist schon in GL (4) des vorletzten Paragraphen (S. 445) 
enthalten. Danach ist: 


. V. - i- + i-1- 4- -L-) . 

rc* — X ' \x — v'x + vi 


(5a) X cot XX 


£ 

X 
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Die Reihe konvergiert nach AusschluB der Stellen — 0, + 1? i: 2, . . . 
in jedem endlichen Bereiche, etwa für \x\^Rj unbedingt \xudi gleichmäßig 

(wegen: ^ für und das nämliche gilt 

nach Absonderung des einen Gliedes ^ bzw. eines einzelnen Gliedes von der 

Form ^ j für die übrig bleibende Reihe auch noch an der Stelle x = 0 

bzw. X "±v und deren Umgebung, während das abgesonderte Glied 
die betreffende Stelle als einen Pol erster Ordnung charakterisiert 

Faßt man im Anschluß an die zweite Schreibweise der Reihe (5 a) 

jeden einzelnen der Brüche — und - als ein Glied der Reihe auf, 

BO erweist sich die auf der paarweisen Zusammenfassung von - und 

beruhende Konvergenz lediglich als eine bedingte^) y da ja jede der 


x-{-v 


1 

x-^v 


einzelnen Reihen ^wegen: 

± ^ ß- das folgende^ Man kann indessen mit Hilfe eines Ver- 

fahrens, das sich späterhin als typisch und wichtiger Verallgemeine- 
rung fähig erweisen wird, nämlich durch Hinzufügung gewisser Zusatz- 
glieder, die Reihe so umformen, daß sie auch bei Trennung der entspre- 
chend abgeänderten Bestandteile und unbedingt konvergiert. 


Man hat nämlich identisch: 

X —V X’\- V \x — V 




- 1 \ 

X 

X 

v) 

v\x — v) 

v{x-{-v) 


X \ das all- 


Dabei bildet jetzt -r— , -x , wegen lim v*- - 7 — i — r 

gemeine Glied einer für jedes nicht ganzzahlige endliche x unbedingt kon- 
vergenten Reihe’). Beachtet man noch, daß: 

- }-) - JL. + 1) yi yi , 

\a5 -f- 1/ V / \x — V V / ^ v{x + vj JLu v(x — v)^ 


SO lassen sich, wenn man noch bei den Gliedern mit negativem v die 


1) Vgl. auch § 29, Nr. 8 (S. 240), 

2) Ganz analog, wie bei dem Sinusprodukt n {'-})(' +7)- 


S. 488, FuBn 8. 

3) Ist X eine ganze Zahl, etwa x = n (wo n^O), so hat man nur das eine 

X 

Glied (als für x^n unendlich werdend) aus der Reihe auszuschliefien, 

n(a; — w) ^ 

um die restierende Reihe konvergent zu machen. 
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Reihenfolge umkehrt, die beiden in QL (5 a) angegebenen Reihenformen 
auch durch die beiden folgenden, in gleichem Umfange wnbedvngt und 
gleichmäßig konvergierenden ersetzen: 


(5b) * cot + v) “ ¥ +2 


(wo wieder der Akzent die Ausschließung des Indexwertes v = 0. an- 
zeigen soll). 

3. In analoger Weise, wie die Reihen (5 a) vermöge der Beziehung: 
^ii^^ = 5r • cot %x sich aus dem Sinusprodukte ergeben haben (vgL 
§ 64, Nr. 3, S. 489) findet man aus den Beziehungen: 


cos nx 


die Entwicklungsformen : 

00 

(6a) % • tang ücx ==■ -r 


* tang nx und: cos nx = /Y(l - 


8a; 


4a;* — (2v -|- 1)* 




+ 


(2»' + l) ’ 2® + (2 


b+T,)’). 


1) S. 493, Gl. (28). 

2) Man hätte auch die Entwicklung von tangsrx auf Grund der Beziehung: 

lang 9ra; ~ cot aus der zweiten Reihenform (5 a) durch die Substitution 

von für X herleiten können. Dabei ergibt sich aber eine durch das Auf- 
treten des isolierten Anfangsgliedes 1 entsprechende 

Verschiebung der zu Paaren zusanunengefaßten Partialbrüche eine von der zweiten 
Reihenform (6 a) abweichende Entwicklung, und es bedarf noch einer Umformung 
(ähnlich, wie sie etwas weiter unten bei der gleichfalls auf der Substitution 

für X beruhenden Entwicklung von sec nx durchgeführt wird), um schließ- 
lich zu (6 a) zu gelangen. 

Übrigens läßt sich die Partialbruchentwicklung von tajignx aus deijenigen 
von cotsra; auch vermittelst der Fopnel: 

tang X =* cot X — 2 cot • 2x 


herleiten, welche letztere sich aus der Beziehung ergibt: 


tang X — cot X 


sino; 

cosx 


COBX 

ainx 


— cos 2x 


— 2 cot 2a;. 
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deren zweite vermittelst der Zusatzglieder + 
der Beziehung: 

00 — ao 

^ Ix 


und — ■ 


+ (2f^+i) 


+ 2v+l 

= ?__+ 

2v + l — iv — lj 

_ y. ( ? + _j_\ 

^ Vs« — {2» + l) ^ 2i; + l/ 


und 


die Umformung Uefert 
(6b) 


— \x-(v + -j *+yJ 
+ 00 

—2. 


ix 

(2v + l) (2« — (2tr+"D) 


Zur Herleitung der Partialbruchentwicklung von cosec nx geht man 
am zweckmäßigsten von der Beziehung aus: 


cosec X > 


, a5 , . , a? 

cos* — + am* — 
1 2 ‘ 


Bin« « . « 

2 am ~ cos ^ 
2 2 




Benutzt man die zweite der Beihenformen in 61. (5 a) und (6 a), so ergibt 
sich zunächst: 

Ä cosecÄa; — — + «+2r) (^(27"+ f) x+ (2 V + 1)) > 

1 0 

kürzer geschrieben: 

(7 a) « cosec ^ 1)'(^ + ^ +2<- ' Ä ' 

Von der ersten dieser Reihenformen ausgehend gelangt man durch 
genau dasselbe Verfahren, wie bei der Umformung von (5 a) in (5 b), zu 
den folgenden Reihenformen: 


+ 0P 

(7b) * cosec +^ (- 1)” • -i 



— 00 


X 

v{X — »’) 


Um schliefilich die entsprecbenden Entwicklungen fOr sec «x herzustellen, 
benützen wir die Beziehung sec xx =• cosec finden dem- 

gemäß durch Substitution Ton — x) für x in die erste der Reihen (7 s): 
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(8.) »Mc.a: jij +_§(- *)'■'(: 


Ut,) 


2x 


2a; — (2v+l) ^2a; + (2v— 1)/ 

L.. . 4. - (-J— 4. -J—\ + 

— 1 * \2a; + l ‘ 2a; — 3/ \2a;4-S ^ 2a; — 6/ ^ 


oder auch, indem man das Schlußglied jeder Klammer mit dem Anfangs' 
gliede der folgenden zusammenfaßt: 


(8b) « sec «X =-2(- ( 2 * _ (s 


2 


■2(- 1) 




(2v4-l) 2a; 4- (2^4-1)/ 

H2V+1) 


4a;*— (21^4-1)* 


Dazu ist zu bemerken, daß zwar die Reihe (8 a), wie schon aus ihrer 
Herleitung aus der unbedingt konvergenten Reihe (7 a) hervorgeht, un- 
bedingt, dagegen die Reihen (8 b) nur noch bedingt konvergieren (wie die 
zweite der Reihenformen (8 b) unmittelbar erkennen läßt). 

Man kann indessen aus (8 b) durch Hinzufügung von Zusatzgliedern 
unbedingt konvergierende Entwicklungen herleiten, am zweckmäßigsten 
in folgender Weise. Setzt man die erste der beiden Reihen (8 b) in die 
Form: 

ita ü+ 


•-(’+y) ' ‘*+(’-t)1 


so findet man weiter durch Addition und Subtraktion von 

1 


iim2'(- ly 


V + 


i ' 


» — 1 


Ita2(- 1)-- ( -y-n + y-r) + 2 • ä.+i • 

V-('+t) ’+tJ 

Die erste dieser Summen geht für n — cx) in eine unendliche Reihe über, 
deren unbedingte Konvergenz sofort ersichtlich wird, wenn man die beiden 
Klammerglieder unter einen Nenner bringt. Für den Ghrenzwert der 
gweiimi ergibt sich: 

’ 2 V + 1 ' siT+l 2» — 1 

— 11 0 1 

(s. § 65, GL (5), S. 495). 


n 

Y 
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Danach erhält man schließlich: 

(8c) st sec xx~=x (— IV" * / H A 

V-V+T) *+T/ 

+ 00 

“ * * ■ (2v-f l)(aa! — (2*+ l)) ■ 

Die Torstehenden Reihen konvergieren geradeso wie die Reihen für 
X cot XX (Gl. (5 a, b)) in jedem endlichen, von den Nullstellen der Nenner 
befreiten Bereiche gleichmäßig und mit Ausnahme der Reihen (8 b) auch 


4. Aus der gleichmäßigen Konvergenz der obigen Partialbruch> 
reihen folgt auf Grund des WeierstraßsdiQn Doppelreihensatzes, daß: 

cot XX tang :ra:, cobcc^xx — - , sec äo;, 

also mittelst Substitution von — für x auch: 

cotaj — tangar, coseca? — —, sec a: 

sich in Reihen nach positiven Potenzen von x entwickeln lassen, deren 
Konvergenzkreise um den Nullpunkt sich bis zur nächsten singulären 
Stelle d. h. bis zur nächstgelegenen Nullstelle der Partialbruchnenner 
erstrecken. 

Die Reihe für cot x ist bereits in Gl. (6) und (9) des vorigen Para- 
graphen (S. 501) enthalten, nämlich: 


(9) = i:x\<x). 


Die entsprechende Entwicklung für tang x läßt sich hieraus am ein- 
fachsten mit Hilfe der am Schlüsse von Fußn. 2, S. 508 bereits ange- 
führten Formel: 

tang X cot a: — 2 cot 2a: 
herleiten. Man findet auf diese Weise: 

oder auch mit Benutzung von GL (16) des vorigen Paragraphen (S. 503): 
(lOb) tanga;=2— *' 
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Diese Reihen nehmen die besonders zweckmäßige Form an: 


00 

(10c) tang X =2(^1)' 

wenn gesetzt wird: 

(11) T,^\- 2«->(2» - 1) • = (2A - 1)!?-,^ . s,,. 

*• 7t 


Die gewöhnlich schlechthin als Tangmtenkoeffizienten bezeichneten Zahlen 
1\ (dabei ist offenbar = tang^*^“^HO)) sind dann ganze positive Zahlen, 
wie sich folgendermaßen zeigen läßt. Multipliziert man Gl. (10 c) mit 
cos X und setzt für cos sin x die entsprechenden Potenzreihen ein, 
so folgt: 


00 






^ iii^ ■ (- 1)“ rä ■ 


(2X)! 


und hieraus gewinnt man durch Vergleichung der Koeffizienten von 
und Multiplikation mit (2 A — 1)1 die BekursionsformeD): 


(12) T,- (2 X - 1\T,_,+ (21- l)*r,_,- ... + (- l)^-‘(2 A - 1),,., T, 

=-(-l)^-‘ (^“1,2,3,...), 


welche zeigt, daß eine ganze Zahl ist, falls T,, . . ., ganze 
Zahlen sind. Da aber Tj == 1, so besteht die fragliche Eigenschaft all- 
gemein. Daß überdies > 0 für jedes A, erkennt man unmittelbar aus 
der Definitionsgleichung (11). Aus der Rekursionsformel (12) ergibt 
sich sukzessive: 


(12a) T,= l,T,-2,r, 


16, T*= 272, Tj- 7936, 2; = 353792, usf. 


Die Zahlen lassen vermuten, daß die mit wachsendem A außerordent- 
lich schnell zunehmen, was sich ganz allgemein folgendermaßen bestätigen 
läßt. Aus der Definitionsgleichung (11) folgt zunächst: 


(13) 




2A . (2A + 1) 






so daß, wegen: > 1, ^ 5» =* 

ergibt: 


(14) 


T’i+i ^ 64l(2i + l) 
Ti ^ 


^ (s. § 66, Gl. (16a), S. 503), sich 
(wo: Jt*< 100), 


1) Da nach Gl. (11): 

SO liefert Gl. (12) zugleich eine Rekursionsformel zur Berechnung der , welche 
mit der in § 66, Gl. (18) (8. 602) angegebenen nicht identisch und ffir die Berech- 
nung etwas bequemer ist. 



§ 67. Potenzreihen fnr cosec x, sec x. 


also ein gleichzeitig mit X außerordentlich stark wachsendes Zunahme- 
yerhältuis. 

Die Potenzreihe für cosec x läßt sich am einfachsten mit Hilfe der 
schon bei der Partialbmchentwicklung von cosec x benützten Formel 
<S. 509): 

cosec ic =* Y (cot ~ + tang 

aus den bereits zur Verfügung stehenden Beihen für cot x und tang x 
ableiten. Man findet mit Benutzung der 61. (9) und (10a) für \x\ < ä: 




5 Um schließlich auch die Potenzreihe für sec x herzustellen, gehen 
wir aus von der Partialbruchentwicklung (8c), also: 


~r 

Ä • sec Äic = 3r + ^ (— 1)*'^ 




Da sodann für \x\<,^ und v = 0, 1, 2, ... die Entwicklungen bestehen: 


*-(*’+!) «’+l 


2 12 
2v+l ' 2a; '^2^ + 1" 

2v + l 




so wird zunächst: 


Da aber: 


» sec * +2 (- ( 2 ^ 1 )*^* ■ ^ 

— « 1 ' 


.v. (-»r +;g_ 


(-t)- 

2 * 4 - 1 )*+* 


- 4 - ( 2 *-l)* + * ^ ( 8 *-l)-+‘’ 


Prlngihaim, Yorletungen II, 1 
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so folgt: 


” 0 ungeradem *, 

2 ” 2«;+! bei geradem x (inkl. x - 0), 

wenn 8x für jedes ganzzahlige x ^ 1 definiert wird durch die Gleichung; 

(«) 

Diese Reihe konvergiert unbedingt sobald x > 1. Für x — 1 geht sie in 
die lediglich bedingt konvergierende ZetbiSMrsche Reihe (s. § 65, GL (5), 
S. 495) über, so daB also: 

(19) a;-|. 

Mit Benutzung der Gl. (17) und (19) liefert jetzt 61. (16) für sec tcjc die 
folgende Potenzreihe: 

00 

(20) Ä • sec jT* =• « -f ^^2*^"*^* • s' 

1 

OB 

-2 2”* (i*i<t) 

0 

X 

nnd, wenn man schließlich noch x durch — ersetzt: 

■ . 

( 21 ) secx^l+^i2>^**-^-x'^ 

1 ^ 

Bezüglich der Reihensummen s'^ folgt zunächst aus ihrer Definitions- 
gleichung (18), dafi für jedes x ^ 1: 

( 22 ) 1 + 
also insbesondere 

(23) s' < 1 für jedes x ^ 1, lim s — 1. 

Ferner ergibt sich: 

(^^^ *» + l “ *x “^(— 1)” * • ( (2i_i)» + i ~ (2»_ijs| 

“^2(~^) ■ (2„_i)»+l‘ 
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§67. Die Reihen 4i+i=^(—l)’’ 

Die mit alternierenden Vorzeichen behafteten Glieder der letzten Reihe 
nehmen (unter der gemachten Voraussetzung x ^ 1) mit wachsendem v 
numerisch beständig ab. Man hat nämlich: 


— I'JX + I 


(2v^iy 


(2v+ 1)« 




Da aber die Reihe mit einem positiven Gliede beginnt, so folgt, dafi: 

(25) Ci-<>0, 

d. h. die Folge der Zahlen s« nimmt mit wachs^dem x beständig zu 
(immlich nach Gl. (19) und* (23) mit s[^ ~ ^ 0,785 .. . beginnend dem 
Grenzwerte 1 zustrebend). 

6. Es läßt sich nun weiter zeigen, daß ähnlich, wie die Reihen- 
summen S^ 2 . regionale MuUipla von ergaben, die sich 

durch rationale MuUipla von ausdrücken lassen (während hier fßr 

die geradesowenig irgendwelche nähere Angaben gemacht werden 
können, wie dort für die 

Um dieses Ergebnis abzuleiten, hat man lediglich neben der in 
Gl. (21) enthaltenen Entwicklung von sec x nach positiven Potenzen von 
X noch eine andere Form der Eoeffizientenbestimmung für diese Entwick- 
lung aufzusuchen, wobei wir uns der Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten bedienen. Wir setzen also, da ja die Form der Entwicklung als 
einer solchen mit ausschließlich geraden Potenzen und dem Anfangs- 
gliede 1 nach Gl. (21) bereits feststeht (übrigens auch ohne weiteres aus 

der Natur von sec x = gefolgert werden könnte): 


(26) sec a; »= 1 + ^ a^x^^ 

1 

und multiplizieren, um eine Rekursionsformel für die unbekannten Koeffi- 
zienten zu erhalten, diese Gleichung mit der folgenden: 

«p 

cos* - 1 

80 daß sich nach Vertauschang der beiden Seiten der resnltierenden 
Gleichung ei^bt: 

(2J) 

Führt man die Reihenmultiplikation nach der Cbtic&yschen Regel aus, so 

88 * 
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ergibt sich für den Koeffizienten von (A= 1, 2, 3, . . .) die Beziehung: 

(28) - 2^, + ^a,_, + (- + (- 1)^^^ = 0. 

Diese Kekursionsformel nimmt eine noch etwas zweckmäßigere Form an, 
wenn man statt der Zahlen a;^, • • •> Zahlen ^x-\j • • •; 

einfährt, indem man setzt: 

(29) «i = (^ (A=l,2,3,...). 

Hierdurch geht die Rekursionsformel (28), wenn man sie noch mit (21)! 
multipliziert, in die folgende über (für A == 1^ 2, 3, . . .): 

(30) E, - i2X\E,_, + i2l\E,_, -•• + (- l)^-‘(2A)u-,^)i “ (- 1)^'*, 

weiche zeigt, daß eine ganise Zahl, wenn das gleiche für 
. . ., JBj gilt Da aber aus (30) für A =* 1 folgt: .Bj — 1, so besteht die 
Ganzzahligkeit von B; für jedes A. Daß überdies die B;^ als Entwicklungs- 
koeffizienten von sec x durchweg positiv sind, zeigt die Vergleichung mit 
der früheren Entwicklungsform (21). 

Diese ganzen positiven Zahlen B^ werden als Sekantenkoeffizienten^ 
häufiger noch als Enlersche Zahlen bezeichnet. Aus der Rekursionsformel 
(30) findet man sukzessive: 

(30a) Bi»l, B, = 5, Bj^Gl, E^^mö, B^^« 50521, 

B«« 2702765, usf. 

Führt man die Zahlen Ex auf Grund von Gl. (29) als Koeffizienten in die 
Entwicklung (26) ein, so wird: 


(31) (l*l<i) 

1 


und die Vergleichung mit der früher gefundenen Entwicklung (21) 
zeigt, daß: 


(32) 




B, 


2 


2X-k-2 


(21)1 


•>*»+* (A = 1,2,3,...), 


also: 


(32 a) 



6** , eiw' 

1686 ’ ” 92160 ' 


277 w* 
4128768 ’ 


usf. 


Die ans Ol. (32) heryorgehende Beziehung: 

,.39^ -^i+l _4{21 + l)(21 + 2) «ii + » ^ 2(1 + 1) (21 4-1) 

Zahlen Ex beständig, und zwar außerordenÜich schndl zunehmen. 
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7. Durch die Einführung der als positiv, ganzzahlig und monoton 
zundimend erkannten Tangenten- und SekantenJcoeffizientoi Tx und Ex 
haben nicht nur die Potenzreihen (10c) und (31) für die angerade Funk- 
tion tango: und die gerade Funktion sec^ völlig gleichartige Form an- 
genommen, sondern auch die zur Bestimmung der Tx und Ex dienlichen 
Rekursionsformeln (12) und (30) unterscheiden sich bei sonst vollkommen 
übereinstimmendem Bau nur dadurch^ daß in der ersten wiederum nur 
ungerade Zahlen genau dieselbe RoUe spielen^ wie gerade Zahlen in der 
zweiten. Setzt man, um dies noch deutlicher zum Ausdruck zu bringen: 

(^^) (^ 2, 3, ...), 

so gehen jene beiden Rekursionsformeln in die folgenden über: 

* '*^ 2;.-8 ^)4 * ‘^ 2 > l -5 ’ * ‘ 

+ (- 1)^- 

- (2^)*- + (2A), • + (- • ■'2=“ (- 1)'"‘ 

und lassen sich in die gemeinsame Form bringen: 

(35) - (ft), • + {n \ . T^_^ h (- 1)^' • (^t)2„■ • *^-2 a' •“ 1)"’ 

(,t= 1,2, 3,...), 

wo ft' die größte in ^ ^ enthaltene ganze Zahl bedeutet ^in Zeichen: 

ft' — also: ft' — A — 1, gleichgOltig ob ft — 2A — 1 oder fi — 21.. 

Während die Formel (35) stets nur solche mit ungeradem oder 
nur solche mit geradem Index (also lauter Tx oder lauter Ex) enthält, so 
lassen sich durch Kombination von tang x und sec x auch Reihenentwick- 
lungen und Rekursionsfomeln hersteilen, in denen alle möglichen der 
Reihe nach verkommen. Man hat z. B : 


tang(|-i-*) 


2 sin 


+ 0 »-co.(^ + *) 


2 8in 


in(* + y.cos{|+") •«(* + ?-) 


1 + Bin X 
cosx 


« seca: + tang^, 

so daß mit Benutzung der Reihenentwicklungen (10c) und (31), sowie 
der Gleichungen (34) sich ergibt: 


rse) taug (I + *) =* 1 + 2 • 

i 

Man könnte nun gerade so, wie diese letzte Beziehung unmittelbar 
durch Addition der Reihen für seca; und tanga: sich ergeben hat, eine 
alle möglichen enthaltende Rekursionsformel aus der Gleichung (35) 
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dadurch herleiten, dafi man die durch Substitution von ^ — 1 für fi 
daraus hervorgehende zu ihr addiert. Die so entstehende, zwar alle Glie- 
der . . . Tj enthaltende Formel würde jedoch insofern ihre dua- 

listische Herkunft nicht verleugnen können, als in bezug auf die Folge 
der Binomialkoeffizienten noch keine vollständige Regelmäßigkeit herrscht, 
vielmehr je zwei konsekutive, also zu verschiedenen Indices gehörende 
Glieder Binomialkoeffizienten mit verschiedenein Argument und demselben 
geraden Index aufweisen. Es läßt sich indessen in unmittelbarem An- 
schluß an Gl. (36) eine andere, im übrigen ganz ähnlich gebaute Rekur- 
sionsformel ableiten, welche von dieser Unvollkommenheit frei ist. 

Man hat nämlich ^wegen: sin cos y)- 



2 cos* + * cos— • sin -- 

2_J 2 2 

.35 X . X 

2 COS* — 2 COS — Sin— 

2 2 2 


1 4* cos 35 4- sic ^ 
i 4“ cos rc — sin x 


Durch Einsetzen des letzten Ausdrucks in die Gl. (36) geht sie nach 
Multiplikation mit 1 -f- cosrr sina: in die folgende über: 

00 

1 + cos® + sina: = (1 + cosa: — sin®)^l + 

1 

also, wenn man cosa; und sina; durch ihre Reihenentwicklungen ersetzt 
und die beiden Seiten der Gleichung vertauscht: 

(S7) (2 + 2 (- ST »') (‘ + 2 in 

1 

Daraus ergibt sich durch Vergleichung des Koeffizienten von die ge- 
fluchte Rekursionsformel: 

( 88 ) 




Infolge des in den vorstehenden Entmcklungen zu Tage tretenden durch- 

a.r Ta,„Mmtoerfi,ie«L T. und d.r &- 
(EMU,Kkm Zahlen) ß andrt m.„ b.i T.™chied.n» 



Nr. 1. 
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e‘±f 

Autoren beide Arten ron Zahlen mit demselben Buchstaben bezeichne^ 
teilweise wie hier durch tü-i, tu (s. GL (34)), sonst such — weniger 
passend — die Ei mit Bäi, dagegen unaere Bi (also gewisse rationale 
Mnltipla der Ti: s. Gl. (11), S. 612) mit Bu^\. 

8. Die in Nr. 2 — 6 abgeleiteten Partialbruch- und Potenzreihen fQr 
die gebrochenen trigonometrischen Funktionen gehen durch Substitution 
Ton bzw. ^ für a; in die entsprechenden Entwicklungen Ton Funk- 
tionen Ober, deren Nenner sich dann zweckmäßiger in die Form 1 ± c* 
setzen läßt. Man hat (s. GL (1), (2)): 


cot 


8 « 

X 




. X . — 1 • f * i 1 

BO daß ans den Formeln (5 a) und (6 a) (S. 506/8) durch Substitution tos 
an Stelle Ton x die folgenden Partialbruchentwicklnngen herror- 


(39) 


-1 + 1+ 

8 ^ ~ ^ X* 


9x 


4 - 4 »*** 


(40) 


e* + l 


1 ix 

2 .^’’**+(2»4- 


V + 1 )*«* 


Ebenso ergeben sieb aus den Formeln (9) und (10a, c), wenn man x durch 
^ ersetat, die Potenzreihenentwicklungen: 


(41) 

(42) 




e‘ + 


1 1 , VI / — 

+ 1 ” 8 ^ ■ (2i)! 






§ 68. Independente Darstellung der TongentenkoefftzientMi bzw. 

tt 

der BeinottUigehen ZaUen. — Darstelluiig tou ^ »* als Funk* 
tion TOn n mit Hilfe der Bernoul/iscben Zahlen. 

1. Da die jBSs/wou^/ischen Zahlen, wie bereits bemerkt, in zahlreichen 
analytischen Entwicklungen (bestimmte Integrale, Euler-Mac iownfische 
Summenformel, halbkonvergente Reihen) Anwendung finden, so erscheint 
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es zweckmäßig, neben den früher mitgeteilten Bekursionsformeln (s. § 66, 
GL (13), S. 502 und § 67, 61. (12) nebst Fußn. 1, S. 512) auch eine Formel 
zur independenten Darstellung von Bx herzustellen. Nun liefert ja jede 
(wie die vorliegenden) lineare Rekursionsformel ein System linearer Glei- 
chungen zur Bestimmung der betreiffenden Unbekannten, hier Bx^ und 
damit nach bekannter Methode diese Unbekannte selbst als Determinanten- 
quotienten, dessen Nenner sich sogar allemal auf das Diagonalglied re- 
duziert (als eine Determinante, die rechts von der Diagonale lauter Nullen 
enthält: vgl. § 25, Gl. (12), S. 204 und § 41, Gl. (12), S. 311). Dagegen 
ist die Zählerdeterminante zunächst doch lediglich ein Symbol, das wei- 
terer Ausrechnung bedarf, sofern als das eigentliche Ziel die Zurück- 
ffihrung der Berechnung auf die bloße Anwendung der vier Spezies an- 
gesehen wird. Wir wollen daher hier einen anderen Weg einschlagen, der 
auf der einfachen Tatsache beruht, daß der Koeffizient von irgendeiner 

Potenzreihe ?ß(ic) mit identisch ist. 

2. Für die Durchführung dieser Methode erweist es sich als zweck- 
mäßig, zunächst nicht die Bx^ sondern die von diesen nur um einen be- 
stimmten rationalen Faktor verschiedenen Tx (vgl. S. 512, Gl. (11)) zu- 
grunde zu legen und hierbei auszugehen von der Entwicklung (61. (42) 
des vorigen Paragraphen): 

(^) ?*^+l 2 ’ 2*^(2X'^iri)! ■ S 


welche die Beziehung liefert: 

(2) (- 1)- . T,- 

Durch Anwendung der Derivationsregel für Quotienten (s. § 43, Gl. (18),. 
S. 327) findet man snkzessiye: 


D. 




D»-- 


: ])i. 1 

(€* + !)*' 

— 4e** — e* 


(e*+l) 




(«*+ 1 / ’ 

und (wie sich leicht durch vollsiAndige Induktion besfätigen läßt) all- 
gemein: 


( 3 ) 


w-i. J 




(^+1) 


;>r 


wo Ol, Of, . . . Oii^t noch zu bestimmende ganze Zahlen bedeuten. Man 
wkennt zunächst, daß die zum Anfang und zum Ende des obigen Aus- 
drucks symmetrisch liegenden o, (x — 1, 2, . . . 2A — 1) einander pleüA 
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sein müssen. Da nämlich die Entwicklung von (s. 61. (1)) nur «m- 

gerade Potenzen von x enthält, so kann jede Derivierte von ungerader 
Ordnung nur gerade Potenzen von x enthalten, bleibt also bei Vertau- 
schung von X mit (— x) ungeändert. Infolgedessen muß neben der Glei- 
chung (3) auch die folgende bestehen : 

7 ) 2 / 1- 1 ^ 

* «*+ 1 (e“* + 1)*^ 

(e^+ 1)*^ 

SO daß durch Vergleichung mit (3) sich ergibt: 

(4) ^'2i-x“ (x = 1, 2, . . . A) 

und die Gleichung (3) durch die folgende einfachere ersetzt werden kann: 




( 5 ) 


(c*+ !)“• e"*) + 


Zur weiteren Bestimmung der Koeffizienten a^(x — 1, 2, ... A) be- 
nutzen wir die Bemerkung, daß unter der Voraussetzung j c“*® | < 1 (also: 
9l(a;) > 0) die Entwicklung besteht: 




1 — = ~ — ^ %x ( — 

-f- 1 1 + c”* ^ ^ ' 


und daß daher: 
( 6 ) 




1 

Multipliziert man diese Gleichung mit der folgenden: 

Sil 

(c* + 1)*^ 

0 

BO ergibt sich mit Berücksichtigung von Gl. (5) die Beziehung: 

ü-l 2il 00 

a^(e<*^ - *)* + c*') + a. e^* (2 A)^ 1)* **^ “ ‘ «" **, 

1 0 1 

und hieraus findet man als Koeffizienten von bzw. von 

(für X — 2, 3, ... A): 

aj =* — (2 A)q= — 1 

(7) «,= (- l)*{(2A),*»-*-(2A),(x- l)*^-*+(2A),(*-2)«-•-.•. 
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AndererseitB liefert Gl. (5) durch Einsetzen von x ^0 den Ausdruck: 

(8) - 2(«. + + “a. 

80 daß aus GL (2) mit Benntzang von (7) und (8) die folgende Formel 
znr Berechnung Ton herrorgeht: 

(9) (- ly • 2 + 2(2»^-‘ - (2A)i 1«-») 

- 2(3*^-*- (2A)i2“-> + (2;i),l»^-») 

+ 

+ (-iy-‘2(a-i)«-‘-(2i),a-2)*^-‘+... 

+ (-l)^-*(2Ah_,l*^-») 
+ (- (2i), a - 1)“-"+ • • • 

+ (-1)^-*(2A),_,2*^-»+(-1)^-^(2A),_i1”-»). 

Faßt man jedesmal alle Glieder zusammen, welche einen der Faktoren 
(A — gemein haben, so nimmt die letzte 

Gleichung nach Multiplikation mit (— ly und unter Hinweis auf die 
zwischen den und JB^ bestehende Beziehung (vgl. § 67, Gl. (11), S.512) 
die folgende Endform an: 

(10) = 

= - 2(1 + i(21),) • ß - 1)»-^ 

+ 2(1 + (2A), + i(2i),) ■ (A - 2)»-» 

- 2(1 + (2A), + (2A), + f (2A)g) • (A - 3)»^-^ 

+ 

+ (- 1)^2 (1 + (2i\ + (2A), + . • • + (2 A)„_, + i-(2A),_,) • 1*^-*. 

3. Die Bemoulltaehen Zahlen wurden in § 66, Nr. 1 (S. 501) von 
uns eingeführt auf Grund ihrer Beziehung zu den S^jL, d. h. zu den 
Potenzsumnien der natürlichen Zahlen mit negativem (übrigens geradzah- 
ligem) Exponenten, Sie stehen aber auch in einer sehr merkwürdigen 
Beziehung zu den Potemsummen einer beliebigen Anzahl konsekutiver nor 
türliclier Zahlen mit positivem ganzzahligem Exponenten^ und zwar war es 
gerade das Problem^ jene Summen als Funktionen ihrer Gliederzahl dar- 
zustellen bzw. berechnen zu können^), welches Jacob BemouUi den An- 
laß zur Einführung der später nach ihm benannten Zahlen gegeben hat. 
Wegen des historischen, aber auch rein sachlichen Interesses, welches 

1) Ähnlich, wie für den Fall des Exponenten 1 die Beziehung besteht: 

w(n+l) 



n 
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1 

das fragliche (der Lehre von den arithmetischen Reihen höherer Ord- 
nung angehörige) Problem beanspruchen darf, wollen wir zeigen, wie 
dasselbe mit Benutzung der hier yorliegenden Hilfsmittel gelost werden 
kann, während seine ursprüngliche Lösung aus arithmetisch-kombinato- 
rischen Betrachtungen heryorgegangen war. 

Setzt man: 




n— 1 


( 11 ) 

eo ergibt sich: 

n — 1 

^ w • «•■*, r(x) “ ^ V* • c'*, • • 
1 1 

und daher: 

n— 1 

(12) 2v*=l''+2''H---- + (n-l)' 


fM(x) . e» 


W). 


Um nun noch in andrer Weise darzustellen, entwickeln wir f{x) 

nach Potenzen yon x. Man hat zunächst: 

«-1 

(13) ^ 


1 


— 1 


Ersetzt man in dem ersten Faktor durch die entsprechende Potenz- 
reihe und benutzt zur Entwicklung des zweiten die aus Gl. (41) des 
yorigen Paragraphen heryorgehende Beziehung: 

1 

so geht die Gleichung (13) in die folgende über: 

(14) /■(«) - ( J: • *') ■ (1 - f + 2’c- 1)*- • (i-iü«.»”) 

0 1 

und hieraus ergibt sich für den Koeffizienten yon x^ die Beziehung: 


(15) Ä 


„*+l 


(x + 1)! 2 


+ 


1 n’ 

X 


! ^ (x — 1)! 2! (x — 3)! 4! ^ 

wenn: x *= 2A 


(x — 1;! 2! 0 

4- (— ly-i - — • 




_ 1 

2! ■ (2X)r 


wenn: x =* 2A -f- 1. 


Die beiden den Einzelfällen x =■ 2A und x =* 2A -j- 1 entsprechenden 
Formen des Schloßgliedes lassen sich auch folgendermaßen zusammen- 
fassen : 


(—ly-i. 

’ (X — 2 


y-iX+l 


Bl 

2X+ 1)! ■ (2X)I^ 


WO 
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Mit Benutzung dieser Schreibweise und nach Multiplikation mit x! nimmt 
Gl. (15) die Form an: 


( 16 ) fM 


»+"i 


‘ n*+ ()c)i • n”-* • ^ ^ • 






Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (12) ein und addiert noch auf beiden 
Seiten das Glied so ergibt sich schließlich als die gesuchte Formel: 


(17) 2*'* 


«*+* 


» + 


i+l+(x),4«*-‘- 


(*)s • i 


4 (x)5-^’ 


4(-l)^-‘-(x)„_rg»»''-*^-^S 


^wo: X =« j^~J, X *= 1, 2, 3, . . Es läßt sich also die Summe der xten 

Potenzen von 1^ 2^ . . . n als ganze Funktion (x + l)ten Grades von n 
darstellen. 

Man findet z.B. für x » 1, 2, 3: 



n* , n _ «(n + 1) 
Y 4- ^ 2 





w(n + 1) (2n 4* 1) 

__ 


(wegen: 5,-|) 


H 



1 


w* 


n«(n-f 1)» ^) 

4 


usf. 


Durch Spezialisierung von n lassen sich aus Gl. (17) verschiedene Re- 
kursionsformeln für ableiten. Insbesondere ergeben sich für w =-» 1 
und X «» 2X bzw. x — 2A 4- 1 nach Multiplikation mit (2X4- 1) bzw. 
{2X + 2) die folgenden Beziehungen: 


(18) 


( 21 4 1 ). A - ( 21 4 1)4-8, 4 • • • 4 (- 1)^- ‘ • (21 4 1)„ JS, - 
(21 4 2),B, - ( 21 4 + •■■ + (- iy-> • (21 4 - 1 , 


deren erste nach Multiplikation mit (—1)^“' und mit Berücksichtigung 
der Relation: (2X 4 - 1)*^“ (2X 4* l)*i 4 .i«i„ mit der Rekursionsformel 
(13), S. 502 zusammenfällt. 


1) Es besteht also die merkwürdige Beziehung: 


n n 




Nr. 1 
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Kapitel VII. 


Umkehrang TonPotenzreUien nnd elementare Umkehrnngsftanktioiieii. 

§ 69. Umkehmng einer Potenzreihe. — Formeln fUr die 
Koeffizienten der umgekehrten Reihe. — Die LagrangesxtYie Reihe. 

1. Es sei die Fonkti-.'i y == f(x) regulär an der Stelle x = x^. Ist 
sodann: f{x^ ~ y^, so besteht fdr eine gewisse Umgebung von x^ eine 
Entwicklung von der Form: 

oo 

(1) y = j/o +2 


Es handelt sich jetzt am die Beantwortung der Frage nach der „Umkehr- 
barkeit“ dieser Potenzreihe, d. h.: Welches ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß umgekehrt x als Funktion von y, welche 
für y = den Wert x ^ Xq annimmt, für eine gewisse Umgebung der 
Stelle yQ sich in der Form: 

oo 

( 2 ) x^x^ +2 B^(y - yj 

darsteUen ISßt?^) 

Man findet zunächst mit Leichtigkeit eine notwendige Bedingung, 
welche sich dann schließlich auch als hinreichend erweist. 

Aus Ql. (1) folgt nämlich zunächst: 


y~y o 


A +2 also: lim = A^. 


Soll andererseits eine Beziehung von der Form (2) bestehen, so ergibt 
sich analog: 


lim — = Ri 
— yo 


h., wegen lim — 




0 


lim?^ 

XoX — X^ 




und es muß somit nicht nur eine bestimmte Zahl, sondern insbesondere 
von Ntdl verschieden sein. 


1) Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daß die folgenden Erörterungen 
gültig bleiben, wenn die Potenzreihe eich auf eine ganze rationale Funktion re- 
duziert. 
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Da übrigens bo bildet also die Beziebnng f {x^ + 0 eine 

notwendige Bedingung dafür^ daß zu der für regulären und daselbst 

den Wert annehmenden Funktion y — f{x) eine für y — 'regvdäre 
und daselbst den Wert x^ annehmende Umkehrung (also Auflösung von 
61. (1) nach x) von der Form (2) gehört. 

Zur Durchführung des Beweises dafür, daß die obige Bedingung zu- 
gleich auch hinreichend ist, erscheint es zweckmäßig, die Gl. (1) auf eine 
etwas einfachere Form zu bringen. Dividiert man sie durch A^ (was nur 
infolge der ausdrücklichen Voraussetzung + 0 gestattet ist) und macht 
die Substitutionen: 


so wird zunächst: 



X — x\ 



X 


und wenn man noch die Bezeichnung einführt: 


außerdem der Einfachheit halber wieder rr, y statt o?', y schreibt, so tritt 
an die Stelle von Gl. (1) die folgende: 

<0 

(la) + 

1 

Da jetzt o; — 0 und y » 0 ein zusammengehöriges Wertepaar bilden, 
so wäre also zu zeigen, daß x für eine gewisse Umgebung der Stelle 
y — 0 durch eine für y 0 verschwindende, somit die Form y • ?ßi(y) 
besitzende Reihe darstellbar ist. 

Wegen der prinzipiellen Wichtigkeit des vorliegenden Satzes geben 
wir dafür zwei verschiedene Beweise, einen auf möglichst elementaren 
Bechnungsoperationen beruhenden und einen in gewisser Beziehung et- 
was weiter tragenden funktionentheoretischen. Für den ersteren ist die 
Kenntnis eines besonderen Falles des (erst späterhin — s. § 73, Nr. 3 
— in seiner allgemeinsten Form zu beweisenden^}) binomischen SaUes er- 
forderlich, dessen Beweis wir zunächst vorausschicken. 

2. Hilf ssatz. Verst^t man u/nter (1 + x^ den Hauptwert^ 
von yi + X, so besteht für \x\ ^ 1 die absolut konvergente Reihen- 
entwkklung: 


1) Für negative ganze Exponenten vgl. § 46, Nr. 1, S. 846. 

2) d. h. denjenigen mit positivem reellen Teil (eventuell den positiv imagi- 
nären): B. Ij, § 70, Nr. 4, S. 639. 
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( 8 ) 

KO (y), Binomialkoeffizienten für den Exponenten 2 ^ 

deutet, nämlich: 


^ 1 


2 \2 

;• iT-’') 

1.2. 

••(K-f 1) 


— (— IV- — — ~ (v > 1') 

V 2-4.-.(2». + 2) ^ 

Beweis. Setzt man Yersuchsweise: 

flO 

(1 + eX (wo : c# — 1 , wegen: (1 + = 1, 

0 

80 folgt, daß die fragliche Reihe der Beziehung zu genügen hätte: 

00 

(5) + 

0 

Die Anwendung der CatichyBehen Multiplikationsregel auf die linke 
Seite und darauffolgende KoeffizienteuYergleichung würde Formeln für 
die unbekannten Koeffizienten ergeben, die sich aber für deren Berech- 
nung als unzweckmäßig erweisen. Um eine brauchbarere Rekursions- 
formel zu erhalten, bilden wir nach Vei-tauschung der beiden Seiten von 
Gl. (5) durch Derivation die Gleichung; 

00 00 

1 _ 2^' VC.X-^ (s. § 43, Gl. (17), S. 327) 

*0 1 

und hieraus durch Multiplikation mit Gl. (5) und Weglassung des beiden 

00 

Seiten gemeinsamen Faktors 

0 

00 00 

+ x)^* vc„x''-\ 

0 1 

anders geschrieben: 

00 00 00 
1 2 2^^vc^x'' 

IL 1 

00 

— 2ci-1-22{(v + 1)c,+i+ VC,)«'. 
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Durch Koeffizienten Vergleichung findet man: 

2ci — 1, 2(v + l)c,+i + 2vc, = c, (v — 1, 2, 3, . 


also: 


(6) 


•), 


lv—1 






2 y + 1 

und durch fortgesetzte Anwendung dieser Bekursionsformel: 

T(y-) -a-') 


W ^>+1 1 ) > 

zunächst gültig für v ^ 1, aber wie die erste der Gl. (6) zeigt, auch noch 
für V — 0. 

1 


Wegen: lim 


‘'i'+i _ 


= lim 


2 


v + l 


1 ergibt sich, daß die Reihe 


für [a;! < 1 absolut konvergiert. Das gleiche gilt aber auch noch 
für \x\ 1, wie unmittelbar mit Hüfe des Jßaa2^schen Kriteriums (s. I,, 

§ 54, Nr. 6, S. 385) erkannt wird, übrigens auch bei früherer Gelegenheit 
für den allgemeineren FaU, daß an die Stelle des Exponenten ^ eine be* 
liebige komplexe Zahl a mit positivem 91 (a) tritt, ausdrücklich festge- 
stellt wurde (Ij, § 76, Ungl. (35 a), S. 691). 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die gefundene Reihe auch 

wirklich der Gl. (5) genügt.^) Die Anwendung der (7at«c%schen Multipli- 
kationsregel auf Gl. (5) liefert 

als Koeffizienten von ofii also: 1, 

„ ,, ,7 „ 1 , 

n 

für „ „ ,, aj*: c, 

0 

Es ist also nur noch nachzuweisen, daß: 

f» 

(fürn^2). 

0 

Man findet zunächst für n 2: 

2 = 2<^<^ +.<^ - 2 • 1 • (- y) + (y) - 0. 


1) Dieser Nachweis wird entbehrlich, wenn man von vornherein die ExistenM 
der fraglichen Entwicklung aus dem Cauchy-TaylorscYiGa Satze (§ 62, Nr. 1, U, 
S. 886) folgert. Um für den folgenden elementaren Beweis des Hauptsatzes nur 
die denkbar einfachsten Hilfsmittel in Anspruch zu nehmen, wurde auch beim Be- 
weise des vorliegenden Hilfssatzes auf die Benutzung des obigen funktionentheo- 
retischen Ergebnisses verzichtet. 
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Das weitere ergibt sich dann durch yollständige Induktion. Wir gehen 
aus von der Identität: 

n n 

— v { (-2 "t" »} ’ 

Wird die Rekursionsformel (6), rückwärts gelesen, im ersten Qliede der 
rechten Seite auf c,, im zweiten auf angewendet, so wird: 

n n 

(1 - n) + 1K+»C— . + (n-v + 1)C,C,_,+, } 

0 0 
« + 1 * 

,+l + 2 ^” ~ *' + l)«rC«-.+l 

1 0 

nnd, da es freisteht, der ersten Summe das Glied: — 0, 

der zweiten das Glied: ((w — v + “ 0 hinzuzuffigen: 

n » + 1 

(1 - n) - (» + 1) 

0 0 
n 

Ist also für irgend ein w ^ 2: ^ 0, so gilt auch: 

OT 

n + l 

0 

Die fragliche Beziehung gilt somit für jedes n > 2, da ihre Richtigkeit 
für n — 2 bereits feststeht. 

3. Hauptsatz. Ist für eine gewisse Umgebung von x^O: 

00 

(la) y — ar + «^oX. 

1 

SO gibt es eine und nur eine für eine angdbbare Umgehung |y] < n 
hmvergierende Potensreihe: 

( 8 ) 

wdche die Ql. (la) identisch lefriedigt; mit anderen Worten, es 
esäsUert eine gewisse Umgebung vong — 0, für wdthe x eine jßekk- 
eeiÜg mit y verschwindende^) Funktion regulären Verhaltens ist. 


1) Am GL (la) folgt nämlioh snaftchrt, daB y — 0 niekt nur fBt ».«O, lon- 
Aem auch für aolohe x, fOr die: 

oo 

1 +^ 0 ,»'— 0 . 


aringihaim, Yorletnngen II, 1. 


84 
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Beweis. Wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit an- 
nehmen^ daß die \aj[ unter einer endlichen Schranke bleiben. Wäre dies 
nämlich von Yomherein nicht der Fall und bedeutet 4 * 0 irgendeine 
Zahl, für welche ^ a,x\ konTergiert, so sind die sicher besdiräM. 

Setzt man: a^xl — und — y', so wird: 

wo jetzt die al die fragliche Eigenschaft besitzen, außerdem: mm ^ 

(was mit Rücksicht auf die unmittelbar folgende Bemerkung wichtig ist). 

Da aus Gl. (la) folgt: lim — » 1 , also auch, da x gleichzeitig mit 
y verschwinden soll: wenn überhaupt eine Entwick- 

lung von X nach Potenzen von y bestehen soU, diese mit dem Gliede y 
beginnen, also (jf) von der Form sein: 

(9) (y) "■ 1 + \y + • • • + + . . • 

Bringt man sodann 61. (la) auf die Form: 

<0 

(1 b) « — y — \ wo: a\ — — a„, 

1 

so müßte auf Grund der an Gl. ( 8 ) geknüpften Behauptung mit Berück- 
sichtigung von Gl. (9) für alle y einer gewissen Umgebung von 9 — 0 
die Beziehung bestehen: 

m 

( 10 ) h,y»+ . . . + 

1 

GKbt es nun überhaupt eine Potenzreihe von der Form y*$i(y)y 
welche dieser Gleichung genügt, so steht es nach § 40, Nr. 3 (Fall 1), 
S. 307 frei, für eine gewisse Umgebung von y 0 die rechte Seite nach 
Potenzen von y zu ordnen. Ergeben sich dann durch Koeffizientenver- 
gleichung eindeutig bestimmte Werte für die welche eine Reihe 
mit von NuU verschiedenem Konvergenzradius liefern, so gibt es in der 
Tat eine und nur eine Putenzreihe der verlangten Art. 

Wir bringen zunächst 61. ( 10 ) durch Division mit y^ auf die Form: 

( 10 a) 61 + ft,y + • • • + 

- • • • + + • • • 

Durcli Anwendung der CntMAyschen Mnltiplikationsregd ergibt sieb: 
^(y)* - 1 + 26,y + (26i + ^)y* + . . . + (26. + 26,6.^ + • • Oy’H- 

— 1 + <^*)y + H 1- cP’y' + 

nnd entsprechend allgemein: 

“ 1 + c^’y + 4^’y* + • — I- + , 
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wo bei beliebigem ganzzahligem X ^ 2 eine ganMe Funktion Ton 
^19 ^29 * - *9 positiven (ganzzahligen) Koeffizienten. Wird also die 

rechte Seite von GL (10) nach Potenzen von y geordnet, so resultiert 
durch Koeffizientenvergleichung das folgende Gleichungssjstem: 

K “ 

\ + »icf’ + «s 


^ H + «i-i'-i’’ + 


und dieses nimmt durch Einsetzen der für sukzessive 

sich ergebenden Werte in die rechten Seiten die Form an: 

h “ 2 «;* + «; = 9i{a\, «;) 

“ 9ai^i) ®*> **«) 


ai) 




WO die Pj, . . ., . . . ^anjse Funktionen ihrer Argumente mit positiven 

(ganzzahligen) Koeffizienten bedeuten. Daraus folgt zunächst (wegen 
daß: 

16.1 l«ii. . . |o'.l) “ 1, 2, 3, . . .) 

und, da die ja„| beschränkt sind, etwa: 

um BO mehr: 

( 12 ) 

Die Vergleichung von A, . . ., Ä) mit der Bedeutung von 

g%(a\fa^y..,y kennzeichnet diesen Ausdruck als den Koeffizienten von 
in der Entwicklung von x nach Potenzen von y, welcher an die Stelle 
von hy tritt, wenn sämtliche a» (d. h. -- a,) durch A ersetzt werden, wenn 
also zwischen x und y statt der GL (la) die folgende besteht: 


•Q 

y ^ X — X ^ Ax^ (mit dem Zusatze: a; -• 0 für y =* 0) 


(13) 


X — (1 +^)g* 
1 — X 


1) kommt schon in nicht vor, da in (y) mit behaftet 
ist (s. 61 (9)). 


34 
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Hier läßt sich aber die in Frage kommende Entwicklung von x nach 
Potenzen von y auf direkterem Wege ausführen und da nach dem oben 
Gesagten nur eine einzige derartige Entwicklung möglich isi^ so muß sie 

CO 

mit derjenigen von der Form y + ^ identisch sein. 

Aus Gl. (13) folgt zunächst: 

(1 + + y - 0, 

und als einzige für y^O verschwindende Losung x dieser Gleichung findet 
man: 

(14) ® (1 + y + (y* _ 2(1 + 2^)y + 1)^) 


(die gebrochene Potenz als Hauptwert verstanden). 

Setzt man zur Abkürzung: 

(15) y»-2(H-24)y+l^Ay) 

und bezeichuet, um die fragliche Entwicklung von in eine 

herzasteilen, die Wurzeln der quadratischen Qleichung: 

m “ 0 

mit a, e , nämlich; 


(16) 


<y = 1 + 2^ - ((1 + 2Ä)'- 1)* 

V- 1 + 2.1 + ((1 + 2.1)»- 1)* 


(also <Sf u' beide positiv und tf < o'), so wird: 

f{y) = (y - «)(y - »') ~ (i - f) (i - f) 

(wegen: 1) und daher mit Benutzung des Satzes von Nr. 2: 

(*’) -(^(;).(=r’9>(J(T),(^')')- 

wobei die erste dieser beiden Reihen für \y\ ^ c, die zweite für \y\ ö' 
absolut konvergiert. Unter Beschränkung auf den Heineren Eonvergenz- 
bereich \y\^ay wo übrigens ö auch in die Form gesetzt werden kann: 

( 16 a) «-■ 1 > g Tj- Ti - g jw 

1 + 2A + ((1 + 2.4)*— 1)1 »(i + a-a) 

ergibt sich sodann durch Anwendung der Cawkyatkeu Mnltiplikatious- 
regel eine absolut konvergente Entwicklung von der Form: 

(17 a) A(y)^-?(y). 
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Mindestens in demselben Umfange besteht die absolute Konvergenz 

00 

auf Grund von Ungl. (12) auch für die Reihe: ® = »(l wo- 

1 ' 

mit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

4. Für den oben angekündigten zweiten Beweis unseres Smptsatses 
geben wir diesem die folgende noch etwas verschärfte Fassung: 

Ist fUr eine gewisse Umgämng von a: •= 0: 

eo 

(la) y = ^(a:) = a; -|- a,x\ 

1 

80 gibt es positive Zahlen q von der Beschaffenheit y daß die für 
1^1 ^ p aas GL (la) hervorgehenden y einen die Stelle y um- 
gebendeny einfach zusammenhängenden und abgeschlossenen Bereich 
83y vollständig erfüllen und daß umgehehrt zu jedem dieser y ein 
und nur ein (y) des Bereiches | a: | ^ p gehört Dabei ist tpiy) 
an jeder Stelle vmi 33^ und insbesondere für eine gewisse Umgebung 
ly! <p regulär. 

Beweis. Bedeutet irgendeine Zahl, für welche außer ?P(iro) auch 
die Reihe: 

oo 

1 

absolut konvergiert (was ja allemal .der Fall wäre, Avenn dem Innern des 
Konvergenzbereiches von Sß{x) angehört), so läßt sich nach Annahme 
einer beliebigen positiven Zahl a < 1 ein positives p ^ |a?o! so fixieren, 
daß: 

00 

( 18 ) 

1 

Alsdann folgt zunächst, daß: 

00 

(19) l?ß'(®)l^l-^(>'+ für:la:|^p. 

1 

Des weiteren ergibt sich, wenn auch !»'l^ p beliebig, nur von x ver- 
schieden angenommen wird: 


1) Mit anderen Worten: die Reihe 


\y\+'^ qM, A ist eine 

1 


Majorante der Reihe y 



\y 


v + l 


(vgl. § 29, Nr. 8, Fußn. 2, S. 289) 
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-{x- x') +2 
1 

M 

— (a: — a:')|l + («•' + x’'-^x' -\ + ar'’’)| 

uud daher 

90 

( 20 ) 

^ 1« — a-'l - {l H-^(v + l)!«,.]?’)- 

Hieraus ergibt sich, wenn nach Analogie von Ql. (la) ?ß(a:') =- y' 
gesetzt wird, mit Berücksichtigung von Ungl. (18) die doppelte Unglei* 
chung: 

(21) (l-«)!a;-a:'|^|y-y'|^(l + «)'«-«'! (|*;|)^p), 

aus deren erstem Teile hervorgeht, daß, solange |:r| ^ p, zu verschiedenen 
X stets auch verschiedene y gehören. Es entspricht daher jedem einzelnen 
dieser y nur ein einziges dem Bereiche |^|^p angehöriges X] anders 
ausgesprochen, für die durch QL(la) und die Bedingung |;r definierte 
Punktmenge { y } existiert als Umkehrung (— Auflösung nach a) der QL(1 a) 
e»fie und nur eine eindeutige und, wie wiederum aus dem ersten feile von 
Ungl. (21) hervorgeht, stetige Funktion x — q>{y\ Die in Frage kom^ 
mende Punktmenge {y} ist infolge der Stetigkeit von ^ — ^(or) für 
\x\^(f jedenfalls zusammenhängend und abgeschlossen ^ bildet also ein 
(übrigens die Stelle y — 0 enthaltendes) Gebiet . Wir wollen nach weisen, 
daß dieses letztere einen die Stelle y » 0 vollständig umgebendoi, einfach 
zusammenhängenden Bereich bildet. 

Den Punkten des E^reises |a:| »p entsprechen umkehrbar eindeutig 
die Punkte y einer einfadi geschlossenen Kurve (S^, nämlich derjenigen 
die y- Ebene in zwei getrennte Gebiete zerlegenden Jordanschen Kurve, 
deren Koordinaten aus der Gl. (la) für x »- pe*^^, nämlich: 

00 

1 

durch Trennung des Reellen und Imaginären hervorgehen. Jedem anderen 
Kreise |icl — p'< p entspricht eine Kurve ähnlicher Art Wegen der 

Eindeutigkeit von x — (p(jy) können zwei solche Kurven weder mit- 

einander noch mit 6^ einen Punkt gemein haben. Auch müssen, da jedem 
zusammenhängenden Teile des Bereiches ^ p ein zusammenhängender 
Tfeil des Gebietes 93^ entspricht die Bildkurven der gesamten Kreis- 
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■cbar 0 < ja;| » p'< p durchweg dem Innern oder durchweg dem Äußern 
▼on angehSren. Bezeichnet man mit irgendein auf demselben 

Baditu liegendes Punktepaar der beiden Kreise |a;| ~ p und |x| •» p', 
mit y^f y^, das entsprechende (also zu dem nämlichen Parameterwerte d’ 
gehörende) Punktepaar auf und ,, so hat man, wegen 1®^— aj^|— p~p', 
nach dem zweiten Teile von Ungl. (21): 

iy, - Ff'l ^ (1 + “) (? - 9) < 2(p - (fl, 

so daß also der Abstand der Punkte y^, y^ gleichzeitig mit p — p' be- 
liebig klein wird und die Kuire in ihrem ganzen Verlaufe (d. h. fOr 
0 ^ 9' ^ 2«) sich ^eichmäßig beliebig nahe an anschmiegen muß. Ver- 
liefe nun l£^ außerhalb der Kurve (£^, so müßte sie also die letztere be- 
liebig eng umsMießen. Das analoge würde nach Annahme von p"< p' bei 
hinUnglich kleinem p' — p" bezüglich der Kurven und gelten. 
Daraus würde schließlich folgen, daß bei veronderlichem positiven p'< p 
die Kurve von äUm möglidien umschlossen werden müßte. Nun liefert 
aber Ungl. (21) für |«| — p und x'«- 0 (also auch 0) die Beziehung: 

<2U) (l-«)p^lyel^(l + «)P, 

aus deren erstem Teile folgen würde, daß jede Kurve solche Punkte 
y^ enthalten müßte, für welche ^ (1 — a)p ausföllt. Letzteres ist 
aber unmöglich. Denn aus dem zweiten Teil von Ungl. (21a), wenn man 
daselbst p durch p' ersetzt, ergibt sich, daß: 

iFp'l ^ (1 + 

also |y^,| gleichzeitig mit p' (sc. für alle y^ bdiebig Mein wird. 

Hiernach verlaufen also die der Kreisschar 0<|z:| — p'<p ent- 
sprechenden y- Kurven sich stetig aneinander schließend sämtlich im 
Innern von und erfiiUen nach Hinzunahme von y 0 (als Bildpunkt 
von z — 0) das Innere von vollständig (da ja bereits feststehi^ daß die 
Punktmenge {y} eine abgeschlossene ist). Das oben mit 9^ bezeidmete 
Gebiet besteht also in der Tat aus einem einfaeh eusammenhängenden, den 
Punkt y — 0 umsehließmden Bereich, der von der Kurve begrenzt wird. 

In dem goumnten Bereich ist die oben mit x^ bezeichnete 
eindeutige Funktion auch differensierbar. Denn man findet; 


dx ,. ^x 
-y— » lini -j : — 



1 


und somit nach Ungl. (19) für |x| ^ p 



Da insbesondere der Kreis mit dem Radius (1 — a)p nach dem ersten 
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Teile von Uugl. (21) dem Oebiete 93^ angebört, so ist q){y) für 
y| ^ (1 — a)p = 6 regfdär, 

5. Der vorstehende Beweis zeigt nur die Existenz der umgekehrten 

Reihe: a? = y + liefert aber kein Mittel zur Berechnung der 

1 

Koeffizienten Hierzu würde zunächst wieder die beim ersten Beweise 
angewendete Methode der unbestimmten Koeffizienten zur Verfügung 
stehen. Ein anderes Mittel liefert die Aui^assung der fraglichen Reihe 
als MokC Lmrim^he Reihe (s. § 42, Nr. 1, Gl. (9), S. 318). Danach hat 
man zunächst: 

, 1 /dr^^x\ 1 /j. d^x\ 

- (n+ 1)! + Vy.o“ ^ ^ 


also mit Benützung der Differentiationsformel von § 43, Nr. 4, Ql. (27) 
(S. 328), der Beziehung: ^ ^ und des Umstandes, daß a: =» 0 für 


y-0: 


(22) («;) (. +-«, 


d^X\ 

'»dyV 


1 > 


x^O- 


(wegen: y -= ^(a;) nach Gl. (la)). 

Man findet auf diese Weise z. B.: 


d^x _ (j\ dx\ 1 _ 

d^ ’ W¥) 

^ ^ r{x)T\x)^s^-(xy . 

dy» “ \^*dyV ‘ $'(«) ^\xY 

Da aus Gl. (la) sich ergibt: 

¥'( 0 ) = 1 , ri0) = 2a„ r'(0)-6a„... 

SO folgt sphließlich: 

(22a) &! =» - 6, — — a, + usf. 

6. Eine elegantere Formel zur Berechnung der Koeffizienten go- 
winnt man auf folgende Weise. Setzt man die Reihe (8) für x mit Be- 
nutzung von Gl. (9) in die Form: 

OD 

(8a) X ^ (wo also: 6^ — 1), 

0 

so folgt durch Einsetzen der gegebenen Reihe y — ^(rr): 

«D 

0 


( 23 ) 
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und hieraus durch Differentiation; 

to 

0 

»—1 

(24) ^'(^) + (« + + 0.(®), 


wo: 




«+i 


- 5ß(;c)"+» • 

(24 a) -= 5ß (ä;)" + ^ • ©„(oj). 

Dabei ist ©„(a;), wegen 5ß(:c) = 0 für x ^ 0^ für hinlänglich kleine \x\ 
nach positiven Potenzen von x entwickelbar. 

Durch Einsetzen des letzten Ausdruckes in Gl. (24), nimmt diese 
nach Division mit ?ß(a;)”+^ die Form an: 

^ -l?(« + + (« + «‘.ii + ®.w 

und geht mit Berücksichtigung der für v ^ n — 1 geltenden Beziehung: 

1 , V 




(n — v) 


und Vertauschung der Reihenfolge von Summation und Differentiation 
in die folgende über: 

+ (» + + ®.w- 

Wird jetzt ^(a;) in die Form gesetzt (s. Ql. (la)): 

(26) ^{x) = X • 5Po(a;) (wo also: ^^(x) ^ 1 + a^x -\ h a^x^+ • • •), 

so daß: 

¥■(«) - S.W + 

SO folgt aus Gl. (25) nach Multiplikation mit 


n — 1 


(27) 


p.(*y 


,n + l 


V»*-+ ’ h 




+ (♦» + 1)^*" + a:*+^ ((n + 1)6, + 6,(a:)) 


Da ^(*T x “ 0, ebenso auch @,(x), so 

sind beide Seiten von Gl. (27) nach positiven Potenzen von x eiitwickel- 
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bar. Die Funktion unter dem Summenzeichen enthält zwar (vermöge 
des Faktors im Nenner) auch negative Potenzen von x, welche (bei 
V 0) bis zu ä;”* aI|io nach der Differentiation bis ansteigen^ je- 

doch durch den Faktor ausnahmslos beseitigt werden. Nun kann 
die Derivierte einer nach ganzen Potenzen von x fortschreitenden Reihe 
niemals ein Glied mit x~^ enthalten, es kann daher der erste Teil der 
rechten Seite von Gl. (27) kein Glied mit x* enthalten. Das nämliche gilt 
von dem leteten Teile, da die Klammergröße regulär ist, die Entwick- 
lung dieses Teiles also mindestens mit beginnt. Somit erscheint 
rechts das Glied (n+ l)h„^" als das eingige mit x* behaftete. Somit muß 
(n + l)ö, gleich sein dem Koeffizienten von in der Entwicklung der 
linken Seite nach Potenzen von x. Wendet man hierzu die Mac Laurin- 
sehe Reihenform an, so ergibt sich also: 

Die Reihe (8a) (also die umgekehrte Reihe von y •• x • dieser 

KoeffigientenbesHmmung wird als Lagrangesche Reihe bezeichnet. 

7. Eine allerdings nur unter ganz speziellen Voraussetzungen brauch- 
bare, aber gerade bei mehreren wichtigen Anwendungen sich bewährende 
überaus einfache Methode der Koeffizientenbestimmung ergibt sich fol- 
gendermaßen. 

Sei wiederum gegeben: 

WO ''^(0) — 0, ^'(0) + 0, also auch ^'(a?) + 0 für eine gewisse Umgebung 
von 0 ? 0, so folgt aus: 


für eine gewisse Umgebnng von y 


r(x)-‘. 


Angenommen nun, es gelinge durch $(x), also durfth y auszu- 

drficken und nach ganzen positiven Potenzen von y zu entwickeln, etwa: 



so findet man, mit Berücksichtigung des Umstandes, dafi « » 0 für y — 0, 
hieraus nnmittelhar: 





»+i. 


(30) 
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Beispiel. Sei gegebeu die für x =« 0 reguläre und mit or — 0 ver- 
schwindende Funktion: 

(31) y = tang x 

also: 


so folgt: 


Nun findet man aber: 


= cos=‘:r. 


und daher: 


1 + tang^x 1 + y* 




woraus sich unmittelbar ergibt: 


00 

(S2) ‘ y.—, 

0 ‘ 

Wir kommen auf diese Reihe im § 71 noch zurück. 

Andere Beispiele für die Anwendung der vorliegenden Methode siehe 
im folgenden Paragraphen Nr. 4 und § 74, Nr. 1. 

Der im vorstehenden noch ganz außer Betracht gebliebene Fall, 
daß die für die eindeutige Umkehrbarkeit einer für eine Stelle Xq regu- 
lären Funktion f{x) als notwendig und hinreichend erkannte Bedingung, 
nämlich die Beziehung f{x^ 4* 0, nicht erfüllt ist, wird in § 73, Nr. 6 
erledigt werden. 


§ 70. Der (natürliche) Logarithmus als Umkehrung der Exponen- 
tialfunktion und als analytische Funktion» — Der Hauptwert Igo? 
und die unendlich vieldeutige Funktion Lg x. — Die logarlth- 

mische Reihe. 

1. Bedeutet x eine positive Zahl so hat die Gleichung: 

( 1 ) e^ - x^) 

stets eine und nur eine reelle (für x>l positive, für a; < 1 negative) 
Lösung y (s Ij, § 82, S. 195), welche als natürlicher Logarithmus von x 

1) Da in diesem und den folgenden Paragraphen es sich wesentlich um das 
Studium der „umgekehrten^* Funktionen handelt, so haben wir gegenüber den im 
vorigen Paragraphen benützten Bezeichnungen die Bedeutung der Buchstaben x 
und y TertauBcht, so daß also jetzt x als unabhängige Veränderliche für die um- 
gekehrte Funktion auftritt. 
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bezeichnet wurde (s. Ij, § 34, S. 206), in Zeichen: 

(2) y-iga;. 

Versteht man jetzt unter x eine beliebige komplexe Zahl mit Ausschluft 
der Null, so hat die Gl. (1) nach § 61, Nr. 2 (S. 383) unendlick viele durch 
additive ganze Multipla von 2xi sich unterscheidende Lösungen, deren 
jede wir als einen (sc. natürlichen ^)) Logarithmus von x bezeichnen wollen^ 
in Zeichen: 

( 3 ) y = \jgx (also: = x). 

Setzt man: 

(4) + 

so ist unter den Lösungen von Gl. (1) eine und nur eine, welche den Be> 
dingungen genügt (s. a. a. 0. Gl. (7)): 

{ — c» < ® < 4- cx) 

— 5r < ^ + jr. 

Diese bezeichnen wir als den Hauptwert von Lg x\ und da dieser Haupir 
wert von Lgx im Falle eines reellen positiven x mit demjenigen zusammen* 
fallt ^), für den bisher das Zeichen (2) benützt wurde, so wollen wir das 
letztere von jetzt ab für beliebige x zur Bezeichnung des Hauptwertes bei* 
behalten, y ^Igr ist dann die einzige Umkehrung der Gl. ( 1 ), für welche 
ä: = 1 und y =» 0 zusammengehörige Werte sind. Zwischen allen mög- 
lichen Werten der unendlich-vieldeutigen Funktion Lgo; und ihrem Haupt- 
wert lg X besteht (mit Einschluß des letzteren) die Beziehung: 

(6) Lgx = lg:r-f 2n5rt (w =« 0, ± 1, ± 2, . . .). 

Hieran anknüpfend wollen wir den durch irgendein festes n eindeutig 
charakterisierten Wert {„Zweigt^) von Lg x mit Lg^ x bezeichnen (so daß 
also insbesondere: LggO; = lg:r). 

Die Einführung der Bezeichüung (4) ergibt sodann: 

Iga; — 9 + also |x| — 9 ? — Igjiri 

und daher: 

(7) = + (— 

1 “ lg M + (^ + 2nx)i (n = 0 , ± 1 , ± 2 , . . .). 

2 . Wie die Gl. (7) zeigen, stimmt der reelle Teil jedes Lg* mit deuj- 
jenigen Ton lg * überein. £r ist also für jedes von NuU verschiedene 

1) Wir werden dieses Beiwort von jetzt ab weglassen. 

2) Die zweite der Bedingungen (6) nimmt in diesem Falle die Form an: 

Iff MmsO 

8) Man hat also speziell: lg(— lg* — jg(— t*)« — 

2 2 
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endliche x (trotz der unendlichen Vieldeutigkeit von Lgx) eine eindeutige 
und überdies stetige Funktion von x. Ist nämlich: x x und etwa: 
kX'\ > |a?| ^ p >0, so hat man: Igjrc'l > lg|a;| (s. § 32, Ungl. (17), 

S. 197) und sodann (s. 1^, § 34, Ungl. (3), S. 206): 


igKI-igN = ig^-ig(i + l^-i^) 


( 8 ) 


< 


i^l ^ ~ 


diese Differenz wird also gleichzeitig mit \x -- x\ beliebig klein (während 
eie in dem zunächst ausgeschlossenen Falle: \c(f\^\x\ geradezu ver- 
ach windet). 

Die Stetigiceit kommt auch dem imaginären Teile von lg:r bzw. Lg,,a; 
OT, doch sind hier nicht nur die beiden Stellen a: — 0 und a; = oo, son- 
dern das ganze Gebiet der negativen Zahlen (also die Punkte der negativen 
Abszissenachse) ausmnehmen, obschon daselbst Iga; und Lg^a; bestimmte 
Zahlen sind. Bedeutet mlmlich r eine beliebige positive Zahl, so besteht 
für (— r) die (den Bedingungen (5) genügende) „Hauptdarstellung" (vgl. 

§ 62, Nr. 6, 8.470)0: 

— r * r • 

so daß daraus folgt: 

(9) lg (— r) == Igr + Jt», Lg„ (— r) - Igf + (2w + 1)»* 

(n — 0, ± 1, ± 2, . . .). 

Sei jetzt (s. Gl. (7)): 

(7 a) Igar-lgl«'! 


wo X weder Nuü, noch redl and negativ, so daß man setzen kann: 

it] — s <n 

and sei x' von NuU rersohieden, sonst beliebig, also: 

(7b) Iga:' — lg |a:'| + if'i, wo: \x'\^q' > 0, — x <i> 

Dann ist zur Begründung der oben ansgesprocbenen Behauptung nur zu 
zeigen, daß p' —ir fBr x' —*■ x nach Null konvergiert. Nun folgt aus 


1) Aus der HauptdarBtelluDg : 


folgt allgemein: 




Dabei hat man das Vorzeichen von n, um die Hanptdarstellung zu erhalten, so 
zu wählen, daß in das Intervall [ — sf(ezkl.), -f x] fällt, d h. es ist za 

nehmen wenn (also ijgO, falls: a; — {-[-ii#), dagegen — ar, wenn 

^>•0 (also i]>0). In demselben Sinne findet man sodann: 

lg(— «) — lga:±ar*. 



542 


Abschnitt I. Kap. VII ümkehiong ron Potenaxeihen. 


Nr. 8. 


(7a, b): 

( 10 ) 

und daher: 






- 1 


lime<V-V'M = 1. 

X->X 


(1 + ^=-^ 


Da andererseits: + so folgt, dafi der G). (11) 

nur genügt wird, wenn: — *« 0. 

Damit ist die StetigJceit ancli des imaginären Teiles von lg x und so- 
mit allgemein von Lg^ x bewiesen für jede nicht der Halbachse 0, — oo 
angehorige Stelle x. Für jede dieser Halbachse angehörige (von 0 und 
— oo verschiedene) Stelle x hat der imaginäre Teil von lg x den Wert %i 
(s. GL (7)), während er für jede in hinlänglicher Nähe unterhalb der Halb- 
achse gelegene Stelle dem Werte (— ni) beliebig nahe kommt. 

Durch Zusammenfassung der vorstehenden Ergebnisse findet man, 
daß lg X „im Innernf^ des von der Halbachse 0, ~ oo begrenzten Bereiches, 
den wir von jetzt ab schlechthin als den Bereich 93 bezeichnen wollen 
eine eindeulige und stetige Funktion von x^^ tii ist, die auch noch 
stetig bleibt, wenn ly bei |< 0 von der positiven (=« oberen) Seite gegen 
NvU konvergiert, dagegen beim überschreiten bzw. Verlassen jener Grena- 
geraden in der Richtung nach unten einen Stetigkeitssprung um (— 2x%) 
erleidet (bei gleichzeitiger Stetigkeit des reellen Teiles). Das gleiche gilt 
für jeden der Zweige Lg^ x. 

Für 07 0 und o; — oo ist lg o; zunächst nicht definiert. Da aber 
lg|o7| mit \x\ unbegrenzt zunimmt und andererseits lg]o;| 
so hat man: 

lim lg|o;j -= — oo, lim lg|o7| « -f oo 

und daher auf Grund der in § 15, Nr. 3 getroffenen Festsetzungen (siehe 
insbesondere QL (8a), (9b), S. 144): 

i IgO — oo und allgemein: Lg^O = oo 
llgoo-oo „ „ Lg, 00 - 00 . 

Die Stellen x — O und x — qo sind also jedenfalls singuläre fßr Lgx, 
übrigens, wie sich noch zeigen wird, die einzigen singulären. 

3. Aus (s. QL (7)): 

\gx -lg|«l { 1 |> I ^ 

lg®' ■“ lg |»'i ' l^'l— / 

lg® + lg®'— lgl®*'l + {'!> + 


folgt: 
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Die rechte Seite dieser Gleichung stellt auf Grund der in Nr. 1 (s. Gl. (3)) 
gegebenen Definition, wegen: 

+ lg* «« ^g* . ^g*' xx' 

sicher einen der Werte von Lg xx dar, aber nur dann den Hawptwert^ 
wenn ^ denselben Grenzbedingungen, wie ^ und genügt, d. h. 
man hat: 

(13) \gxx'^ Igx + Igx, falls: + 

(während im Falle ^ — ä bzw. ^ + ^'> jt durch Addition jener 

beiden Logarithmen Lg_j xx' bzw. Lgj xx' zum Vorschein kommt, also 
umgekehrt lg xx' «— Iga; + Iga;' ± 2ni wird). 

Durch wiederholte Anwendung dieser Schluß weise findet man, daß: 

(13a) Iga;*— nlgj; 

nur dann, wenn: — ^ ^ n. 

Analog ergibt sich: 

(14) lg — Igx — Igx'y falls: — ä < i/» — + jt 

(gilt also insbesondere, wenn x nahe genug bei x' liegt, außer wenn x und 
x' durch die Halbachse 0, — oo getrennt sind oder eine der beiden Stellen 
auf dieser Halbachse, die andere unterhalb liegt). 

Da hiernach andererseits: 

lg ^ — lg x'— lg X, falls: + also: — — + 

so gilt die Beziehung: 

(15) lg-J--lg|./aKs;-jr<V'-^(''< + Jr, 

nickt mehr für: V» — ± also wenu: — — 1— • — l-^L d.h. 

reell und negativ (wie sich auch unmittelbar verifizieren laßt)’). Insbe- 
sondere hat man: 

(15a) lg — — lg för« ““ 3r < <^ < + 3r, 

also mit AouchluB von as — |j| • A h. rein negativer x (in welchem 
Falle lg-|^ — — lg|«| + »< — — Igo: + 2xi wird). 

1) Dagegen gilt offenbar ohne Einschränkung: 

Lg xtx'— Lgx-\-hg x\ 

2) Auch hier gilt wiederum ohne Einschrilnkang: 

Lg — Lg 05 — Lg 05 ' 

05 
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4. Wir zeigen jetzt, daß lg x (bzw. Lg, x) ^ jede im Innern von 
99 gelegene Stelle x^ sich r^ulär verhält. 

Da lg X diejenige einzige XTmkehmng der Gl. (1), nämlich : 

00 

anders geschrieben: x—l 

1 

darstellt, für welche x—l und y gleichzeitig yersch winden, so besteht 
nach dem Hauptsatze des vorigen Paragraphen für eine gewisse Um- 
gebung von x^l eine Entwicklung von der Form: 

(16) y = 1), wo: - l)^^i - 0. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten erweist sich die Methode von 
Nr 7 des vorigen Paragraphen als zweckdienlich. Durch Differentiation 
der ursprünglichen Gleichung findet man: 

dx 

und hieraus: 

00 

rJ - ? - j -2 (- W» - 1)’ ft» I« - 1 1 < 1 . 

0 

folglich mit Berficksichtigang von ~ 0 fär » 1: 

00 

(17) y = ‘ (a;_l)» + l 

0 ^ 

00 

1 

zunächst für |a; — 1 ] < 1 . 

Die obige Reihe konvergiert jedoch, abgesehen von der Stelle x — 0, 
wo sie nach (— oo) divergiert, noch (bedingt) für |x — 1 1 — 1 (nach § 31, 
Nr. 2, S. 249) und liefert nach dem ilb^chen Grenzwertsatze (§ 32, Nr. 5, 
S. 257) in diesem ümfimge noch den Wert der stetigen Funktion lg »*) 
(was übrigens im Sinne des Satzes von § 32, Nr. 7 sogar noch für die 
DwergenmUMe X’-O gilt). 

Es verdient bemerkt zu werden, daß die Existenz der Formel (17) 
sich auch ohne Benutzung des Hauptsatzes von § 69 erweisen läfih Aus 


1) Insbesondere findet man für z :iB 2 : 


wie sieh bereite 
ergeben hat 



(- 


bei frflhetet Gelegenheit (s. I,, S. 414, Gl. (9)) anf anderem Wege 
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der Forderung, eine (wegen: Igl «*0) für a? = 1 verschwindende Potenz- 
reihe herzustellen; welche der Gleichung genügt: 

(18) 

folgt (die Lösbarkeit dieser Aufgabe vorausgesetzt) durch Differentiation: 

und wenn man diese Gleichung durch die vorhergehende dividiert: 

00 

(19) ^'(x - 1) - 4^ =2 (- - IV - 1 1< 1), 

also übereinstimmend mit Gl. (17): 

dO 

(20) ^(x-1) l 1)”- 

1 

Damit ist zunächst nur gezeigt: wenn es überhaupt eine der Forderung 
(18) genügende Reihe 5ß(ir — 1) gibt, so muß sie die Form (20) besitzen. 
Es bleibt noch die wirkliche Existenz der Beziehung (18) zu erweisen. 
Ordnet man die beständig konvergierende Reihe: 

0 

nach Potenzen von a: — 1, so mag sich ergeben: 

00 

(21) =2c,(a: - IV (wo: c«“ !)• 

0 

Um die für v'^1 zu bestimmen, bilden wir durch Differentiation: 

oo 

^'(x - 1) • ««(*-*> =^vc,{x - l)'-‘ 

und durch Einsetzen von Gl. (19) und (21) in die linke Seite dieser 
Gleichung: 

00 00 oe 

(^(- l)»(a: - 1)») (2c.(x - !)■) + l)c,^.i(a? - 1)". 

0 0 0 

Durch Anwendung der CaitchyBchen Multiplikationsregel und Koeffizien- 
tenvergleichung findet man hieraus (mit Berücksichtigung von Cq — 1) 
zunächst: 

1, Ci=» 0 

und sodann durch vollständige Induktion: 0 auch für jedes v 2, 

somit schließlich durch Einsetzen in GL (21): 

« 1 + (ar - 1) - ar, q. e. d 
Prlngshtim, Vorloaang«n JI, 1. 


86 
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5. Nun sei eine ganz beliebige Stelle im Innern von 83. Dann 
findet man mit Benutzung von 61. (17) die konvergente Entwicklung: 

00 

(22) fiir: |a; - *,1 ^ 1^.1 0, 

d. h. im Innern und auf der Peripherie eines durch den Nullpunkt gehen- 
den Kreises um den Punkt mit Ausschluß der Stelle x » 0 (wo die 
Reihe wiederum nach (~ oo) divergiert). 

Andererseits besteht, solange x in passender Nähe von liegt, nach 
61. (14) die Beziehung: 

(23) lgr = lg-*-lg®o, 

•*'0 

SO daß zunächst für eine gewisse Umgebung von Xq die 61. (22) durch die 
folgende ersetzt werden kann: 

(24) lg a: = lg «0 + $,g(a: | x^) (- lg x^ + ^iB{a: — x^)), 

wenn für die dort aufti*etende Potenzreihe die vorliegende Bezeichnung 
eiugef&hrt, diese letztere also definiert wird durch die Formel: 

00 

(25) ^„(a;|ar,)=^(- (für: \x-Xt\£x^ eikl. a; = 0). 

Die 61. (24) zeigt, daß die im Innern von 83 eindeutige Funktion lg x 
daselbst durchweg regulär und somit nach dem Hauptsatze von § 48,. 
Nr. 4 (S. 366) ebenda eine eindeutige monogene analytische Funktion 
von X ist. 

Das gleiche gilt für jeden der im Innern von 83 gleichfalls eindeu- 
tigen Zweige Lg^ ^ (w * ± 1, ± 2, . . .), und zwar findet man wegen: 
Lg. X »=» Igo? + 2n7ci, also: lga?o+ 2n;ti =* Lg.a^ 

aus der Reihenentwicklung (24) die damit vollkommen analoge (für n » 0 
mit ihr zusammenfallende): 

(24a) Lg, X = Lg, x^ + ^^(a:!**). 

Die Beziehungen (24), (24a) gelten sodann nicht nur für jene „gewisse 
Umgebung" der Stelle x^, sondern für das ganze an diese Umgebung sich 
unmittdbar anschließende Kowo&rgenegdtiet von $i((a;{j:B), soweit dasselbe 
ein dem Innern Ton 93 angehSriges zusammenhängendes Stück bildet, also 
die Oienzgerade 0, — oo nicht yberschreitet. Ist das letztere der Fall, was 
allemal dann und nur dann eintritt, wenn iR(a;g) < 0, also a:.*- 
der linken Halbebene angehürt, so gilt 6L (24) bzw. (24 a) nur für den 
die Stelle enthaltenden (größeren) Teil des Eourergenzgebietes, und 
zwar auf Hmnd der Stetigkeitsbetracbtung von Nr. 2 mü Emschluß der 
in die Gerade 0, — po fallenden begrenzenden S^ne (exkL x — 0), falls 
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Xq dem oberen Teile der linken Halbebene angebört. Jenseits dieser 
trennenden Sehne und^ falls dem unteren Teile der linken Halbebene 
aiigehört| schon längs derselben erleidet \gx einen StetigJceitssprungy 
während ?ßig(aJ ‘^o) bleibt, die weitere Gültigkeit der Beziehung (24) 
also ausgeschlossen erscheint. Andererseits kann aber die auf Grund Ton 
Gl. (24) zunächst für eine gewisse Umgebung von Xq vorhandene Be- 
ziehung: 

glgJ^o + '3lg(^Ia•o) X 

nur bestehen, wenn ihre linloe Seite nach Potenzen von x entwickelt mit 
der rechten geradezu identisch ist: sie muß daher gültig bleiben, solange 
diese Entwickelbarkeit besteht, d. h. schließlich, solange $ig(^!:r 0 ) Iconver- 
giert In demselben Umfange muß also der Ausdruck y^lgXQ+ ^ig(^l^o) 
als eine Lösung der Gleichung df ^ x irgendeinen der Werte von Ixgx 
darstellen. Das kann aber jenseits bzw. längs jener das Konvergenzgebiet 
von ?ßig(ic|iro) zerschneidenden Sehne nur ein solcher sein, der sich stetig 
an lg X anschließt. Da im Falle ly© > ^ imaginäre Teil von lg x bei 
I? — > + 0 und für i; — 0 den Wert %i annimmt, andererseits der imagi- 
näre Teil von Lg^ x = \gx + 2ni bei ly -> — 0 nach ni konvergiei*t, so 
bildet Lgi x längs jener Sehne die stetige und somit nach dem Gesagten 
analytische Fortsetzung von lg x. In ähnlicher Weise würde im Falle 
r;o< 0 der imaginäre Teil von lg x bei — 0 nach — %i konvergieren 
und sodann lg x für ^ 0 in Lg^j x seine analytische Fortsetzung 
finden.^) 

Die Anwendung der gleichen Schlußweise auf Gl. (24a) zeigt, daß 
Lg^jir, wenn x die trennende Sehne überschreitet, in Lg„^i x bzw. Lg„_j x 
übergeht, je nachdem x^ dem oberen oder unteren Teile der linken Halb- 
ebene angehört. 

6 . Zur besseren Veranschaulichung des im vorstehenden geschilderten 
Zusammenhanges zwischen den verschiedenen Zweigen: 

Lg.a; (» - 0, ± 1, ± 2, . . .) 

denke man sich längs der Halbachse 0, — oq einen Schnitt in der Weise 
geführt, daß die Strecke Ö, — oo mit der oberen linken Halbebene ver- 
bunden bleibt, diese selbst also durch die erstere abgeschlossen wird, 
während die wvtere linke Halbebene offen bleibt. In der so zerschnittenen 
EbenCy welche nunmehr die Rolle des zuvor mit 93 bezeichneten Bereiches 

1) Wild auf der Geraden 0, — cx> (also rein negativ) angenommen, so hat 
die Summe der Reihe Iga;^ -(• in dem oberen Halbkreise des Konvergenz- 

kreises (mit dem Mittelpunkte und dem Radius | oTq |) einschließlich des be- 
grenzenden Durchmessers den Wert Igx^ in dem unteren Halbkreise den Wert 
\gx + 2ni^Lg^x. 


35 * 
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spielt, ist jeder Zweig Lg^ x eine eindeutige monogene analytische Funh^ 
die sich für jede nicht auf dem Schnitte gelegene Stelle regulär ver- 
hält und auf dem letzteren noch stetig bleibt. 

Denkt man sich jetzt die zerschnittene Ebene längs des Schnittes 
wieder znsammengeheftet, übrigens unter Beibehaltung der kurzen Be- 
zeichnung Schnitt (-> ehemaliger Schnitt) für die Halbachse 0, — oo, so 
erscheint Lg^ in der ungeschnittenen Ebene als eine zwar unendlich vid’- 
deuHge, nichtsdestoweniger monogene analytische Funhtion, die an jeder 
von 0 und oo verschiedenen Stelle sich regulär verhält und deren gesamter 
Wertvorrat aus jedem einzelnen ihrer Funktionselemente durch analytische 
Fortsetzung hergeleitet werden kann. 

Geht man von einer nicht gerade auf dem Schnitte liegenden, sonst 
ganz beliebig gewählten Stelle aus und denkt sich die in deren Um- 
gebung nach Gl. (24) bestehende Entwicklung: 

= lg*0+ 

längs eines den Punkt x^ und den Nullpunkt im Innetn enthaltenden ein- 
fach geschlossenen Weges etwa in positiver^) Umlaufsrichtung so lange 
analytisch fortgesetzt, bis wieder eine Entwicklung nach Potenzen von 
X — Xq, etwa mit Benutzung der Zwischenstellen zum Vor- 

schein kommt, so ergibt sich, da hierbei der Schnitt einmal überschritten 
wird, als Endresultat: 

lg «0 + ^1« I *o) = Lgi (x) 

-t^giW + ^igC^ko)- 

Bei einem zweiten Umlauf dieser Art resultiert dann Lg^a;, beim nten: 
Lg„ X usf. Wird die analytische Fortsetzung in entgegengesetzter Um- 
laufsrichtung vollzogen, so kommen in analoger Weise Lg. -1®, Lg. 

. . zum Vorschein. Da aus den vorangehenden Betrachtungen unzwei- 
deutig hervorgeht, daß diese unbegrenzt fortsetzbare „Verzweigung^* des 
Logarithmus ausschließlich auf dem Einfluß beruht, welchen der Null- 
punkt durch seine Lage im Innern des Fortsetzungsweges ausübt, so be- 
zeichnen wir ihn als Verzweigungspunkty und zwar als einen logarühmiscken 
oder auch mit Rücksicht auf die Unbegrenztheit des Verzweigungspro- 
zesses als einen solchen von unendlich hoher Ordnung. Das gleiche gilt 
übrigens für den Punkt a; — c», wegen: 

Will man ferner die Veränderung feststellen, die irgendein Zweig 
Lg^rr erleidet, wenn x von einer nicht auf dem Schnitte liegenden 


I) Vgl. S 9, Nr. 9, Zusatz (S. 79). 
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Stelle Xq ausgehend längs eines stetigen Weges variiert, der den Schnitt 
nur eine endliche Anzahl von Malen durchsetzt^), so hat man lediglich 
zu beachten, wie oft ein solches Durchsetzen stattfindet, mit der Unter- 
scheidung, ob dies in positive^' Richtung, d. h. von oben nach unten, 
oder in negativer, d. h. von unten nach oben, geschieht. Bei jeder positiv 
gerichteten Durchsetzung erleidet Lg,, x einen Zuwachs von + 2 ni, bei 
jeder negativen einen solchen von — 2ni. Wenn der Weg den Schnitt 
nur erreidit, (ohne ihn zu durchsetzen), so hat dies keinerlei Einfluß, 
wenn es in positiver Richtung geschieht Ist die Richtung die negative, 
so bringt das Erreichen des Schnittes einen Zuwachs von — 2 %i, der 
aber sofort verschwindet, wenn der Weg den Schnitt wieder verläßt*), 
nur erhalten bleibt, wenn er auf dem Schnitte endigt. Hieraus ergibt 
sich, daß bei p Durchsetzungen in positiver und n solchen in negativer 
Richtung als Endergebnis Lg^x + 2(p — n)ni erscheint, gleichgültig wie 
oft der Weg außerdem den Schnitt erreichen mag, ohne ihn zu durch- 
setzen. Nur wenn er von unten her kommend auf dem Schnitte endigt, 
ändert sich das obige Resultat noch um —2xi. — Etwas ähnliches 
würde stattfinden, wenn der Ausgangspunkt x^ auf dem Schnitte ange- 
nommen wird. Dies hat auf das Endresultat gar keinen Einfluß, wenn 
der Weg zunächst nach oben führt, liefert jedoch zur Endsumme den Bei- 
trag -^27^, sowie der Weg den Schnitt in der Richtung nach unten 
verläßt. 

Der zuvor festgestellte Zusammenhang zwischen den verschiedenen 
eindeutigen Zweigen von \jgx zeigt, daß es freisteht, diese Zweige auf 
unendlich viele andere Arten voneinander zu trennen, indem man an die 
Stelle des Schnittes 0, — oo irgendeinen anderen treten läßt, der nicht 
einmal geradlinig zu sein braucht, sondern in einer beliebigen vom Null- 
punkt ins Unendliche sich erstreckenden, ofienen cToräanschen Kurve be- 
stehen kann. 

7. Ersetzt man in Gl. (17) bzw. (24) x durch a; + 1, so ergibt sich: 

OS 

(26) + = exkl. * 1), 

1 

eine Reihe, welche gewöhnlich schlechthin als die logarithmische bezeich- 
net wird. Da 1 + a; reell und ^0, wenn x recK und ^—1, so über- 
nimmt die Stelle o; » — 1 die früher vom Nullpunkt gespielte Rolle, 


1) Wir sagen „durchsetzte^ nicht: „schneidet“, um die Möglichkeit offen zu 
lassen, daß der Weg auch stückweise mit dem Schnitte zusammenfallen kann. 

2) sc. in der Richtung nach unten: es sollte ja im vorliegenden Fälle gerade 
kein Durohsetzen stattfinden. 
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lg(l + x) ist daher eindeutig definiert und regulär im Innern desjenigen 
Bereiches, welcher begrenzt wird durch den Schnitt — 1, — oo, und wird 
in diesem Umfange durch die analytischen Fortsetzungen der Reihe 
^]g(a;) dargestellt, soweit deren Eonvergenzkreise (die sämtlich durch 
den Punkt — 1 gehen) den Schnitt nicht überschreiten. 

Ersetzt man in Ol. (26) x durch — x, so folgt: 

00 

(27) (il|Sl,elkl.i-l), 

t 


und hier gelten die analogen Bemerkungen, wie die zuletzt an 01. (26) 
geknüpften, mit dem einzigen Unterschiede, daß jetzt die Strecke 1, + 
als Schnüt zu gelten hat. 

Aus 01. (26), (27) folgt: 

‘ (ig(i + x) - Ig(i - x)| ^ * - ± *)■ 

0 


Da für reelle o; bei | a; | < 1 die beiden Logarithmen reell ausfallen und 

1 -iL 

somit ihre Differenz ohne weiteres durch lg : ersetzt werden kann, 

so laßt sich zuiuichst für solche reelle x die vorstehende Oleichuug durch 
die folgende ersetzen: 


(28) 


2 » 1 - .r ^ 


21 -+ 1 


Da andererseits die linke Seite im Innern des von den beiden Schnitten^) 
— 1, — 00 und 1, + 00 begrenzten Bereiches eindeutig definiert und 
regulär ist, so gilt Gl. (28) für den ganzen Konvergenzbereich der be- 
treffenden Reihe, d. h. für j a; | ^ 1 mit Ausnahme der Stellen ± 1 , für 


welche eigentliche Divergenz nach + oo bzw. — oc stattfindet ^wiedemm 


in Übereinstimmung mit limlgJ ]J^^ bzw. lim^lgj^^j 


.i + ^\ 


1) Auf diesen beiden Schnitten, also für reelle x mit absoluten Betragen > 1 
1 4- a; 

wird rein negativ 
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§ 71. Der Arcustangens und seine Beziehungen zum Logarithmus. — 
Beihenentwicklungen fftr den Hauptwert aretg jc. — Die unendlich 
vieldeutige Funktion Arctga?. — Eudgftltige Losung der Aufgabe, 
jede beliebige komplexe Zahl x iu der Form | x | • e*''* darzustellen. 
— Der reelle und imagln&re Teil des Logarithmus und der loga- 

rithmischen Reihe. 

1. Aus § 69, Nr. 7, Gl. (31), (32) ergibt sich durch Vertauschung 
von X und y, daß die Gleichung: 

(1) ar-tangy, 

die in der Umgebung von x ^0 reguläre Umkehrung besitzt: 

00 

( 2 ) 

0 

Im übrigen muß ja die Umkehrung von Gl. (1) eine unendlich vieldeutige 
Funktion sein, da alle möglichen y + n-T(» -= 0, ± 1 ± 2, . . .) bei fest- 
gehaltenem y das gleiche x erzeugen, also umgekehrt zu jedem x unend- 
lich viele verschiedene y gehören, nämlich alle von einem beliebig unter 
ihnen ausgewählten um ein ganzes Multiplum von n verschiedenen und 
nur diese. Aus: tang y » taug y, anders geschrieben: 

T * ” r ‘ >"Te“^ 

oder auch: 


folgt nämlich nach Wegschaffung der Nenner: 


also: 


s= und somit: y' — ?/ + vtic 


(ohne jede andere Möglichkeit). 

Diese unendlich vieldeutige Umkehrung y von GL (1) heißt Arcus- 
tangens von Xj in Zeichen: 

(3) y — Arctga. 

Wird analog wie beim Logarithmus aus ihrem gesamten Weiivorrat ein 
bestimmter eindeiäiger Zweig als Hauptwert ausgewählt und mit arctg x 
bezeichnet, so sind alle möglichen Werte in der Form enthalten: 

(4) Arctg X — * arctg rr -f- nn (w ** 0, ± 1, ± 2, . . .). 

Jener fragliche Hmptwert soll nun zunächst durch die Reihe (2) defi- 
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niert werden^ soweit diese letztere konvergiert, so daß also: 

( 5 ) arctg a: - ^ 1 )*' 2 *-+i i ® I ^ ^ a; - ± i . 

0 

Für o; » ± t findet eigentliche Divergenz in der Weise statt^ daß die vom 
Faktor i befreite Reihe nach ± oo divergiert. Da sodann (nach dem 
Satze von § 32, Nr. 7, S. 259): lim arctg rr — oo, so erweisen sich die 
beiden Stellen a: =* ± f als singuläre für arctg a;. 

00 

Für x^l geht die Reihe (5) in die Xeibntxrsche: ^ (— ^ 

0 

(vgl § 65, Gl. (5), S. 495) über, so daß also: 

(5a) arctgl = ^ , 

wie man (mit Berücksichtigung der aus Gl. (5) für arctg 1 sich ergebenden 
Schranken: 0 < arctg 1 < 1 , die für keinen anderen Wert von Arctg 1 
passen) auch unmittelbar aus der Beziehung: tang ^==1 hätte erschließen 
und sodann im Anschluß an Gl. (5) zur Summation der Xreibni^rschen 
Reihe benützen können. 

2. Die Vergleichung der Reihe (5) mit derjenigen in Gl. (28) des 
vorigen Paragraphen zeigt, daß sie aus der letzteren durch Substitution 
von xi an Stelle von x und Division mit i hervorgeht. Infolgedessen er- 
gibt sich: 

( 6 ) = 

zunächst für | | ^ 1 , und diese Beziehung kann dann dazu dienen, um 
den Hamptwert von Arctg o: für die ganze Ebene zu definieren ^wie sich 

auch unmittelbar ergeben würde, wenn man vor der Auflösung von 

1 1 \ 

% ' e*®'* + 1/ 

Infolge der Substitution von xi für x in § 70, Gl. (28) treten an die 
Stelle der dort eingefiihrten Schnitte — 1, — - oo und 1, + oo die folgen- 
den: i, ooi und — i, — ooi (das soll bedeuten: die beiden Stücke der 
imaginären Achse, die sich von i bzw. ~ i in positiver bzw. negativer 
Richtung ins Unendliche erstrecken). Im Innern des von diesen Schnitten 
begrenzten Bereiches ist arctg rr. durchweg regulär, eine monogene analy- 
tische Funktion. 

Da der imaginäre Teil jedes Hauptlogarithmus in den Grenzen 
— üti {exM,) und + xi (inkl.) liegt, so folgt aus Gl. (6), daß: 

(7) --|-<SR(arctg:r)^ + | 


Gl. (1) nach y die rechte Seite in die Form setzt: tang^ 
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(konform mit der in der Trigonometrie für reelle x üblichen Festsetzung). 
Wir wollen zeigen, daß zugleich 8i(arctga:) jposiifii? bzw. negativ ausfällt, 
je nachdem x der reckten oder linlcen Halbebene angehört (im ersteren 
Falle sogar einschließlich der begrenzenden imaginären Achse mit Aus- 
nahme der Strecke — i, + i). Setzt man: 


BO wird: 

und daher nach 61. (6): 

(8) arctg X = — ^\gr' , also : 3t (arctg x) = -il^' . 


Nun findet man: 


und hieraus: 


1 + »«•«’'" 
1 - .re^* 


\-\-tre 1 — r’+2»rcoBi/i 

r+ tre“’''* " 1 + »•*+ 2r sin^ 


r sin = 


2r cosij) 

1 + r*-i- 2r ßin-^ 


Der Nenner dieses Ausdrucks wird im Intervall — ä < ^ < + ar nur Null 
für ^ — y, wenn zugleich r =* 1, in jedem andern Falle ist er größer 

als (1 — r)*, also positiv. Der Zähler wird Null für ^ == ± y . Somit 

hat sin nach Ausschluß von = ± y dasselbe VoreeicheHj wie cos 
so daß also: 

sin ^' > 0 für | < y , sin ^' < 0 für | i > y • 


Da andererseits V'' hei 0 < | ^' | < sr dasselbe Vorzeichen hat wie 
so folgt schließlich mit Berücksichtigung von 61. (8), daß wie behauptet: 


( 10 ) 


3fi (arctg x) 


>0 

<0 


für 






(Uso für I >*0 


» 


„ S<0. 


Für den hierbei noch ausgeschlossenen Fall ^ ± y , d. h. wenn x der 

imaginären Achse angehort, also von der Form x^ r^i ist, hat man (nach 
Ausscheidung der hier nicht in Betracht kommenden singulären Stellen 
X = ±1) zu unterscheiden, ob |i^| < 1 oder |i^| > 1. Im ersteren Falle 
gehört ja das in Frage kommende Stück — i, + i, abgesehen von den 
6renzen i, dem Regularitätsbereich von arctg x an (s. 61. (5)) und da 
8# (arctg x), wie eben bewiesen, zu beiden Seiten jener Strecke verschiedene 
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Vorzeichen hat^ so mufi infolge der Stetigkeit 
(11a) 9i (arctg lyi) =* 0 (| t;| < 1) 


sein. In der Tat findet man für |iy| < 1: 

(12a) arctg ^ lg j y d. h. rein imaginär. 

Nimmt man dagegen liyj > 1, so wird: 


(12b) 
und daher: 





(11b) 91 (arctg i]i) - " (jijl > 1). 


3. Daß arctg eine ungerade Funktion^ also: 
(13) arctg (— a?) — arctg a:, 


folgt für \x\ unmittelbar aus der Reihenentwicklung (5), gilt dann 
aber ohne weiteres für den ganzen Regularitätsbereich von arctg x, d. h. 
in der ganzen Ebene mit Ausnahme der beiden Schnitte x^r^i (li^l^l)- 
Aus Gl. (12b) folgt für \ri\ > 1: 


arctg (- 1 , 0 = ^ lg + f = - lg f 


und daher mit nochmaliger Benutzung von Gl. (12 b): 

(13a) arctg (— t^i) = — arctg t/i + n ([»/j > 1). 

Ersetzt man ferner in Gl. (6) x durch so ergibt sich^): 




1 — xi\ 

1 xt) 


1 / , l + xi ^ .\2 

‘i7 


und durch nochmalige Anwendung von 61. (6) auf die rechte Seite dieser 
Gleichung: 

(14) arctg a; + arctg ^ ± ^ 


1) Statt arctg — schreibt man auch: arccoto* 

oc 


Aus: 


folgt n&mlich: 
und daher: 


y *= arctg also : ~ — tang y, 

X =* coty 
y » arccoto;, 


wenn man nach Analogie der bisherigen Bezeichnungen den Hauptwert der Um 
kehrung von x^^coty mit arccoto; bezeichnet. 

2) Vgl. FuBn. 1, S. 641. 
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§ 71. 


Beziehung zwischen arctgrc und arctg — 


d. h. die links stehende Summe ist konstant^ zum mindesten in jedem zu- 
sammenhängenden Oebiete, in welchem sie stetig ist. Da arctg o? diese 
Eigenschaft in der ganzen Ebene mit Ausnahme der beiden Schnitte 
I, ooi, —i, — ooi besitzt, diese letzteren aber durch Substitution von — 

auf die Strecken — i, Ö, i, 0 abgebildet werden und somit arctg ~ regu- 
lär, also auch stetig ist für jede nicht der Strecke — i, + i angehörige 
Stelle, so gerfäUt der Stäigkeitshereich der obigen Summe in die beiden 
durch die imaginäre Achse getrennten Teilgebiete, d. h. die betreffenden 
beiden Halbebenen, Nun hat man mit Benutzung von Gl. (öa) und (13): 


(arctg« + arctg | , 

und somit allgemein: 

(15) arctg -f arctg ~ 


^arctg X + arctg 
— * „ 6 < 0 . 


n 

Y 


Im Falle £ » 0, also für x ^ rii bleibt (abgesehen von den singu- 
lären Stellen ä: = ± i) noch die erste der beiden Formeln gültig. Sei 
etwa: |ij[ > 1, also |-~j < 1, so findet man: 

arctg ^ = arctg (— — i) -= — arctg (nach 61. (13)) 

= “ Ä ^8 ^ (nach Gl. (12a)) 

= — arctg ^ (nach Gl. (12 b)) 

und daher: 

(15 a) arctg iji + arctg ^ f 

zunächst für |iy| > 1, aber infolge der Symmetrie der linken Seite in be- 
zug auf Tji und ohne weiteres auch für |i^| < 1 (überdies, wie bereits 
bemerkt, in Übereinstimmung mit der ersten der Formeln (15)). 

4. Die Beziehungen (15) können dazu dienen, um arctg x für ^ 1 
(exkl ^ = ± Ü negativen Potenzen von x zu entwickeln. Man findet 
zunächst aus Gl. (5) durch Substitution von an Stelle von x\ 

(16) arctg ^ (— 1)’ ßr\x\'^l (exJd. « = ± ») *) 

0 

1) Daß hiernach arctg— an der Stelle ac — oo sich regulär verhalt, ist ja 

X 

in Wahrheit nur eine andere Ansdrucksweise dafür, daß arctg o; für x^O regu- 
lär ist. 
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und daher mit Benntzimg der 61. (15), (15a) für \x\ ^ 1 (exkl. 3 ?== i i): 

= 2 -2’(-i)'V+r /•«««•• 5^0 


(17) 


arctg X 




+ 

.-(8v + l) 


2v-\- 1 


g<0. 


Hieraus würde für je; —> cx) folgen, daß: 

(17 a) lim arctg jc = ^ bzw. = — 

at -► 00 « Z 


je nachdem x innerhalb der rechten oder der linken Halbebene dem Un- 
endlichen zustrebt, und daß im Falle x^i]i für noch die erste 

Formel gilt. Da andererseits arctg oo nicht definiert ist, wollen wir, um 
die Eindeutigkeit des Hauptwertes arctg x auch für x ^ oo zu erhalten, 
mit Rücksicht auf Ungl. (7) defiuitionsweise die Festsetzung treffen: 

(18) arctgoo = Y- 


Die in (17) unter dem Summenzeichen stehende Reihensumme ist 
auf den beiden Schnitten x^i]i (|^!>1) imaginär und nach der 
rechten, wie linken Seite hin stetig. Man findet daher aus den 61. (17) 
(immer |)?| > 1 vorausgesetzt) für | ± 0: 

(19) lim 91 (arctg jr) = + lim 91 (arctg a;) ^ ‘ 

Da andererseits nach 61. (Hb): 

«R (arctg iji) = + J (ki > 1), 


SO ist bei Annäherung von x an jeden der beiden Schnitte von rechts her 
für arctg x noch Stetigkeit vorhanden, während beim Verlassen des Schnittes 
in der Richtung nach links arctg x einen Stetigkeitssprung von der 6röße 
— -Ä erleidet. Dagegen nimmt die erste rechte Seite der Formel (17) beim 
Überschreiten eines jeden der beiden Schnitte stetig bleibend den Wert 
arctg:r + ^ an» geht also in einen neuen Zweig der unendlich vieldeutigen 
Funktion Arctg x über, der mit Arctg^ x zu bezeichnen wäre, wenn wir 
nach Analogie der beim Logarithmus eingeführten Bezeichnungsweise 
setzen: 

(20) arctg jc + nn = Arctg^a: (w =■ 0, + 1, ± 2, . . .). 

Jener Arctg^ x ist dann wieder im Innern des von den beiden Schnitten 
begrenzten Bereiches eindeutig und regulär. Bei stetiger^ d. h. in dem vor. 
liegenden Falle analytischer Fortsetzung über einen der beiden Schnitte 
in der Richtung von rechts nach links geht er dann in Arctg, x über usf. 
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Analog würde die analytische Fortsetzung des arctga: von der linien 
auf die rechte Seite eines jeden der beiden Schnitte den Wert Arctg^j x 
erzeugen (mit dem Unterschiede, daß hier dieser Wert schon auf dem 
Schnitte selbst zum Vorschein kommt), in gleicher Weise Arctg^^a; in 
Arctg _2 X übergehen usf. 

Es besitzt hiernach Arctg x den Charakter einer zwar unendlich 
vieldeutigen, aber monogenen, also mit ihrem gesamten Wertvorrat aus 
einem beliebigen ihrer Elemente durch analytische Fortsetzung hervor- 
gehenden Funktion. 

Bedeutet Xq irgendeine der rechten Halbebene angehörige Stelle und 
wird arctg = ?ß(a;jarQ) längs eines einfach geschlossenen Weges, der nur 
einen der beiden Schnitte einmal von rechts nach linTcs überschreitet, ana- 
lytisch fortgesetzt, bis die Entwicklung wieder in eine solche nach Po- 
tenzen von X — Xq zurückkehrt, so ist in 5ß(a:'a:o) + tc überge- 

gangen, erscheint dagegen unverändert, wenn der Yf eg jeden der beiden 
Schnitte einmal überschreitet. Da ein TVeg der ersten Art stets eine und 
nur eine der beiden singulären Stellen ± i im Innern enthält und, wie 
aus den vorangehenden Betrachtungen hervorgeht, die in diesem Falle ein- 
tretende Verzweigung (von arctg x in Arctg^ x) ausschließlich auf diesem 
Umstande beruht, so spielen die Stellen + / hier die Rolle von Verzwei^ 
gungspunTcten (und zwar logarithmischen, wie ja unmittelbar aus der Formel 
(6) hervorgeht). Zugleich zeigt das Verhalten bei Anwendung eines Fort- 
setzungsweges der zweiten Art^^ welcher ja beide Stellen + i umschließen 
muß, daß diese letzteren in ihrer Wirkung sich gegenseitig auf heben. 

Das vorstehende Ergebnis läßt sich leicht dahin verallgemeinern, 
daß ein einfach geschlossener Fortsetzungsweg dann und nur dann eine 
Verzweigung hervorbringt, wenn die Zahl, welche angibt, wie oft er die 
beiden Schnitte zmammengenommen^) durchsetzt^), eine ungerade ist. 

Weiter ergibt sich sodann, daß bei Wiederholung des Fortsetzungs- 
Verfahrens längs eines Weges der eben bezeichneten Art Arctg, x zum 
Vorschein kommt, ebenso, wenn die Fortsetzungsrichtung von vornherein 
umgekehrt wird, Arctg^j x, usf. 

Schließlich erkennt man, daß bei analytischer Fortsetzung von arctg o; 
längs eines ganz beliebigen stetigen Weges zwischen zwei Stellen und 
X (die man mit unerheblicher (d. h. leicht zu erledigender) Beschränkung 
der Allgemeinheit^) als nicht auf einem der Schnitte liegend, eventuell 
auch als zusammenfallend annehmen kann) als Endresultat erscheint: 

1) ln dieser Aussage ist selbstverstä,ndlich auch der Fall enthalten, daß einer 
der beiden Schnitte überhaupt nicht durchsetzt wird 

2) Vgl. Fußn. 1, S. 649. 

3) Vgl. die analogen Betrachtungen in Nr. 6 des vorigen Paragraphen (S. 547/9). 
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arctg^ + (jP ~ wenn der fragliche Weg die beiden Schnitte zusam- 
mengenommen ^^mal in y^osUivev^* Richtung (d. h. von rechts nach linls\ 
nmal in ,^neg(xtivef*^ (d. h. von links nach rechts) durchsetzt. 

5. Die Einführung der Funktion Arctg x und der zu ihrer Berech- 
nung verwendbaren Reihenentwicklungen bietet die Möglichkeit, eine 
wesentliche, an markanter Stelle noch bestehende Lücke nunmehr aus- 
zufüllen. Es handelt sich dabei um die Darstellung jeder beliebigen kom- 
plexen Zahl x^i + f]i in der transzendenten oder trigonometrischen Form: 
X ^ \x\ • e^* \x\ (cos^ -f- i Bmtli), Das Vorhandensein solcher Darstel- 
lungen, insbesondere einer durch die Bedingung — jc eindeutig 

charakterisierten sog. Hauptdarstellung wurde zwar in § 61, Nr. 2 (S. 457) 
und § 62, Nr. 6 (S. 470) außer Zweifel gesetzt, dagegen fehlte es bisher 
an einem Wege, das Argument^ oder die ,yAmplitude^^ ^ (vgl. § 62, 
Fußn. 2, S. 470) als Funktion von | und explizite dai-zustellen bzw. 
zu berechnen. 

Aus der Identität: 

? + 12* - |S + i2i| • 

folgt, daß tlf den beiden Gleichungen zu genügen hat: 

cos^ = — r, sin^ =* rr-T — r * 

Wird vorläufig der Fall | =- 0 ausgeschlossen, so ergibt sich weiter; 

tang ^ = y 

und daher: 

4^ = Arctg ^ , 

wobei schließlich nur noch festzustellen ist, welche Werte von Arctg ^ 

als Lösung der vorliegenden Aufgabe in Betracht kommen. Da bereits 
feststeht, daß es stets eine und nur eine dem Intervall [— x (exkl.), -f- x] 
angehörige Zahl ^ gibt, welche eine Darstellung der verlangten Art, 
nämlich die Hauptdarstellung, liefert, so ist für dieses ^ ein eindeutig be- 
stimmter , dem obigen Intervall angehöriger Wert von Arctg y zu nehmen, 

den wir als erweiterten Hauptwert des Arcustangens und durch die Schreib- 
weise arctg {yi 1 1) bezeichnen wollen und der nur dann mit dem gewöhnlichen 

Hauptwert arctg ^ zusammenfallen wird, wenn die Zahl ^ dem Intervall 
Y “gehört, d. h. wenn |>0 ist (da ja der Fall | *-0 

vorläufig ausgeschlossen wurde). 
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Ist dagegen | < 0, ^ 0 und daher: cos il^ < 0, sin ^ ^ 0, so findet 

man: y < V' ^ also hat man für (den im 2*®“ Quadranten liegenden 

Bogen) ^ zu nehmen: arctg (tj 1 1) =- arctg ~ ^ ^ arctg y + zr. 

Ist schlieBlich | < 0, < 0 und daher: co8V^<0, sin^<0, so 

findet man: 

— 3t < ^ < — I (3*®*^ Quadrant), also: arctg (i^'l) == arctg — jt 

*« arctg g — 3r. 

Zusammenfassend ergibt sich somit: 

(21) S + fl + vH • 


wo: 


( 22 ) 


arctg (i^'l) 


arctg y , wenn | > 0 
arctg|-+3r, „ |< 0, ^ 0 

arctg y — --t, „ I < 0, ly < 0. 


In dem noch ausgeschlossenen Falle | » 0 ^in welchem y sinnlos wird^ 
findet man ohne weiteres aus den Gleichungen für cos sin jff (überein- 
stimmend mit der geometrischen Anschauung): 


(22a) 


wenn ly > 0: ^ == ^ Im arctg ^ ^ 

wenn < 0: ^ ^ lim arctg y * 


Als allgemeinste Lösung ergibt sich schließlich: 


(23) ^ = arctg(i?||) + 2nx (w =» 0, ± 1, ± 2, . . .), 

wo in den unter (22 a) angeführten Fällen arctg (v i) durch y bzw. 
— ^ zu ersetzen ist. 

6. Die Beziehung (21) liefert auch ohne weiteres die noch fehlende 
explizite Darstellung des imaginären Teiles von Ig(| + ^0; i^ämlich: 

(24) lg (6 + i?i) = 2 *8 (5*+ 1?*) + »■ • arctg (ij S), 


WO wiederum im Falle | = 0 der Koeffizient von i durch ± y zu er- 
setzen ist, je nachdem 
Setzt man: 

I + ijt “ 1 + re^' — 1 + r cos #■ + ir sin 0^ (— :r < #■ ;^ + «), 
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(25) lg (1 + re^*) *= — lg (1 + r* + 2r cos -&•) + i arctg (r sin O" [ 1 + r cos d*) 

Andererseits hat man nach 61. (26) des vorigen Paragraphen (S. 549): 
00 00 

(26) lg(l + =2f (“ 

1 1 

1 

und daher durch Vergleichung mit (25): 


(27) 


Ylg(l + r*+ 2rcosd) =^(- -r' 

1 

00 

arctg (r sin 6*11 +rcos6) (— r^. 


Diese für r < 1 unbedingt konvergierenden Entwicklungen gelten 
noch als bedingt konvergent für r » 1 mit Ausschluß von d" = tCj also 
für: — < 6 < + ^. Bei dieser Einschränkung ist ausnahmslos 1 + r 

cos 6 > 0 und daher kann nach der ersten der Formeln (22) der erweiterte 
Hauptwert arctg (r sin 6| 1 + r cos 6) ohne weiteres durch den gewöhn- 
lichen ersetzt werden. Da sodann: arctg (r sin 6jl + rcos6) — arctg 


(t“gT) == Y und außerdem: 2 + 2 cos * 4 qos* " wird, so gehen die 


61. (27) für r =» 1 in die folgenden über: 


( 28 ) 


lg(2cos~)-2(- 


COB 


9 

2 


■2? (-!)'"*- 


sin vd" 

V 


(- ;r < 6 < + 


Für 6 — + jr wird die erste der beiden Reihen divergent^), die zweite 
konvergiert zwar in diesem Falle nach Null^ diese ihre Summe erweist 
sich aber als unstetig, da aus der für |6|<:ir geltenden Summations- 
formel folgt: 


lim2(- 1)^ 


sin vO 


&-^7l 


n 

Y ' 


OD 

lim 2(- l)*^" 


sin vO 


TT 


n 
2 * 


1) Sie divergiert übrigens nach — oo übereinstimmend mit dem Grenzwerte 
von lg ^2 cos lÜr 0* — > + * (vgl. den Satz von § 82, Nr. 7, S 269). 
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Gerade wegen dieser Eigenschaft kommt der obigen Reihe eine ganz 
besondere historische Bedeutung zu: es ist dies nämlich gerade diejenige 
Reihe, an welcher Ahd zuerst die TJnrichtigTceit der (7au^%schen Behaup- 
tung von der StetigJceit jeder konvergierenden Reihe stetiger Funktionen 
feststellte und daran anknüpfend durch den Beweis des nach ihm be- 
nannten Stetigkeitssatzes für Potenzreihen an der Eonvergenzgrenze (s. §32, 
Nr. 1, S. 252) die Grundlage für den fundamentalen, die gesamte moderne 
Analysis beherrschenden Begriff der gleichmäßigen Konvergenz ge- 
schaffen hat. 

§72. Notwendigkeit einer grundsätzlich eindeutigen Ueflnitioii 
des Potenzsymbols 5". — Die allgemeine Potenz ((5))" und deren 
Hauptwert 5". — Die Reehnungsregeln für allgemeine Potenzen 

JL JL 

und deren Hauptwerte. — Der Hauptwert 5" von ((ft))“ =Vft. — 
Primitive Einheitswurzeln. — Die Punktmenge ((1))<^ hei reellem 

irrationalen a. 

1. Nachdem die charakteristische Form des ursprünglich für die 
Potenz mit ganzzahligem Exponenten geschaffenen Symbols für die Ex- 
ponentialfunlction in Anspruch genommen worden ist und hiernach das 
Zeichen für jeden beliebigen komplexen „Exponenten^^ x eine eindeutig 
bestimmte Zahl vorstellt, so würde es zu bedenklicher Verwirrung führen, 
wenn man ganz analog gebaute Symbole, bei denen an Stelle der Zahl e 
irgendeine andere Zahl steht, als mehrwertig verwendete.') Es müßte 
doch innerhalb eines konsequent durchgebildeten Zeichensystems als ein 
kaum erträglicher Widerspruch erscheinen, wenn z. B. bei a jede 
der beiden durch das Zeichen ya zusammengefafiten Wurzeln der Glei- 
chung *— a bedeuten sollte, während auf Grund der nun einmal ge- 
troffenen Festsetzung unter ^ niemals etwas anderes verstanden werden, 
kann, als | )/« | (wegen: =■ e und ^ > 0). Oder, um dieses einfache 

Beispiel noch etwas weiter auszuführen: wollte man etwa unter x^ die 
sonst als Yx bezeichnete zweiwertige Umkehrung y der Gleichung: x^y^ 
verstehen, so würde der Zweig mit negativ-Tedlem Teil (vgl. § 18, Nr. 4, 
S. 169) an der Stelle x^e, da nun einmal an der Beziehung €^>0 nichts 
zu ändern ist, eine gänzlich immotivierte, lediglich einer unglücklichen 
Bezeichnungsweise entspringende Stetigkeitsunterbrechung erleiden. 

1) Manche Autoren versuchen diesem Dilemma dadurch zu entgehen, daß sie 
das Symbol e' je nach Bedarf bald als eMeutig^ bald als vieldeutig verwenden. Mir 
erscheint dieses sonderbare Auskunftsmittel nicht empfehlenswert. Andere Autoren 
ersetzen das seit Eulers „IntroducHo^* (1748) für die Exponentialfunktion nun doch 
einmal allgemein üblich gewordene Symbol ^ durch das wenig anmutige: exp(a;). 

Pringsheiin, Vorleiungen II, 1 86 
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Hiernach müssen geeignete Festsetzungen getroffen werden, vermöge 
deren ein Symbol von der Form immer nur eine eindeutig bestimmte 
Zahl vorstellt, und zwar, nachdem dasselbe für ganzzahlige a bei be- 
liebig komplexem b, sodann für 6 » e bei beliebig komplexem a bereite 
existiert, gleich in dem Umfange, daß sowohl a als h beliebige komplexe 
Zahlen bedeuten sollen. 

2. Als zweckmäßiger Ausgangspunkt für die Definition von dient 
die Darstellung von b (unter der Voraussetzung & 0) in der Exponen-' 

tiaiform, und zwar fürs erste die sogenannte Hauptdarstdlung: 

vermöge deren b^ zunächst in der Form angeschrieben werden 

kann. Das ist nun freilich noch keine Definition, weist aber sofort einen 
gangbaren Weg zu einer solchen. Da nämlich bereits feststeht (s. § 59„ 
01. (19), S. 445), daß für ein ganeeahliges n: 

80 definieren wir analog (immer unter der Voraussetzung 6^-0): 

BO 

(1) 6» s (« lg by) 

0 

nnd bezeichnen die auf diese Weise eindeutig definierte Zahl als den 
Hauptwert der allgemeinen Potenz von b. 

Um jedes Mißverstendnis auszuschließen, sei ausdrücklich hervorge- 
hoben, daß wir nickt etwa allgemein die Definition einführen: 

(1 bis) (fY “ 

Vielmehr soll diese Beziehung (abgesehen von dem oben angeführten 
Fall eines ganzzahligen a^^n) nur gelten für den in 01. (1) vorliegenden 
Fall, daß d^ den Charakter einer Haupldarstellung besitzt, d.h. daß der 
imaginäre Teil von V der Bedingung genügt: 

-3r<«(^)^3r. 

Ist dies nicht der Fall, so läßt sich V in die Form setzen: 
wo jefat |F|, der ,jreduzieirtef‘ von V, der Bedingung: 

genflgt und k eine eindeutig besUmmk gante Zahl bedeutet (ä; > 0 bzw, 
< 0, je nachdem 91 > » bzw. ^ — wj. Alsdann gilt also in Über* 
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einstimmung mit 61. (1) die folgende Definitionsgleichung: 

(2) (c*')“ — (e^y = e“”' ■ e - **“"• , 

welche (abgesehen von dem Falle, daß ha^ insbesondere also a selbst, eine 
ganze Zahl) nur für Iz ^ 0, also = 6' in die Gl. (Ibis) übergeht.^) 

Da für die Zahl b unendlich viele Exponentialdarstellungen existieren^ 
nämlich alle möglichen von der Form: 




-lg& 


(i; *= 0, ±1, ±2, • • •), 


SO führen wir als allgemeine a*® Potenz von h nach Analogie von (1) den 
Ausdruck ausführlicher geschrieben:, (iz = 0, ±1, ± 2, • • •) 

ein^) und bezeichnen ihn nach dem Vorgänge von Cauchy mit dem Sym- 
bol*): ((&))®, so daß dieses definiert wird durch die Gleichung: 


( 3 ) 


«Lg 6 _ a Lg,. 6 

c — “ e 

__ Jja . ant 


}(v 


0 , ± 1 , + 2 , . • •) 


und im allgemeinen unendlich viele verschiedene Zahlen vorstellt, die 
sich nur dann auf eine endliche Anzahl periodisch wiederkehrender bzw. 
eine einzige reduzieren, wenn a eine rationale bzw. ganze Zahl. 

3. Da die Gleichung (1) eine neue Definition des Symbols fc® ent- 
hält, so ist vor allem festzustellen, daß diese mit den bisherigen, auf be- 


1) Auf die bezüglich der Gültigkeit von Gl. (Ibis) gemachte Einschränkung 
bezieht sich die in § 59, Nr 2 an die Gl. (21b) (S 446) geknüpfte Bemerkung. 
Die betreffende Gleichung 

1 jT 

gilt nur, wenn Text angegebenen Einschränkung genügt, während 

Rie andernfalls (mit Benutzung der im Text erklärten Schreibweise) durch die fol- 
gende zu ersetzen wäre- 

L ^\7\ fL .JJtJlL 

=e«.e " . 

2) Wir vermeiden hier im Gegensatz zu Gl. (1) absichtlich die Zwischende- 
finition denn dieses Symbol würde nach der über die Bedeutung von 

Gl. (Ibis) getroffenen Verfügung nichts anderes bedeuten, als (e‘*^)". 

3) Man findet an Stelle der etwas unbequemen Doppelklammer auch die 
Schreibweise (*5';". Keinesfalls aber würde es genügen, die obige allgemeine 
Potenz zum Unterschiede von ihrem Hauptwerie h® etwa mit (h)" zu bezeichnen. 
Denn, tritt an die Stelle der Basis b ein aus «neäreren Buchstaben bestehender 
Ausdruck, z. B h so läßt sich schon der Haupticert der Potenz nicht 
anders als in der Form (h + b'f anschreiben. Hierin liegt auch der Grund, warum 
unter (e^')" nichts anderes als der Hauptwert der a**" Potenz von verstanden 
werden kann und die bezüglich der Gültigkeit von Gl. (Ibis) gemachte Beschrän- 
kung zur Vermeidung von Widersprüchen sich als notwendig erweist. 

36* 



564 


Abschnitt I. Kap. YIl Umkehrung von Potenzreihen. 


Nr. 4. 


sondere Auswahl der Zahlen a, h sich beziehenden Definitionen nicht im 
Widerspruch steht. Es handelt sich hierbei um die folgenden drei Fälle: 

1) b reeü und positiv^ a reeU. Auf Grund der früher aufgestellten De* 
finitionen einer solchen Potenz b^ (s. 1^^ § 13, Nr. 1; § 23, Nr. 6; § 29, 
Nr. 5, 6; § 31, Nr. 5, 6), sowie des natürlichen Logarithmus einer positi* 
ven Zahl b (§ 32, Nr. 2; § 34, Nr. 1) findet man: 

Nun besteht aber auf Grund eines ausdrücklich bewiesenen Satzes (a. a. 0. 
§ 31, Gl. (19), S. 191) die Beziehung: 

^^lg6^a _ ^algh 

und somit ergibt sich: 

genau übereinstimmend mit unserer jetzigen Definitionsgleichung (1). 

2) b bdiAig komplex^ n, d. h. reell und ganzzahlig. Auch hier 
besteht zunächst die Identität: 

sodann aber nachweislich die Beziehung: 

(^Igft)« ^ 

auf welche ja oben geradezu als Vorbild für die Definitionsgleicbung (1) 
hingewiesen wurde, womit dieser Fall erledigt ist. 

3) b » e, a beliebig komplex. Da: 

BO genügt auch 6" der Definitionsgleichung (1). 

4. Die Definitionen (1) und (3) erweisen sich als ausreichend, um 
festzustellen, inwieweit die Grundregeln für das Rechnen mit Potenzen 
im ursprünglichen Sinne auf die neuen Hauptwerte bzw. die viddeu- 
tigen allgemeinen Potenzen übertragbai' sind. 

Man findet zunächst nach GL (1): 

6« J®' an ^Ig* . ^a'lgfr g(a-*-a')lg6 ^ 


1) Es handelt sich dabei um die drei in I,, § 18 (S. 78) als Gl. (2), (4), (6) 
beeeichneten (auf rationale A und ganzzahlige positive m, n bezüglichen) Formeln: 

A*"- A” — 
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also schließlich: 

(4) 

(genau wie in den Fällen 1) — 3) der vorigen Nummer). *) 

Dagegen folgt ans Definitionsgleichung (3): 

(5) (bf ■ {{bf * 

und, wenn X eine vorläufig beliebig zu denkende ganise Zahl bedeutet: 

(5a) (by • ((6))®' « 6®+“' • 

Daraus ergibt sich, daß dann und nur dann: 

(5b) 

wenn der letzte Ezponential&ktor in 61. (5a) sich auf die Einheit redu- 
ziert, d. h. wenn zu jedem v, v ein ganzzahliges A existiert, derart, daß: 
(v — A)o 4- (v' — A)o' «MC ganze Zahl g,, 

also: 

(5') va + V a' — A(o -|- o') + p. 

Es tößt sich aber zeigen, daß diese Bedingung schon für jedes v, v erfüllt 
ist, wenn eie nur für v — 1, v' = 0 besteht, wenn also: 

(5") a = A(a -|- o') + /t, 

anders geschrieben: 

o' = (1 — A) (o + a') — ft. 

Daraus folgt nämlich für beliebiges v, v: 

va + va'= (vA + v'O. — A)) (o -(- o') -1- (v — v')g, 
so daß die ganzen Zahlen vX + «''(1 — A) und v — v die Stelle der in 
61. (5') mit A, ft bezeichneten übernehmen. Die Bedingung (5") erweist 
sich also als notwendig und hinreichend für die 6ültigkeit von 61. (5 b). 

Die 61eichung (öb) gilt hiernach nur m gewissen Fallen. Dagegen 
zeigt sich die auf den ersten Blick überraschende Eisdieinung, daß man 
ohne jede Schwierigkeit eine bedingungslos gültige 61eichung erhält^ wenn 
man bei deren Bildung statt von der linken Seite der 6L (6 b) von der 
rechten Seite ausgeht. Man findet immlich in diesem Falle: 

(5c) - {bf • {bf . 


1) Ersetzt man in Gl. (4) a durch — a' und beachtet, daß : 




1 ^ JL 

^a'lg6 ja' ’ 






IO folgt: 
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Die Vergleichung mit Gl. (5) nnd (öa) zeigt, daß hier infolge der Wahl 
des Ausgangspunktes von Tomherein die Beschränkung v ^ v ^ ein> 
geführt wird und auf diese Weise 61. (5 c) zum Vorschein kommt. Da- 
gegen steht es, wie ein Blick auf Gl. (5a) zeigt, offenbar nidit frei, die 
beiden Seiten der Gl. (5 c) zu vertauschen. 

Damit hat es die folgende Bewandnis. Stellt jedes Yon irgend zwei 
Zeichen A und B eine einzige Zahl vor, so besagt die Beziehung: 

daß A und B dieselbe Zahl yorstellen, und dieser Sachverhalt kann mit 
gleichem Rechte auch durch die Beziehung: 

B^A 

ausgedrückt werden. 

Stellt aber mindestens eins der Zeichen A und B mehrere (auch 
unendlich viele) Zahlen vor, so gibt man der Beziehung: 

A-^B 

die folgende Bedeutung: Jedes A ist gleich einem B^ d. h. jede der unter 
dem Zeichen A zu verstehenden Zahlen kommt auch unter den mit B 
bezeichneten vor. 

Wenn nun umgekehrt auch jede der Zahlen B unter den Zahlen A 
enthalten ist, so besteht in dem nämlichen Sinne, wie die Gleichung 
A^B auch die folgende: 

B=^A, 

die beiden Seiten der Gleichung sind dann also vertauschbar^), und die 
Gleichung selbst wird dann als eine vollkommene bezeichnet. Ihre beiden 
Seiten stellen dann zwar nicht ein und dieselbe Zahl^ wohl aber genau 
denselben Zahlenvorrat dar. 

Umfaßt aber das Zeichen B auch solche Zahlen, welche nicht unter 
den mit A bezeichneten enthalten sind, so steht es nicht mehr frei, die 
Gleichung A^ B durch B ^ A zu ersetzen, ihre Seiten sind also nUhi 
vertauschbar^ sie selbst heißt eine unvollkommene. 

Dem letzteren Typus gehört also insbesondere die Gl. (5 c) an.*) 


1) z. B.: J/T — l/yT, 

Lga«.lga-|-2vxt (* — 0 , ± 1, ± 2, . ..) 

2) Ersetzt man wiederum in Ql. (6 b) a' durch — a, so ergabt sich die (gleich* 
falls tmvoüktmmene) Qieichung: 



wenn man noch beachtet, daS: 


(ö)-“' — - -4-7 
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5. Wir untersachea ferner, in welchem Umfange die Gleichungen: 
— 6“*' bzw. ^(6)*]!*' — (6))““' beetehen. 

Man hat zuiwchst: 

Ist a eine ganee Zahl oder besitzt c“*** den Charakter einer Hwuptdar- 
steUung, so daß also: — w < lg 6^ so findet man nach Nr. 2, 

Gl. (2): 

(6a) 

Ist dagegen keine der genannten Bedii^pingen erfQUt und setzt man 
wiederum: 

algb |algh| + 2iai, 
wo jetzt: — « < 91^ i joTgFj^ ^ a, so folgt: 

^ ^a'|algfr| ^ ßa*{a\gO-~%kni) 

also schließlich: 

(6b) (b^Y « laa\ 

woraus hervorgeht, daß Gl. (6 a) außer in den bereits genannten Fällen 
auch noch besteht, wenn hd eine ganze Zahl, also d ein Bruch, dessen 
Nenner 1c oder ein Teiler Ton h ist. 

Analog findet man: 

•(6c) 

wo 1c die entsprechende Bedeutung hat, wie zuvor k. Insbesondere ist 
Ä' — 0 bzw. durch 0 ersetzbar, wenn eine Hauptdarstdlung bzw. 1c a 
«ine ganze Zahl ist. 

Hiernach ist nur dann: 

(6d) (6-)«' »(6«')« «6««, 

wenn sowohl a als a' je eine der angegebenen Bedingungen erfüllt. 

Die letzte Gleichung ist eine voükommetie. Jedem Werte der linken Seite ent- 
spricht nicht nur ein Wert der rechten, sondern aueh umgekehrt: man hat eben 
nur bei der Bildung von (6)"' und densdbm Lg 6 zu benutzen. Dagegen 

w&xe es z. B. unzulässig, aus der obigen Gleichung durch mechanisches Fort- 
schaffen des letzten Nenners die folgende herzuleiten: 

welche nicht nur unvollkommen, sondern schlechthin fahch wäre, da keinerlei 
Bindung vorliegt, bei der Bildung von {b}»' und densdben Lg 6 zu benutzen* 

Bichtig, aber unvcBkammen wäre dagegen die durch Vertauschung der Seiten dar- 
aus hervorgehende Gleichung: 
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Für den Fall der aUgememm Potenz hat man zrinächst: 

and daraus folgt, daß a Lg„ h für jedes einzelne v je ein Wert von Lg 1^6])" 
sein muß, so daß also die Gleichung besteht: 

(7a) oLg „ h = Lgffc))“ (v = 0, ±1, ±2 , . . .). 

Daß dieselbe eine m^vdlkommene ist^ lehrt die Beziehung: 


(7b) 


Lg ((6))“ — Lge“^«»* = Lg 


-=a(Lg„6 + 2^«i) 


/» = 0, ± 1, ± 2, . 
V = 0, ± 1, ± 2, . 




Die rechte Seite dieser vollkomineiien Gleichung stellt für alle möglichen 
von 0 verschiedenen ft nur dann einen Wert von a Lg 6 dar, wenn ~ 
für jedes ft + 0 ganzzahlig^ also a der reziproke Wert einer ganzen Zahl 
ist: nur in diesem Falle wird die Gl. (7 a) eine vollkommene. 

Aus der Definitionsgleichung (3) ergibt sich nun mit Benutzung von 
Gl. (7b): 

iihyY = 

also im allgemeinen: 

(8a) iibrf - ((&))««' . (ft =* 0, ± 1, ± 2, . . .), 

in den besonderen Fällen'), daß ^ (s. Gl. (7b)) oder a eine ganze Zahl: 

(8 b) 


Andererseits findet man mit Benutzung von Gl. (7 a) 


also: 

(8c) 


^aa'Lg,,6 ^ ßa'Lg((6))«^ 


Die Gleichung ist eine unvollkommene^ wie ein Blick auf die Gl. (8 a) 
zeigt, welche im allgemeinen nur für ft » 0 mit ihr übereinstimmt; außer- 
dem aber für jedes ft in dem besonderen Falle eines ganzzahligen ^ oder 
a\ in welchem dann die Gl. (8 c) eine vollkommene wird. 

6. Die Gleichung: 

(9a) fc« . c® « (6c)* 


1) Es lind dies keineiwegi die einzigen Fälle dieser Art: s. z. B. weiter unten 
Gl. (17b). Eine genauere ünteriucbung der Möglichkeiten, unter denen Gl. (8a) 
sich auf (8b) reduziert^ zsigt, daß dies der Fall ist, wenn: 

(wa — l)a'= w, 

hnter m, n beliebige ganze Zahlen (inJcl. 0) veritandcu. 
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I 72. Der Hauptwert h* Ton (6)” =^6. 

besteht; abgesehen von dem evidenten Falle eines ganzecMigen wegen: 
5« . c" a. ^(igft+igc) dann, wenn: Igb + igc — Ig&c, was nach § 70, 
Nr. 3, (S. 543) nur der Fall ist, wenn die Summe 6 der Amplituden von h 
und c der Bedingung: — x <i 6 ^ic genügt. Andernfalls findet man: 

+ Igc = Igftc ± so daB dann an die Stelle der 61. (9a) eine 
der beiden in der Form: 

(9 b) 6«.c«==(5c)“.c±*“^* 

enthaltenen tritt ^), die in dem bereits erwähnten Falle eines ganzmUigen 
a sich wieder auf Öl. (9 a) reduziert. 

Dagegen liefert hier die allgemeine Potenz ein einfacheres Ergebnis, 
nämlich die vollkommene Gleichung: 

( 10 ) = 

wegen: 

W • (8. S. 543, Fußn. 1). 

Ganz analoge Aussagen gelten bezüglich der Beziehungen: 


( 11 ) 


h“ 


%-m- 


7. Den nach Gl. (1) definierten Hauptwert der 


(n eine natürliche Zahl), nämlich: 

( 12 ) = 


— lg ft 


Potenz von h 


bezeichnet man ^wegen: (ft") — Hauptwort^) 


1) Beispiel. Es ist: 

(- 

und (— 1)^ = i, = 1, somit: 

(— l)i . (— i)i «= — 1 = . e"*. 

2) Dagegen ist: 

(6**)" » e** nur dann =» ö, 
wenn : lg 6" — n • lg 6, d. h. wenn : 

— « < 81 lg ^ . 

3) Bisher wurde der Ausdruck in dieser Verbindung nur für den Fall n » 2 

benutzt (s. § 70, Gl. (18), S. 589), und zwar zur Bezeichnung des Wurzelwertes 

mit positiv reellem Teil, bzw. wenn dieser fehlt, des positiv imaginären Wertes. Da: 
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von während das letztere Symbol (sofern seine Bedeutung nicht durch 
einen besonderen Zusatz ausdrücklich spezialisiert wird) als gleichbe- 
deutend mit dem viddewtigen (im vorliegenden Falle n-tvertigen) der alt- 
1 

gemeinen Potenz (fb])’' gelten soll^), so daß also: 




— Lgy6 i(lg6+2i-7rf) 

gW ^ gfl 




wobei es offenbar zur Erzeugung aller möglichen verschiedenen Werte 
von ^ schließlich genügt, v die Werte 0, 1, ... n — 1 beizulegen. Da- 
nach ergibt sich: 

1 1 Sr/zt 

(13) yh = ((t)) « « 6” • (i/ =« 0, 1, . . . w - 1), 

d. h. die n Werte von yH sind darstellbar als Produkte des Hauptwertes in 
die n Einheitswurzeln Grades (s. § 62, Nr. 1, S. 462), somit schließlich 

auch in der Form: \/h • e ” , wo yh einen beliebigen dieser Wurzel- 
werte bedeutet.*) 

Ist h reell und positiv , so ist: 


(I4a) 



> 0 , 


also der Hauptwert von ^6 gleichbedeutend mit dem (einzigen) reellen 
positiven Wert. 

Ist h reell und negativ, so wird: 

(14 b) 


WO : — so hat man (zunächst abgesehen von dem Falle •"»n) 

co8^i/)>0, also: 9i(6^)>0, und in dem besonderen Falle =7r: 

sin^'^^l, also: — 

so daß also durchaus mit dem Hauptwert von yb in dem früheren Sinne über- 
einstimmt 

1) Manche Autoren gebrauchen das Zeichen yb als gleichbedeutend mit 

I 

b^, also lediglich zor Bezeichnung des Hauptwertes, und schreiben danü als 
n-wertiges Symbol: yibj, y% (Cauchy: |^5). 

2) 01. (18) l&ßt sich auch in die Form setzen: 

JL 

yb^\br^e , 

wenn: 6 — |ö| • (Vgl. 8. 468, FuBn. 1.) 



Nr. 8. 


571 


X W» 
* n 


§ 72. Bechnungfregeln für 2» ^ , 

Ist dabei n ungerade^ etwa: n — 2m + 1, so hat man 


(14c) 


%m +l/=- 


(fv-hD/ri 


yfe =.|ft|tm + l.g *m + l ^ 


Also insbesondere für v — m: — 1 6 1*"*+* — Der (also ein- 

zig reelle) Wert einer Wurzel unpaaren Qrsdes aus einer negativen Zahl 
ist hiernach keineswegs als deren Hauptwert anzusehen. 

8. Sind m,n,p natürlWw Zahlen, und zwar m, » rdativ prim, so 
hat man zunächst: 


+ ±. 
b- p* - b 


(15) 

Sodann folgt auf Grund Ton Gl. (6 a): 

(16a) b^ 

dagegen: 

(16b) 


±» / 1V±.« 

» « - , 

pm 

Wi 1 

pm 

6- « = (6±«)-, 

ITP^ 


.1 \±P»» 
P" ) 


nur dauHj wenn 91 lg 6^ bzw. 91 ^ lg 6^ in den Grenzen — 

bis einschließlich y liögt.') 

Analog ergibt sich aus Gl. (8b), daß: 

i\\±»» if _L\\±P”» 

i“l , 


(17a) 


pm 

mm 


und zwar als vollkommene Gleichung. Das letztere gilt auch Yon der 
Gleichung: 

+- 

(17 b) 

W) ** *“ )) — V'- }) > 


-L JL 


1) Z. B.: 


dagegen : 
Ferner: 

auch: 


(-»•)* = 1 « v*-r» 

1 / >r<\ f 7ti 

((_,)»)*=U 

((_0*)^-(s-0^-e^’ 


JL .1 5L* 




dagegen; 
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(wie man daraus erkennt, daß jede ihrer beiden Seiten die n Wurzeln 
der Gleichung 6-”* darstellt) während die folgende: 

-f ^ -1 -- 

(17 c) 

für 1 eine unvoUhmmene ist, wie unmittelbar daraus hervorgeht, daß 
die linke Seite nur n, die reckte pn verschiedene Zahlen vorstellt. 

Durch Zusammenfassung von (17 a, b, c) erkennt man, daß von den 
beiden Gleichungen: 

(18) = 


die erste eine votlkommene, die zweite eine unvollkommene ist. 

Schließlich ergibt sich noch mit Hilfe von Gl. (6) und (8 b): 

(19) (fry «= i“*, ((c6))"))" — {hf^ ^ 

(die letztere Gleichung als eine vollkommene) und nach GL (9 a, b): 


1 2 . 

(20a) h« . c« (6c)** bzw. = (6c)** • c" 

je nachdem lg6 + Igc =* lg6c oder =* lg6c ± 2 nt*), und analog: 

(20b) ^ = bzw. 

c** 

während nach GL (10), (11) die vollkommenen Gleichungen bestehen: 

II b ' 


1 ^ 


(20c) 




W’ 


(ff- 


9. Aus GL (17b) folgt für 6 — 1 die vollkommene Gleichung: 


( 21 ) 


d. h. die Gesamtheit der Werte von ((!))** ist (unter der oben gemachten 


1) Anders geschrieben: 

2) Man hat z B , wenn ß >> 0, y>0: 
sondern (wegen: lg jJ + Igy =* 2«i): 

(- «*■ (- (ßi)^ ■ «** ((»y)i 

wie unmittelbar einleuchtet, wenn man jene beiden Hauptwerte von vornherein 
in der Form setzt: iy^. 
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yorausBetzang, daß m und n relativ prim) mit den n Einheitswarzein 
1 

(| 1)) ” identisch, wie auch folgendermaßen bestätigt werden kann. Man hat: 

m ivmn* 

(r = 0, 1, ...n-1) 

und diese n Zahlen sind sämtlich voneinander verschieden. Denn wäre: 

^vxmni %v^m ni 

e ** =* c * , wo: 0 ^ < Vg ^ w — 1, so müßte — eine ganse 

Zahl sein, was unmöglich ist, da 0 < Vj — ^ m — 1 und m zu n relativ 

prim. Setzt man also: 

WO die größte nicht übersteigende ganze Zahl, also r^ eine der 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, ... w — 1 bedeutet, so sind für v — 0, ... w — 1 
die r^ alle von einander vef'schieden, also in ihrer Gesamtheit mit den 
Zahlen 0, 1, ... n — 1 identisch. Das gleiche gilt also auch von den beiden 

i V m 7t i 2 V 7t I 

Zahlengruppen e “ und c " (v *= 0, 1, . . . w ~ 1). 

ivmTtt / 2in7t*\v 

Man kann dieses Ergebnis, wegen : e •* > auch dahin 

iwTfj iju 

aussprechen, daß die Einheitswurzel e ” mit der G^^undwurzel e ^ die 
Eigenschaft gemein hat, durch Erhebung in die 0*®, 1*®, . . . {n — !)*• 
Potenz die sämtlichen n***“ Einheitswurzeln zu erzeugen (vgl. § 62, Nr. 1, 
S. 463). Man bezeichnet eine Einheitswurzel, welche diese Eigenschaft 
besitzt, als primitive. Es sind also alle n*®“ Einheitswurzeln von der Form 

tmm 

e " , falls w, n rdaiiv jpnm^), primitivey und zwar sind umgekehrt aße 
möglichen primitiven Einheitswurzeln in dieser Form enthalten. Denn 
zunächst ist ja (nach § 62, Nr. 1) jede Einheitswurzel in der Form 

tmni 

e ” enthalten (wobei es insbesondere frei steht, m auf das Intervall 
[0, n — 1] zu reduzieren). Sind sodann m und n nicht relativ prim, 

imni 

etwa: m == tm', n =- ft«', wo jetzt w' und n rdativ prim, so ist e • 

= e eine primitive Einheitswurzel, erzeugt also durch Erhebung 
in alle möglichen i/*®^, d. b. ganzzahligen Potenzen überhaupt nur n' ver- 
schiedene Zahlen (da ja für v > n' — 1 bzw. i/ < 0 immer nur solche 
Potenzwerte zum Vorschein kommen, die schon durch einen der Ex- 
ponenten V -= 0, 1, ...«' — 1 erzeugt werden). 

1) Diese Aussage umfaßt (nach I, S. 36, Fußn. 1) auch den Fall m =» 1, also 
die Gruud-£inheitswurzek 
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10. Tritt an die Stelle des raiionalen Exponenten — eine reelle Irrar 
tiondledhl die wir ohne merkliche Beschränkung der Allgemeinheit als 
positiv annehmen können, so besitzt die Potenz: 

(23) {(ly ^ e*'*'«^* ( 1 / - 0, ± 1, ± 2, . . .) 


unendlich viele, durchweg verschiedene Werte'), da für irgend zwei ganze 
Zahlen niemals (v^ — v^)a ganzzahlig ausfallen kann. Es verdient 
bemerkt zu werden, daß diese unendlich vielen Zahlen (( 1 ))" eine Tunkt- 
menge definieren, die auf dem Kreise | rr | ^ 1 itberall dicht liegt, d. h. 
keinen (noch so kleinen) Teilbogen dieses Kreises von Punkten der Menge 
frei läßt. 

Um dies nachzuweisen, sei daran erinnert, daß a als positive Irra- 
tionalzahl sich in einen unendlichen Kettenbruch mit positiven Nähe- 
rungsbröchen entwickeln läßt (vgl. I 3 , § 103, Nr. 4, S. 778) und daß zwischen 
a und jedem Näherungsbruche ^ (wo m und n relativ prim) die Be- 
ziehung besteht: 


a 



(a. a. 0. S. 777, Ungl. (16)) 


die sich, falls man unter einen Näherungsbruch mit geradem Index 


versteht, so daß: a — ~ > 0 (a. a. 0. Ungl. (3)), durch die folgende er- 
setzen läßt: 


( 24 ) 


Ifl . ^ W , 1 

n <“<«+»• 


Hieraus folgt für jedes r > 0: 

vm 


- ^vm v 
„ < V« < -- + 
n n n 


und insbesondere für v = 1 , 2 , 
(25) 


rm . ^ 

— < V« < 
n 


w — 1 a fortiori: 

vm + 1 


eine Ungleichung, die auch noch für 1 / » 0 gültig wird, wenn man das 
erste ünglekhJieitszeichen durch ein Gleichheitszeichen ersetzt. 

Daraus geht hervor, daß jeder der Punkte für v — 1, 2, ... n — 1 

Srmrti 

auf dem Kreise | | — 1 etaisdien den beiden Punkten e ” < und 
e “ liegt bzw. im Falle v — 0 mit dem Punkte e * zusammen- 

fällt. Da aber e ” eine primitive n^ Einheitswurzel und demgemäß die 


1) Das Gleiche gilt, wie leicht ersichtlich, ausnahmslos im Falle eines nicht 
reellen Exponenten. 
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t vmni 

Zahlen e " (v =* 0, 1, . . . « — 1) die Gesamtheit der Einheits- 
wurzeln vorstellen, also die entsprechenden Punkte die^ Kreisperipherie 
in n gleiche Teilbögen zerlegen, so enthält jeder dieser Teilbögen einen 
der Punkte c**'®^*. Und da andererseits die Näherungsbruch>Nenner n 
mit unbegrenzt wachsendem Index gleichfalls unbegrenzt wachsen, jene 
Teilbögen also unbegrenzt abnehmen, so folgt, wie behauptet, daß die 
Punkte |1))® = (schon für v — 0, 1, 2, , um so mehr für v = 0, 

i 1, ± 2, . . .) auf dem Kreise | xj — * 1 überall dicht liegen.^) 

§ 73. Die allgemeine Exponentialfunktion ([b]f und die allgemeine 
Potenzfnnktion — Die binomische Reihe. — Beihenentwick- 
Inng und analytische Fortsetzung Ton x\ — Ergänzung zu dem 
Beihen-llmkehrungssatz von % 69. 

1. Während bei den bisherigen auf die allgemeine Potenz bzw. 
deren Hauptwert b“ sich beziehenden Betrachtungen die Zahlen a und h 
(abgesehen von der Bedingung & «4- 0) zwar beliebige aber feste Zahlen 
bedeuteten, soll jetzt eine dieser beiden Zahlen durch eine komplexe Fer- 
änderliche x ersetzt werden. Auf diese Weise ergibt sich die allgemeine 
ExponentüilfunJcHon ((&))* und die allgemeine FotenefunTction {a?))® (gewöhn- 
lich schlechthin als allgemeine Potenz bezeichnet) mit ihren Hauptwerten 
fc* bzw. a;®. Zur Definition von &* und ((6))* hat man nach Gl. (1) und (3) 
des vorigen Paragraphen: 

eo 

( 1 ) = 

0 

(2) {bf « « 0, ± 1, ± 2, . . .).*) 

Dabei ist der Hauptwert eine ganze transzendente Funktion, nämlich eine 
gewöhnliche Exponentialfunktion mit dem Argument (lg V) • x. Dagegen 
ist die offenbar wiederum unendlich vieldeutige Funktion ifjtiY überhaupt 
heine monogene analytische Funktion, vielmehr lediglich eine Zusammen- 
fassung unendlich vieler, durchaus getrennt verlaufender eindeuiiger (gleich- 

1) Da die Zahl a keiner anderen Bedingung zu genügen hat, als der, 

irrational zu sein, so steht es insbesondere frei, a » ^ zu setzen. Man findet auf 

diese Weise (v » 0, 1, 2, . . .) als besonders einfaches Beispiel einer abzahlharen 
Menge, die auf dem Einheitskreise überaU dicht liegt. Die analoge Eigenschaft 
besitzen dann die Koordinaten von n&mlich cosi^, sin v für das reelle Inter- 
vall [— 1, + 1]. 

2) Speziell ist also: 

(e)* — I. ^0. 
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falls ganzer transzendenter) Funktionen^ deren jede von dem Hauptwerte 
sich um einen Exponentialfaktor unterscheidet. 

Diese Funktion bietet daher zu weiteren besonderen Betrachtungen 
keinen Anlaß. 

2. Wesentlich anders liegen die Verhältnisse in bezug auf die all- 
gemeine Potenz: 

•• 

(3) 

0 

welche als eine fdr jedes von 0 und oo Terschiedene x absolut und nach 
Ausschluß einer beliebig kleinen Umgebung von und x^(x> auch 
gleichmäßig konvergierende Reihe monogener analytischer Funktionen 
gleichfalls den Charakter einer solchen Funktion besitzt. Geht man etwa 
zunächst von dem zugehörigen Hauptwert aus: 

ao 

(4) 

0 

SO erscheint derselbe (auf Grund des Catwhy sehen oder sehen 

Doppelreihensatzes) in demselben Umfange als regulär ^ wie ]gXy d. h. im 
Innern des in § 70, Nr. 2 (S. 542) mit S9 bezeichneten, von dem Schnitte 
0, — oo begrenzten Bereiches. Wird die analytische Fortsetzung über 
diesen Schnitt ausgedehnt, so geht, je nachdem dies in der Richtung von 
oben nach unten oder umgekehrt geschieht, \gx in der Entwicklung (4) 
in Igx ± 27ti und daher in • xf" über, und es ist unmittelbar 

ersichtlich, wie bei entsprechender Wiederholung des analytischen Fort- 
setzungsprozesses längs eines den Nullpunkt umziehenden einfach ge- 
schlossenen Weges (z. B. eines Kreises) alle möglichen Zweige der durch 
Gl. (3) definierten (im allgemeinen unendlich vieldeutigen) Funktion als 
zusammenhängende Bestandteile einer monogenen analytischen Funktion 
zum Vorschein kommen (vgL übrigens weiter unten Nr. 5). 

3. Um die zur Definition des Hauptwertes rc® dienende Reihe von 
GL (4) in eine gewöhnliche Potenzreihe, etwa eine ^(^c — 1), umzu- 
formen, hat man nur Iga; durch die in § 70, Gl. (20) (S. 545) angegebene, 

00 

für ja? — 1 , < 1 absolut konvergierende Reihe^^(— 1)^~^ • (a? — 1)^- zu 

1 

ersetzen und sodann die nach Potenzen dieser letzteren fortschreitende 
Reihe nach Potenzen von a? ■— 1 zu ordnen. Zur Vereinfachung der 
Schreibweise erscheint es zweckmäßig vor Ausführung der betreffenden 
Operation x statt a: — 1, also 1 a? statt x zu schreiben, somit von der 
Beziehung auszugehen: 
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00 00 

= I + “f 2 (- T^'‘ + “if(2 (- 1)'~‘ • 1 + ••• 




Nach § 40, Nr. 3, steht es frei^), die vorstehende Reihe nach Potenzen 
von o; zu ordnen, so daß sie die folgende Form annimmt: 

(6) (1 + a;)« = 1 + ffi(a)x + + • • • + H , 

wo zunächst: 

fft(a) = 1 = - 2 + ^ = ' 2 ! - 


und allgemein ff^(a) eine ^anjs^e Funktion von a vom Grade v (da das 
letzte der in Gl. (5) angeschriebenen Glieder den Beitrag ^ liefert, 
andererseits die Potenz schon bei ihrem ersten Auftreten mit dem 
Faktor x^'^^ behaftet ist). Um das Bildungsgesetz von g^ip) zu be- 
stimmen, gehen wir von der Bemerkung aus, daß für den Fall eines p(h 
sitiven ganzzahligen a = n die Entwicklung (6) die Form annimmt: 

(1 + ic)" == 1 + g^{n)x + gi{n)x* H 1- g,{n)xf‘ + H , 

wo: 

^»(«) = T» = = I7 “ 0 , . . . 

und allgemein für v <n: 

?.(») = - 1) •••(”-»'+ 1) 

also: 

g^(a) -= 0 für o — 0, 1, ... (v — 1). 

Da aber bereits featsteht, daß g^ia) ganze Funktion v*" Grades von a, 
so muß ^,(a) die Form haben: 

(7a) g^a) = (7 ■ a(a — 1) . . . (o — v + 1), 

wo C eine (von a unabhängige) Konstante. Zu ihrer Bestimmung genügt 
die Tatsache, daß für jedes ganzzahlige positive n : ^«(n) 1, also such 

g^iy) — 1 für jedes ganzzahlige positive v, somit schließlich: 

- 1 

1) Es sind hier BOgar die beiden auf S. 307 unter 1) und 2) angeführten Be- 
dingungen erfüllt, deren jede einzeln schon für den fraglichen Zweck auBreichen 
würde. 

Pringsheim, Vorleiangen II, L 


37 



Nr. 4 . 


578 Abicliiiitt I. K&p. VlI. ümkehiang von Potenzrdhen. 


und mit Rficksicht auf 61. (7 a): 

(7b) l-C i;(v-l)...l, d.h, 

Hiernach ergibt sich: 

(7c) (r-1,2,3,...), 

wenn man nach Analogie der nrsprfinglich fbr ganzzahlige positive a — n 
eingefübrten Schreibweise (s. Ij, § 14, 61. (5), S. 88) den durch 61. (7 c) 
definierten BmomicHkoeffieienten für dm Exponentm a mit (a\ be- 
zeichnet (wie schon 1,, § 87, 61. (45), S. 667). 

Die 'fragliche Reihenentwicklung (6) lautet daher schließlich: 

(8) (1 -f xy - 1 ~ x” = ^•(aXx*, 

1 0 

wenn man wiederum noch nach Analogie Ton (n\ « 1 auch (a\ » 1 
setzt. Sie wird als die binomische bezeichnet und stellt, zunächst für 
\x\<l absolut konTorgierend, den Hauptwert von p + xY dar. Wie 
in § 31^ Nr. 2 (S. 249) gezeigt wurde, konvergiert sie auch für | rr | 1 

noch absolut f wenn 9t(a) > 0; dagegen nur noch bedingt ^ und zwar mit 
Ausschluß der Stelle a; = — 1, wenn — 1 < 9t(o) ^ 0, und stellt also 
nach dem Aftelschen Stetigkeitssatze (§ 32, Nr. 5, S. 257) in entsprechen- 
dem Umfange noch den Hauptwert (1 + xY dar. 

Ersetzt man in 61. (8) a durch a — 1, so folgt: 


(1 + a:)“-‘ =2 =^(“ - 


und daraus ergibt sich, wenn man noch beachtet, daß: 
a{a - 

die Beziehung 


«{« - 1 ),_. - . . “■-■»•-l-;;,'- -+‘> - .(»)„ 


80 daß also: 

( 9 ) 


o(l -f a;)“-‘ = ^v(o).a;—* =D ^(o),«:’', 
1 0 

D(1 + xY =- a(l + a?)®“S 


d. h. der Hauptwert (1 + xY besitzt für \x \ < 1 eine Derivierte bzw. einen 
JDifferentialquotienten mit dem nämlichen Bildungsgesetz, wie das im Falle 
eines reellen ganzzahligen Exponenten a geltende. 

4. Da der Hauptwert (1 + xY auf Grund der gegebenen Definition 
sich durch reelle Elementarfunktionen darstellen Ußt, so kann er umge- 
kehrt dazu dienen, um die binomische Beikey bzw. ihren redlen und imor 
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ginärm Tefl, zu summieren. Man hat zunächst, wenn a =** a + ßi, 
00 

(g), x^' = g(«+/^»)ig(i+*) 

0 

= ^« + i'^*KlR|l + *l+»*rctg(»;|l + €) 


Infolge der Beschränkung \x \ hat man, wenn der Wert a; — 1 
bis auf weiteres ausgeschlossen wird, 1 + I > 0 und kann daher den 
j^erweiterten*^ Hauptwert des Arcustangem (s. § 71, Nr. 5, 61. (22)) durch 
den gewöhnlichen ersetzen. Hiernach findet man: 

00 

(10) ^(a),a;‘' = 

0 

Ist insbesondere a reelle also: a =» a, » 0, so nimmt diese Formel 
die einfachere Gestalt an: 


(10a) 


^ ( k \ x * — e«ig!i+*i+«(«c«g-^.), 

0 

= 1 1 + a: 1“ (cos (« arctg + » «a (« "ctg r|r|))‘ 


Setzt man a; « r • (wo: — ä < ^ 3r), so folgt aus (10a) durch Tren- 

nung des Reellen und Imaginären: 


( 11 ) 


” — 

1 + x"! cos vfi* — (1 + r* + 2r cos -9) * cos ( a arctg 

* — 

y sin v-fi = (1 + r* + 2r cos -fi) * sin arctg 


r sin e* \ 
1 + rcoB^/ 

r sin 0* \ 
1 -j- r coß W 


Ist « > 0 bzw. — 1 < u < 0, so daß also die beiden Reihen für r «= 1 
noch konvergieren (NB. infolge des Ausschlusses von a: = — 1, also fi* =■ ar, 

auch im Falle: — 1 < « < 0), so gehen für r = 1 (wegen: - 

« tang y) die beiden obigen Beziehungen in die folgenden über: 


(11 b) 


1 


+^{aX COBV» = (2 cos y)“cos-^ 
^*(a), sin V» = (2 cos y)“8in ^ 


{-n <»<«). 


Wenn a > 0, so ist («), z*, wie oben bemerkt, auch für den bisher 

ausgeschlossenen Wert a: =- — 1, also fl' — noch (absolut) Iconvergent 

87* 
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und es bleiben daher die Oleichni^en (11a) infolge der Stetigkeit beider 
Seiten noch gUtig- Dabei liefert die erste die Binomialkoeffizientenbe- 
ziebung: 

00 

(11b) 

1 

während die zweite sich auf die Identität 0 0 reduziert. 

Dagegen wird im Falle: — 1 < a < 0 die erste Reihe für — le 
divergent, während die zieeite zwar (nach Null) hmvergiert, aber die rechte 
Seite der betreffenden Gleichung (wie auch der ersten) unendlich wird. 

5. Bedeutet jetzt irgendeine im Innern des o ben mit 83 bezeich- 
ueten Bereiches (d. h. nicht auf dem Schnitte 0, — oo gelegene) Stelle, so 
hat man (vgL § 70, Gl. (23), S. 546) jedenfalls dann: 

Ig^ -lga;-lg®o, 

wenn x einer passend gewählten Umgebung der Stelle angehört, und 
in diesem Falle nach Ql. (9 a) des Torigen Paragraphen (S. 568): 

(12) *--V 

Ist sodann | a; — a;, | < | | bzw. unter den oben in bezug auf a ange- 

gebenen Bedingungen auch: je — Zg | >=> |a:g|, so läßt sich der letzte 
Faktor der vorstehenden Gleichung -durch die binomische Reihe ersetzen, 
und zwar gilt alsdann die Beziehung: 

(i8> 

solange x einerseits dem Konvergenekreise der Reihe, also dem Kreise 
um den Punkt x^ mit dem Radius | x^ | angehört lud zugleich x* stetig 
bleibt^ d. h. schließlich für das die Stelle x„ umschließende Konvergenz- 
gebiet, soweit dasselbe den Schnitt 0, — oo niciii überschreitet (vgL die 
analoge Betnuditung § 70, Nr. 5 im Anschlüsse an Gl. (24a), S. 546). 
Ist das letztere der Fall, was allemal dann eintritt, wenn 21 ( 0 : 0 ) < 0, also 
x^ der ItN^en Halbebene angehörty so stellt die Beihe, wie aus Nr. 2 
dieses Paragraphen hervorgeht, jenseits des Schnittes 0, — 00 den Wert 
bzw. «-•»*' . sc» dar, je nachdem zf, dem obere» oder untere» 
Quadranten der liidcen Halbeb ene angehört. In dem besonderen Falle 
eines auf dem Sehmtte 0, — 00 liegenden, also reell-ni;$rateeew Zg wird in 
dem o beren Halbkreise einschließlich des begrenzenden Durchmessers 
0, 2z:g der Hauptwert xf^, in dem unteren der Wert durch die 

Reihe dargestellt (vgl. Fußn. 1, S. 547). 
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Es bedarf keiner weiteren Ausführung, wie bei wiederholter ana- 
lytischer Fortsetzung eines Funktionselements von der Form (13) längs 
eines geschlossenen, den Nullpunkt umziehenden Weges in positiver oder 
negativer Umlaufsrichtung alle möglichen Werte bzw. 

g-Äva/ri . ^ 2, 3, . . .) zum Vorscheiu kommen; und daß diese 

letzteren durchweg von einander verschieden sind, außer wenn a rational 
(vgl. Nr. 9 und 10 des vorigen Paragraphen). 

^ %V7H 

Ist insbesondere « und setzt man: e " =* (also: *= so 
folgt, daß bei {n — l)mal wiederholter analytischer Fortsetzung in po- 
sitiver Richtung längs eines Kreises um den Nullpunkt der Hauptwert 
i i i i i. 

o;” = I fl? [" • e" (wo: — ar < ^ ^ jr) sukzessive in 

Übergeht, während schließlich bei dem n*®“ Umlauf, wegen: == e© ^ 

\ 

wieder x^ zum Vorschein kommt. Der Nullpunkt, der durch seine Lage 
im Innern des betreffenden Fortsetzungsweges diese „Ver£/weigung‘^ ver- 
anlaßt, wird in diesem Falle als ein „algebraischer^^ Vereweigungspunkt, 
und zwar als ein solcher von der (n — !)*•“ Ordnung bezeichnet. 

6. ln § 69 wurde gezeigt, daß eine Beziehung von der Form: 

ao 

y = i'o+2'^.(»-aro)’’ 

1 

dann und nur dann eine eindeutige, und zwar reguläre Umkehrung zu- 
läßt, wenn -4^, anders geschrieben: , von Null verschieden ist. 

Unberührt blieb a. a. 0. die Frage, was sictf etwa über die Umkehrung 
der obigen Beziehung aussagen läßt, falls jene Bedingung niiiit erfüllt 
ist, wenn also *— 0 und, um gleich den allgemeinsten Fall ins Auge 
zu fassen, für irgend ein n ^ 2 der erste von NuU verschiedene 
Koeffizient der obigen Entwicklung ist. Die Ergebnisse dieses Para- 
graphen setzen uns in den Stand, diese Frage zu beantworten. Dabei steht 
es auf Grund der a. a. 0. in Nr. 1 angegebenen Substitutionen frei, die 
Ausgangsgleichung in der Weise zu vereinfachen, daß dem Werte o; — 0 
der Wert y =» 0 entspricht und außerdem der erste nicht verschwindende 
Koeffizient der betreffenden Potenzreihe den Wert 1 hat, daß also (vgl. 
S. 526, Gl. (la)): 

80 

(14) y- J!"(l 

1 

WO jetzt M ^ 2. Setzt man sodann: 
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SO dafi also V' — y, so ist t eine bestimmte der n Lösungen*) der Gleichung: 

(16) y, 

deren n — 1 übrige Lösungen in der Form darstellbar sind: 

(17) z =■ e^t, wo: - e "~ (/* - 1, 2, . . . n ~ 1) 


Da = 0 für a? — 0, so bleibt | j < 1 für eine gewisse Um- 

1 1 

gebung I ^ I < (»', für die alsdann die binomische Reihenentwicklung be* 
steht: 


(l + » 1 + • 


Diese letztere kann aber nach § 40, Nr. 3 (siehe insbesondere S. 307, 
Fall 1)) für eine gewisse Umgebung [ o: j < ^ ^ p' nach Potenzen von x 
geordnet werden, so daß Gl. (15) sich in die Form setzen läßt: 

00 

(18) t = x(i + ^rKx''). 

Daraus folgt aber nach dem Hauptsatze von § 69, Nr. 3, daß für x eine 
Entwicklung von der Form besteht: 


(19 a) X = t +2^0,/” (I < [ < p) 

1 

als Umkehrung derjenigen Gleichung, welche aus (14) entsteht, wenn 
man daselbst y — T einsetzt. Da aber auch (e^ ^)" — y (ft — 1, 2, ... n — 1), 
so folgt durch Einsetzen von (e^Q” in Gl. (14), daß für x auch jede der- 
jenigen Gleichungen besteht, welche aus (19a) hervorgehen, wenn man t 


1) Man darf nicht etwa ohne weiteres schließen, daß t der Hauptwert von 
ist, mit anderen Worten, daß die Gleichung (14) stets die folgende nach 
sich zieht: 

1 

(vgl- § 72, Gl. (9a), S 568). Auch sei daran erinnert, daß keinem egs allgemein: 

I 

» jr, 

vielmehr nur dann, wenn: 

lg jc” » n lg X 

(vgl. S. 669, Fußn 2), d. h. wenn: — w. 
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durch t^t ersetzt, also: 

so 

(19b) X - (;t = 1, 2, . . . M - 1). 

1 

Da die Zahlen mit Hinzunahme des Falles u »» 0 alle n Lösungen 
der Gleichungen ^ y umfassen, so inuB unter ihnen insbesondere auch 

£ 

der Hauptwert y” Vorkommen, während dann alle übrigen Lösungen 

1 

wieder in der Form (fi — 1, 2, . . . w — 1) enthalten sind. Somit 
ergibt sich schließlich das Gleichungssvstem: 

(20) X =■ e,.y" (| < p"; .u = 1, 2, . . . n — 1) 

1 

als Umkehrung der Beziehung (14). Hiernach ist x in der Umgebung 
von y » 0 eine n-wertige Funktion von y, deren n Zweige durch Reihen 
nach gebrochenen Potenzen von y darstellbar sind. Beschreibt y in posi- 
tiver Richtung einen Kreis mit einem Radius r < p” um den Punkt y 0, 

1 £ j. 

so geht y" in c^y** , bei einem zweiten Umlauf in e,y" über usf., bis nach 

dem Umlauf wieder y** zum Vorschein kommt. Ein entsprechender 
Zusammenhang findet zwischen den durch die GL (20) dargestellten n 
Zweigen von x als Funktion von y statt. Für diese ist also der Punkt 
y = 0 ein Verzweigungspunkt (n — 1)*®' Ordnung 

§ 74. Der Arcussiuus. — Seine Zuruckffthrung auf einen Logarith* 
mns. — Der Hanptwert arcsin x und die Erzeugung der unendlich 
vieldeutigen Funktion Arcsin x durch analytische Fortsetzung. 

1. Bei der Umkehrung der Sinusfunktion, also der Beziehung: 

OQ 

(1) x - sin y =2 (- 1 )» 411 ): ‘ 

verfahren wir analog, wie bei derjenigen von a: *= tg y (vgl. § 71, Nr. 1, 
S. 551). 

Aus der Form der Reihe (1) folgt zunächst auf Grund des Haupt- 
satzes von § 69, daß dieselbe eine und nur eine für o: — 0 gleichfalls ver- 
schwindende Umkehrung y = $(a?) besitzt. Zu ihrer Herleitung bedienen 
wir uns der in § 69, Nr. 7 (S. 538) angegebenen Methode. Danach gehen 
wir von der ans (1) hervorgehenden Beziehung aus: 
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und haben zunächst die rechte Seite dieser Gleichung durch x auszu- 
drücken. Man findet ohne weit eres cos y ** ]/! -“ a;*, es fragt sich nur^ 
welcher Wert dieser Quadratwurzel in der Umgebung von y — 0 der ein- 
deutigen Funktion cos y gleich zu setzen ist. Da (cos y)y^Q = so folgt, 
daß für eine gewisse Nachbarschaft Ton y^O die Beziehung 9t (cos y)>0 
bestehen muß und daß daher für die*entsprechende Umgebung von x = 0 
in 61. (1) bzw. (2) der Haupiwert von 1^1 — a;* zu wählen ist, so daß also: 


dx 

dy 


(1 


»*)* 


und somit unter der Voraussetzung \x\ < 1: 


( 3 ) 


dy 

dx 


(1 -**)■* 
=1+ 


C2»- — 1) s. , . 
2 . 4~2V * + 


Ifit Berücksichtigung der Bedingung, daß ^ = 0 für x — 0 sein sollte, 
findet man also für |a;| < 1 die Reihenentwicklung: 


(4) y 




^ 2.4 6 ^ 


+ 


13 {2v— 1) 


2.4* 




^ 4. . . 

2r + l^ ^ 


welche übrigens auch noch für |a:| » 1 absolut konvergiert , wie mit Hilfe 
des itoobeschen Kriteriums (s. I„ § 54, Nr. 6, S. 385) erkannt wird. 

Damit ist zunächst ein Funktionselement der Umkehrungsfunktion 
von X ^ sin y gefunden. Diese selbst muß, da infolge der Beziehungen: 
siny — sin (y + 2n3t) und: siny — sin((2n + l)x — y) (wo w — 0, ± 1, 
± 2, . . .) zu jedem x unendlich viele y gehören, wiederum eine unendlich 
viddeutige Funktion sein, die als Arcussinus von x, also: 


(5) y = Arcsin x, 

bezeichnet werden soU. 

Als ihren Hauptwert, der nach Analogie der bereits beim Logarith- 
mus und Arcustangens benützten Schreibweise durch das Zeichen arcsin x 
dargestellt werden soll, wählen wir den zunächst für den beschränkten 
Bereich |^l ^ 1 durch die Reihe (4) definierten Funktionswert, so daß also: 


( 6 ) 


arcsin X’^ x 



1.3 .(2v— 1) 

2-4 • 2v 


27^1 


(visy 


2v + l 


für 1^1 ^ 10 übrigen durch die analytische Fortsetzung dieser 


1) Da nach (6) der Wert von y ^ arcsin o; für reelle positive x< \ mit x mo- 
noton zunimmt und andererseits aus: 
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Reihe über einen noch näher zu bestimmenden Regularitätsbereich dar- 
gestellt wird. In dem nämlichen Umfange wird dann die Gesamtheit der 
Werte von Arcsin x durch die beiden Funktionenfolgen dargesteUt: 


( 7 ) 


Arcsin o; = arcsin + 2«3r 
Arcsin o; « — arcsin a; + (2n + l)x 


(« - 0 , 1 , 2 , . . .). 


2. Um eine einheitliche Formel zu finden^ vermöge deren ^ ähnlich 
wie beim Arcustangens (s. § 71, Nr. 2, S. 552) die analytische Fortsetzung 
des Hauptwertes (6) auf diejenige eines Logarithmus zurückgeführt werden 
kann, setzen wir Gl. (1) in die Form: 


( 8 ) 



2» e*'* ’ 


welche für die quadratische Gleichung liefert: 

e*»« _ 2xi • c»* ■= 1 

mit den beiden Lösungen: 

c»* = xi ± (1 — 

so daß alle überhaupt möglichen Lösungen von 61. (1) in der Form ent- 
halten sind: 

(9) y = Arcsin a: ■= y Lg, (xt ± (1 — a:*)*) (» = 0, ± 1, + 2, . .). 

Unter diesen unendlich vielen (konform mit den Gleichungen (7) in 
zwei Serien zerfallenden) in der Umgebung von x = 0 sichtlich regulären 
Lösungen von Gl. (1) ist eine und nur eine vorhanden, die für rr = 0 

gleichfalls zu NuU wird, nämlich: y + (1 — a?*)*). Diese muß 

also nach dem Hauptsatze von § 69 (in der „verschärften" Form von 
Nr. 3, S. 529) für \x\^\ mit dem durch Gl. (6) definierten Hauphvert 


folgt, daß die Wertintervalle 0 ^ y ^ — und 0 < a; ^ 1 eich gegenseitig entsprechen, 

£ 

so erkennt man, daß der durch Gl. (6) definierte Hauptwert arcsin a; für reelle 
positive a; < 1 mit demjenigen der elementaren Trigonometrie zusammenfällt und 
daß insbesondere: 

n ^ (2y) ! 1 

2 (r!2V-2v-Hi’ 

Da überdies die Reihensumme (6) für «=1 ihr Mcueimum^ für a;= — 1 ihr MtnimiAni 
— Y erreicht, so folgt weiter, daß für lx|^l, abgesehen von a;=«±l: 

— * < ® («c«in *)< 2 • 
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identisch sein, so daß für den letzteren jetzt die erweiterte Definition sich 
ergibt : 

(10) arcsin rc + (1 — 

Dieselbe läßt erkennen, daß arcsin x sich regulär verhält, solange das 

1 

Argument rci + (1 — x^Y des Logarithmus den beiden Bedingungen ge- 
nügt, erstens selbst regulär und ztveitens nicht reell-^egativ oder Null 
bzw. Unendlich zu sein. 

3. Bezüglich der ersten Bedingung bemerke man zunächst, daß 

(1 — im Innern desjenigen Bereiches 58, welcher von den beiden 
Schnitten — 1, — oo, 1, + oo begrenzt wird, eindeutig und regulär ist. 

Schränkt man nämlich vorläufig x ^ tji auf das Gebiet |a:| < 1 
ein, so hat man: 1 ± 5 > 0 und daher: 

lg(l±«) = lg|l +^l + »arctg^^, 


wenn man beachtet, daß hier wiederum (nach § 71, erste der Gleichungen 
(22), S. 559) der im allgemeinen Falle erforderliche eriveiterte Hauptwert 
des Arcustangens mit dem gewöhnlichen zusammenfällt, also dem Intervall 

“(exkl), -|J angehört und daher für lg(l + x) + lg(l a;) der 

Koeffizient von i zwischen — tc und x liegt, eventuell n erreicht. Infolge- 
dessen hat man nach § 70, Gl. (13), S. 543: 


lg(l — x^) = lg(l +x){l—x)^ lg(l +x) + lg(l— x), 


zunächst für äJi < 1, sodann aber infolge des regulären Verhaltens und 
der damit verbundenen Stetigheit von lg(l —x^) und lg(l ±x) im Innern 
des oben mit 58 bezeichneten Bereiches. 

Da andererseits: 


(1- 


X‘) 


,2x2 





1 





1 i 

so folgt, daß im Innern von 58 auch (1 — a:*)*, (1 ±a:)* sich regulär 
verhalten und die Beziehung besteht: 

(11) (1 - xy - (1 + xY . (1 - x'Y . 

Für eine beliebige auf dem Schnitte — 1, — cx> gelegene Stelle, etwa: 
a; = — (1 -f p) (wo: p > 0) findet man: 

also einen Wert, der sich noch den auf der oberen Halbebeue yorbandenen 
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stetig anschlieBt, während bei Annäherung von x an die Stelle — (1 + 
von der unteren Halbebene aus sich ergibt: 

1 1 
lim (1 + rc)* 

JL 

Bei an alytischer^ also stetiger Fortsetzung von (1 + a?)* über den Schnitt 
■“ 1,-00 (gleichgültig ob von der oberen oder unteren Seite her) geht 
JL JL I. J. 

hiernach (1 + xY in — (1 + a?)* und somit (1 — x^y in — (1 — x*)* 

1 . 

über, wenn man noch in Betracht zieht, daß für den Faktor (1 — a?)* 
der Punkt — 1 kein Verzweigungspunkt und der Schnitt — 1, — oo (ab- 
gesehen von der Stelle oo) aus lauter Stellen regulären Verhaltens besteht. 

Analoge Verhältnisse ergeben sich für (1 — x^) in bezug auf den 
Schnitt 1, -f- oo mit dem einzigen Unterschiede, daß die Werte, welche 

nunmehr der Faktor (1 — rc)* auf diesem Schnitte, also für x ^ 1 + 

JL JL 

annimmt (nämlich wieder ( — p)* — p*i) den auf der angrenzenden finden 
Halbebene vorhandenen sich stetig anschließen. 

1 

Aus dem Gesagten folgt, daß ici-f (1 — das Argument des Lo- 
garithmus in Formel (10), eindeutig und regulär ist im Innern des Be- 
reiches S5, unstetig längs der beiden Schnitte — 1, — oo, 1, -|- oo, und 

1 

bei analytischer Fortsetzung über jeden dieser Schnitte in xi — {\ — x*)* 
übergeht. 

Um im Hinblick auf die zweite der oben genannten Bedingungen 

1 

festzustellen, in wieweit + (1 — reell-negativ oder Null werden 
kann, gehen wir aus von der Identität: 

(12) (xi + (1 — a;*)^) {xi — (1 — a?*)*) « — 1, 

welche fürs erste zeigt, daß keiner der beiden linksstehenden Faktoren 
für irgendein endliches x zu Null werden kann; daß, wenn einer dieser 
Faktoren redl ist, das gleiche auch für den anderen^ somit auch für die 
Summe der beiden, d. h. für 2xi gilt. Soll also überhaupt die Möglich- 
keit bestehen, daß einer jener beiden Ausdrücke reell ausfallt, so könnte 
das nur der Fall sein, wenn x rein imaginär , etwa x ^ r^i ist. Alsdann 
ergibt sich aber (gleichgültig ob ^0): 

a) {xi + (1 - »*)*).=,. »J + (1 + »/*)* > 0 


(13) 
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Aus alledem geht hervor, daß rci + (1 — x^y niemals negativ oder NaU 

wird, während xi — {\ — x^) * längs der imaginären Achse atisnahmslos 
negativ ausfällt. 

4. Während hiernach für arcsin^ = - lg {xi + (1 — a;*)*) die eweite 

der fraglichen Bedingungen ohne Belang ist und mit Berücksichtigung 
der ersten arcsin x im Innern von SB sich als regulär erweist^), so besitzt 

der Ausdruck ^ lg(‘3^’^ — (1 x^y\ welcher ja nach Gl. (9) gleichfalls 

eine Umkehrung von y = sina;, also einen Wert*) von Arcsin o; darstellt^ 
diesen Charakter nur im Innern der beiden Teilbereichey in welche der 
Bereich SB durch die imaginäre Achse zerlegt wird, etwa SB' {rechts) und 
SB" Qinlzs). Längs der trennenden Achse^ auf welcher nach dem oben 
Gesagten das Argument des Logarithmus redl-negativ ist, muß dieser 
einen Stetigkeitssprung erleiden. Um dessen Größe festzustellen bilden 
wir im Anschluß an Gl.(12) und mit Berücksichtigung von § 70, GL(13) fiF. 
(S. 543) den Ausdruck: 

(14) A(a;) = lg(a;j + (1 — x*)"*) + lg (xt — (1 — x*)*) =-lg(— 1) + 

= {2Ö + 

WO 6 je nach Beschaffenheit der Amplituden von {xi ± (1 — ^*)*) eine 
der Zahlen 0,-1 vorstellt. Nun ist X{x) im Innern der Bereiche SB', SB" 
stetig mit Einschluß der beiden Grenzstellen + 1 und — 1, folglich im 
Hinblick auf Gl. (14) in jedem einzelnen dieser Bereiche konstant Da 
aber insbesondere: 

X (+ 1) = 21gi niy k (— 1) = 21g(— i) ^ — ni 


1) In diesem Umfange gilt dann insbeBondexe auch die Beziehung: 

arcsin ( — ac) « — arcsin x, 

deren Richtigkeit zunächst für |x|^l unmittelbar aus der Reihendarstellung (6) 
hervorgeht. Infolge der längs der Schnitte (abgesehen von den Stellen ± 1 und 
oo) noch bestehenden Stetigkeit bleibt sie auch auf diesen gültig. 

2) Nämlich denjenigen, welcher aus der allgemeinen Lösung: 

— (1 — x *)0 

geradeso für n ~ 0 hervorgeht, wie der Hawpiwtri aus : 

Y lig, {xi + (1 — *v) . 

und der infolgedessen von manchen Autoren als zweiter Hauptwert bezeichnet wird. 
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flo geht 61. (14) in die beiden folgenden über: 


(15) l(a;)=lg(ar* + (l-»*)*)+lg(®»— (1 — ’** . 

I Jtl 

Beachtet man nun, daß aus (13) folgt: 

<15a) A(ijt) = lg (— + (1 + + lg (i? + (1 + ij*)*) 


für 9t(a:)>0, 
„ 3l(a:)<0. 


+ TCt , 


ao erkennt man, daß die erste der Gleichungen (15) auch noch längs der 
imcLginären Achse, also für 9l(a;) » 0 gilt. 

Da nun für lg {xi + (1 — a?*)*) die imaginäre Achse keinerlei Stetig- 
keitsunterhrechung mit sich bringt, so folgt aus den Gleichungen (15), 

4aß lg(a:f — (1 —a:*)*), wenn x die imaginäre Achse in der Richtung 
von rechts nach links überschreitet, sich sprungweise um — 27ci ändert 
{auf der Achse selbst nach Gl. (15 a) noch stetig bleibend). 

Führt man in die Gleichungen (15) an Stelle des ersten Logarithmus 
auf Grund von Gl. (10) den arcsin x ein, so folgt, daß im Bereiche 93 
(einschließlich der Schnitte — 1, — cx>, 1, + oo) die Beziehungen gelten: 


(16) 


4-lg(it*-(l-a;*)*) 


% — arcsin x für 9i(a?) ^ 0 
% — arcsin x „ 9t(a;) < 0. 


Es liefert also der Ausdruck ilg(a;i — (1 — a?*)*) nicht einen der 

im Innern des Bereiches 83 regulären Zweige der unendlich yieldeutigen 
Funktion Arcsin x Ton der Form (7), sondern in den Teilbereichen 
9t(a;)^0 und 8l(a;) < 0 zwei verschiedene Zweige, deren erster: % — arcsin a? 
bei analytischer Fortsetzung in das Gebiet 9{(a?) < 0 durch 


1 . 

i 



deren zweiter — ar — arcsin x bei analytischer Fortsetzung in das Gebiet 
^^^(x) ^ 0 durch iLg_i (xi — (1 — x*)*) dargestellt wird. 

5. Es bleibt noch zu zeigen, daß die unendlich vielen Zweige von 
Arcsin x als Bestandteile einer monogenen analytischen Funktion durch 
analytische Fortsetzung von arcsin x gewonnen werden können. 

Wir betrachten zunächst einen einfach geschlossenen Weg, der nur 
einen der beiden Punkte ± 1, etwa den Punkt — 1 im Innern enthält 
und den Schnitt — 1, cx) einmal überschreitet. Von einem beliebigen 
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(nicht gerade auf jenem Schnitte liegenden) Punkte Xq aus werde 

arcsin x = lg {xi + (1 — 

längs des obigen Weges in positiver oder negativer ümlaufsrichtung 
analytisch fortgesetzt, bis die Fortsetzung wieder bei Xq ihr Ende findet. 
Wenn x den Schnitt überschreitet (und zwar gleichgültig, in welcher 

Richtung), so geht lg(a;i + (l — x*)*) in lg (a;i — (1 — ^*)*) also (wegen 
91(3?) < 0) arcsin x nach Gl. (16 b) in — ä — arcsin x über, und da arcsin x 
auf dem ganzen übrigen Wege keine weitere Stetigkeitsunterbrechung 
erleidet, so bleibt dieser Wert — — arcsin .r als End wert bestehen. Bei 

einem zweiten Umlauf (gleichgültig, ob in derselben oder in entgegen- 
gesetzter Richtung) würde in derselben Weise — jc — arcsin x in den 
Wert — zc — 3t — arcsin 3?) d. h. in arcsin 3?, also wieder in den An- 
fangswert übergehen. Danach würde schließlich jede beliebige Anzahl 
von Umläufen der gedachten Art immer wieder nur einen der beiden 
Werte — st — arcsin 3? und arcsin 3 ? erzeugen. 

Ganz analoge Ergebnisse liefert ein einfach geschlossener Weg, der 
nur den Punkt + 1 umschließt, mit dem einzigen Unterschiede, daß hier 
bei einem einfachen Umlauf (wegen 9t (3?) >0, also Geltung von Gl. (16a)) 
3t — - arcsin 3? zum Vorschein kommt. 

Von den beiden Punkten 3?=- ± 1 hat also keiner die Wirkung eines 
logarithmischen Verzweigungspunktes: in Wahrheit alteriert die Umlau- 
fung jedes einzelnen der Punkte ± 1 gar nicht den Logarithmus als solchen, 
sondern lediglich die in seinem Argument vorkommende Quadratwurz el^ 
was dann nur eine Zweiwertigiceit des betreffenden Ausdruckes zur Folge 
hat. Jeder der Punkte ± 1 einzeln genommen wirkt auf arcsin 3? nur 
nach Art eines yyalgebraischen*^ VerzweigungspunTctes 1*" Ordnung. 

Nichtsdestoweniger läßt sich zeigen, daß eine passende Kombination 
dieser beiden Verzweigungspunkte vollständig die Wirkung eines logor 
rithmischen Verzweigungspunktes hervorbringt und daß dieses Hilfsmittel 
genügt, um aUe die unendlich vielen Zweige von Arcsin x wiederum als 
Bestandteile einer einzigen monogenen analytischen Funktion durch ana- 
lytische Fortsetzung aus dem Hauptwert arcsin x zu erzeugen. 

Es seien zwei von irgendeinem (nicht gerade auf einem dbr 

beiden Schnitte liegenden) Punkte x^ ausgehende, einfach geschlossene 
Wege, deren erster nur den PAnkt — 1, deren zweiter nur den Punkt 
+ 1 umschließt. Die analytische Fortsetzung von arcsin x längs des ge- 
schlossenen Weges (£_i (in beliebiger Richtung) liefert zunächst den 
Wert — 3t — arcsin 3?, sodann die Fortsetzung längs 6^; 

— 3r — (3t — arcsin 3?) — 23»+ arcsin x 
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Wird dieser Prozeß wiederholt, so erscheint nach dem Umlauf längs 
— 2 ä + (— Ä — arcsin x) ^ — arcsin x 

und nach dem Umlauf längs Sj : 

— 3ä — (sr — arcsin a;) — 4 ä + arcsin a;. 

Nach n-maliger Wiederholung dieses Prozesses kommt also — 2n;c +arcsina; 
zum Vorschein, und wenn man noch einen Umlauf längs hinzufügt: 
— (2n + l)jc — arcsin a;. Beginnt man dagegen den Fortsetzungsprozeß 
mit einem Umlauf längs (so daß st — arcsin a; als erstes Endresultat 
erscheint), so würde nach n-maligem Umlauf längs beider Wege der Wert 
2nsc + arcsin a; und bei Hinzufügung eines nochmaligen Umlaufs längs 
(2n + 1)^ ~~ arcsin a; zum Vorschein kommen. Damit ist gezeigt, daß 
aUe in Gl. (9) angeführten Werte von Arcsin x durch analytische Fort- 
setzung aus dem Hauptwert arcsin x erzeugt werden können, die Mono- 
geneität von Arcsin x also erwiesen. 

6. Da der Übergang von irgendeinem der durch QL (9) charakteri- 
sierten Funktionszweige in einen anderen allemal und ausschließlich 
beim Überschreiten der Schnitte — 1, — oo, 1, + oo erfolgt, so ist un- 
mittelbar ersichtlich, daß die zuvor beschriebenen Ergebnisse auch zu- 
stande kommen, wenn man die beiden mit bezeichneten Wege 

durch einen einzigen beide Punkte ± 1 umschließenden ersetzt. Man 
hat dabei nur darauf zu achten, welcher der beiden Schnitte zuerst über- 
schritten wird, was von der Wahl des Ausgangspunktes in Verbindung 
mit der Umlaufsrichtung^) abhängt. 

Die auf den ersten Blick auffallende Tatsache, daß die Verbindung der 
beiden Punkte ± 1, deren jeder einzeln nur nach Art eines algebraischen Ver- 
zweigungspunktes Ordnung wirkte, eine analoge Wirksamkeit besitzt, 
wie ein logarithmischer Verzweigungspunkt, findet ihre Erklärung in der 
Tatsache, daß hier die Stelle oo den Charakter eines logarithmischen Ver- 
zweigungspunktes besitzt. Da andere im Endlichen gelegene Verzwei- 
gungspunkte außer ± 1 nicht vorhanden sind, so kann man für den zu- 
vor mit (£ bezeichneten, die beiden Punkte ± 1 umschließenden Weg 
einen Kreis um den Nullpunkt mit unbegrenzt zu vergrößerndem Radius 
wählen: dann deckt sich ein Umlaufen dieses Kreises mit dem Vorgänge, 
den man als ein Umkreisen des Punktes oo zu bezeichnen pflegt und 
dessen Wirkung nach derjenigen beurteilt wird, welche durch Projektion 
des Punktes o? cx) in den Punkt x' ^0 vermittelst der Substitution 
^ > A zum Vorschein kommt. Man findet auf diese Weise: 

X 

1) Die Umlaufsrichtung an sich ist auch hier nicht von maßgebender Be- 
deutung. 
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Nr. 6. 


\g(xi + (1 - 

= lg* + lg(l + (1 - a;'*)*) - lg«'- 

Da der letzte Ausdruck den hgaritlimischm Vereweigungspiinlct 
besitzt, so erscheint die Stelle x = oo als logarithmischer Verzweigungs- 
punkt von Arcsin x (dabei wird offenbar Arcsin x ^ oo für x *- cx>). Es 
ist ganz lehrreich, die entsprechenden Verhältnisse beim Arcustangens 
zum Vergleich heranzuziehen. Dort besitzt jeder der beiden im Endlichen 
gelegenen Verzweigungspunkte + i logarithmischen Charakter, während sie 
zusammengenommen sich gegenseitig aufhSen (s. § 71, Nr. 4, S. 557). 
Dementsprechend ist die Stelle x ^ oo hier kein Verzweigungspunkt j son- 
dern, wie a. a. 0. Gl. (17 a) (S. 556) zeigt, ein Unstetigkeitspunkt besonderer 
Art, wie er bei eindeutigen analytischen Funktionen niemals vorkommt. 



Anhang. 

Literaturnachweise, Anmerkungen und Ergänzungen. 

Wie am Schlüsse von Bd. I meiner Vorlesungen („Zahlenlehre^^) will 
ich bei dem verhältnismäßig großen Umfange, den diese erste Abteilung 
von Bd. II erb alten hat, schon an dieser Stelle die mir zweckmäßig er- 
scheinenden Literaturnachweise und sonstigen Zusätze angeben und be- 
ginne zunächst wieder mit der Zusammenstellung derjenigen meiner Ar- 
beiten, welche aus Anlaß dieser Vorlesungen entstanden sind und zumeist 
auf deren Anlage und Durchführung wesentlichen Einfluß gewonnen 
haben. Es sind dies außer den bereits in Bd. I angeführten, nämlich: 

[15] Über die ersten Beweise der Irrationalität von e und tc. Münch. 
Sitz.-Ber. 1898, S. 261/8. 

[17] Über das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenz- 
kreise. Ebendas. 1900, S. 37/100. 

[19] Über die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Konvergenz- 
grenze. Ebendas. 1901, S. 505/24. 

die folgenden, deren laufende Numerierung sich an diejenige von Bd. I 
anschließt: 


In den Mathematischen Annalen: 

[30] Über gewisse Reihen, welche in getrennten Konvergenzgebieten 
verschiedene willkürlich vorgeschriebene Funktionen darstellen. 22 (1883), 
S. 109/116. 

[31] Über das Verhalten gewisser Potenzreihen auf dem Konver- 
genzkreise. 25 (1885), S. 419/26. 

[32] Über analytische Ausdrücke mit hebbaren Unstetigkeiten. 26 
(1886), S. 167/92. 

[33] Über die notwendigen und hinreichenden Bedingungen des 
TayZorschen Lehrsatzes für Funktionen einer reellen Variablen. 44 (1894), 
S. 57/82. 

[34] Über Vereinfachungen in der elementaren Theorie der analy- 
tischen Funktionen. 47 (1896), S. 121/54. 

Pringcheim, Vorleiungen II, 1. 


SS 
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In den Sitzungsberichten der Bayerischen Akademie der 

Wissenschaften, Mathematisch-Physikalische Klasse: 

[35] Über die Entwicklung eindeutiger analytischer Funktionen in 
Potenzreihen. 1895, S. 75/92. 

[35 a] Über Potenzreihen auf dem Eonvergenzkreise und l^ouriersche 
Reihen. 1895,8.337/64. 

[36] Über den Cnuchy%(^en. Integralsatz. 1895, S. 39/72. Mit 
Nachtrag: 

[36 a] Zum CaticAyschen Integralsatz. Ebendas. S. 295/304. 

[37] Zur Theorie der synektischen Funktionen. 1896, S. 167/82. 

[38] Über zwei AbeZsche Sätze, die Stetigkeit von Reihensummen 
betreffend. 1897, S. 343/58. 

[39] Über eine charakteristische Eigenschaft sogenannter Treppen- 
polygone und deren Anwendung auf einen Fundamentalsatz der Funk- 
tionentheorie. 1915, S. 27/66. 

[40] Über singuläre Punkte gleichmäßiger Konvergenz. 1919, 
S. 419/30. 

[41] Elementare Funktionentheorie und komplexe Integration. 1920, 
S. 145/82. — Nachtrag: 1921, S. 255/8. 

[42] Über die äußere Berandung eines im Endlichen gelegenen Ge- 
bietes und den «Tbrdanschen Kurvensatz. 1922, S. 187/212. 

Ferner: 

[43] Zur Geschichte des Ta^Zorschen Lehrsatzes. Bibi. Math. (3) 
1 (1901), S. 433/79. 

[44] Über den Divergenzcharakter gewisser Potenzreihen an der 
Konvergenzgrenze. Acta Math. 28 (1903), S. 1/30. 

[45] Über die Definition von Funktionen einer Veränderlichen durch 
Grenzwerte von der Form ] m /*„(a?). Jahresb. d. D. M. V. 12 (1903),. 
S. 588/92. 

Zahlreiche auf das erste Kapitel bezügliche Literaturangaben finden 
sich in meinem Encyklopädieartikel (DeuZseAe zitiert als D.Enc.)i 

II A 1 (1899), S. 1/53. Grundlagen der allgemeinen Funktionenlehre; 
bzw. in der (von J. Molk redigierten und teilweise durch Zusätze ver- 
mehrten) französischen Ausgabe (zitiert als Enc. fr,)'- 

II 1 (1909), S. 1/112. Principes fondamentaux de la theorie des 
fonctions. 

Für die Literatur der Kapitel IV, VI, VII kommt der von mir in Ge- 
meinschaft mit Herrn G. Faber verfaßte Encyklopädieartikel in Betracht: 
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Deutsche Ausgabe II C 1 (1909), S. 1/46. Algebraische Analysis. 

Französische Ausgabe II 7 (1911), S. 1/93. Analyse algebrique. 

Des weiteren sei auf die beiden funktionentheoretischen deutschen 
Encyklopädieartikel II B 1 (JF. W. Osgood) und II C 4 (L. Bieberbach) 
yerwiesen. 

Da es mir nicht angebracht scheint, die zahlreichen in den vor- 
stehend genannten Spezialarbeiten und Encyklopädieartikeln enthaltenen 
Literaturangaben hier zu wiederholen, so begnüge ich mich abgesehen 
von mir zweckmäßig erscheinenden Ausnahmen mit dem generellen Hin- 
weis auf deren Existenz. 

Von grundlegender Bedeutung für die vorliegende Darstellung sind 
selbstverständlich die WeierstraßsGhen Vorlesungen über analytische Funk- 
tionen gewesen, obschon ich dieselben leider niemals gehört habe. In 
dieser Hinsicht war ich auf die nicht sehr weit reichende Publikation 
von 8. Pincherle: Saggio di una introduzione aüa Teoria ddle funzioni 
analitiche secondo i principii del Prof, C. Weierstraß (Battaglinif Giorn. di 
Mat. 18 [1880]) und auf dasjenige angewiesen, was aus diesen Vorlesungen 
in die bekannten Lehrbücher von Biermann y Stolz bzw. Stolz- Gmeinery 
Thomaey Vivanti-Gutzmer übergegangen sein dürfte 

Zu § 2 (S. 8/18). 

Eine axiomatische Begründung der Lehre von der Streckenmessung 
gibt 0. Holder y Die Axiome der Quantität und die Lehre vom Maß (Leipz. 
Ber. 1901, S. 1/60, s. insbes. S. 37 ff.). 

Zu § 3, Nr. 4 (S. 22), § 8 (S. 60/6). 

Terminologie und Literatur betr. Punktmengen s. D. Enc. I A 5 
{A Schoenflies) S. 195 ff., II C 9a {A. BosenthaT), S. 859 ff. 

Zu § 3, Nr. 5 (S. 24y5). 

Bezüglich der Literatur über die verschiedenen Irrationalzahltheorieu 
vgl I 3 , S. 925. Eine eingehende Darstellung der DedeJcindsclien Theorie 
findet man z. B. in folgenden Lehrbüchern: Mangoldty Einführung in die 
höhere Mathematik 1 ( 1 . Aufl. 1911, 2. Aufl. 1919); Kowalewshiy Grund- 
züge der Differential- und Integralrechnung (1. Aufl. 1909, 3 Aufl. 1923); 
Perrony Irrationalzablen (1921). 

Zu §4 ff. (S.26ff.). 

Die Theorie der reellen Funktionen ist hier nur insoweit behandelt, 
als sie die wesentliche Grundlage für diejenige der analgtischen Funk- 
tionen bildet. Sie hat im Laufe dieses Jahrhunderts eine auf spezifisch 

38 * 
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mengentheoretischen Ergebnissen beruhende außerordentliche Erweite* 
rung erfahren; ygl. hierüber die umfangreichen Lehrbücher von C. Cara- 
iModary (Y orleBxmgen über reelle Funktionen, 1918) und J9r.ira&n (Theorie 
der reellen Funktionen 1921), sowie den deutschen Encyklopädieartikel 
II G 9 von Ä, Bosenthcd. 

Zu § 6, Nr. 2 (S. 49). 

Zahlreiche Beispiele für Funktionen mit hebbaren Unstetigkeiten 
s. [32]. 

Zu § 7, Nr. 3 (S. 53/5). 

Zu den Literaturangaben, welche sich bezüglich der gleichmäßigen 
Stetigkeit in der deutschen Encyklopädie S. 18, Fußn. 92/3, in der 
Encyclopddie fran^aise S. 36/7, Fußn. 113/4 finden, wäre als historisch 
interessant hinzuzufügen, daß der Beweis für die gleichmäßige Stetigkeit 
einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen Funktion einer reellen 
Veränderlichen schon in einer von DiricMet im Sommer 1854 gehaltenen 
Vorlesung enthalten ist: s. 6r. L^eune-Dirichlets Vorlesungen über die 
Lehre von den einfachen und mehrfachen bestimmten Integralen, heraus- 
gegeben von 6r. Arendt (1904), S. Ajb. 

Zu § 10 (S. 80 ff.). 

Der Hauptsatz von S. 90 ist eine vervollkommnete Fassung eines 
älteren Satzes von Herrn JS. Phragmen (Acta Math. 7 [1885], S. 44/7) 
mit neuem Beweise, der übrigens gegenüber dem von mir in [42] ge- 
gebenen noch einzelne Verbesserungen enthält. 

Zu § 11, Nr. 5 (S. 101/4). 

Der mit einzelnen Veränderungen aus [42] entnommene Beweis des 
Jordansohen Eurvensatzes besitzt zahlreiche Vorgänger und hat inzwischen 
auch bereits vier Nachfolger gefunden: s. A. Schoen flies ^ Über das ein- 
deutige und stetige Abbild eines Kreises (Jordankurve), in den Jahresb. 
d. D. M. V. 33 (1924), S. 147/57; F, Hartogs, Math. Zeitschr. 22 (1925), 
S. 62/74; E. Schmidt j Berl. Sitz.-Ber. 1923, S. 318; J. v. Ker^ärto, Vor- 
lesungen über Topologie (1923), S. 59 (angeblich schon: Ungar. Akad.- 
Ber. 38 (1919), S. 194). Ein vollständiges Verzeichnis der Vorgänger 
nebst ausführlichen Literatnrangaben über verwandte Untersuchungen s. 
D. Enc. II C 9a {A, Bosenthal), S. 916 ff. 

Zu § 13 (§ 120 ff.). 

Zu Nr. 3, 4 (S. 123/9). Über die Definition von Funktionen durch 

Grenzwerte von der Form lim fAx) vgl. [45], insbesondi^re über lim ^ 

/ o L j; «-vool+ar 

vgl. [30]. 
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Zu Nr. 5. Die Darstellbarkeit jeder stetigen Funktion einer reellen 
Veränderliclien durch eine (gleichmäfiig und absolut) konvergente Reihe 
von Polynomen wurde zuerst von Weierstraß erwiesen (Berl. Sitz.-Ber. 
1885, S. 633/9, 789/805 = Werke 3, S. 1/37), nach gänzlich anderer Me- 
thode und ungefähr gleichzeitig von (7. Bungt (Acta Math. 7 [1885], 
S. 387/92). Über die zahlreichen Modifikationen dieser Beweise s. D. Enc. 
II C 9c (A Bosenthal), S. 1147 ff. 

Zu § 15 (S. 139 flf.). 

Zu Nr. 6 (S. 147/9). Auf die Möglichkeit, die reellen Veränderlichen 
I, Ti durch einen nur von x^^ + i^i abhängigen arithmetischen Ausdruck 
darzustellen, hat L. Seidd (Journ. f. Math. 73 [1871], 8. 300) aufmerk- 
sam gemacht. An Stelle unserer Gleichung (16), ausgedehnt auf den 
Fall r --> cx), gibt er die folgende, im wesentlichen damit gleichbedeutende: 

I - 12* - 2jjhn f ^ d». 

0 

Zu Nr. 7 (S. 150/1). Wie weit bei Weierstraß die Konzeption seines 
Begriffes der analytischen Funktion zurückreicht, dafür bieten seine vor 
Bd. 1 der Mathematischen Werke (1894) erschienenen Abhandlungen 
keine ausreichenden Anhaltspunkte. Dagegen findet sich bereits in einer 
aus dem Jahre 1842 stammenden, erst in den Math. Werken auszugs- 
weise veröffentlichten Abhandlung: „Definition analytischer Funktionen 
einer Veränderlichen durch algebraische Differentialgleichungen^^ das 
Prinzip der analytischen Fortsetzung einschließlich der hervorgehobenen 
Eventualität der Nichtfortsetzbarkeit über eine bestimmte Grenze, sowie 
der Begriff der analytischen Funktion als eines Komplexes durch analy- 
tische Fortsetzung verbundener Potenzreihen (Bd. 1, S. 82/3). Seine Vor- 
lesung über „Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen^^ hat er, 
wie aus dem in Bd. 3 seiner Werke (S. 355/60) enthaltenen Verzeichnis 
hervorgeht, zum ersten Male als 4stündig für den Winter 1861/2 nur 
angekündigt, erst im Winter 1863/4 und zwar 6stündig wirklich gehalten. 
Sie kehrt dann in wechselnden Intervallen (meist von zwei Jahren) be- 
ständig wieder. Die Wiederholung vom Sommer 1870 lieferte das Ma- 
terial für den Abschnitt über den Begriff der monogenen analytischen 
Funktion in Stöle-Qmeiners Einleitung in die Funktionentheorie (1905, 
S. 302/32), die oben (S. 595) erwähnte Publikation von S. Bincherle be- 
ruht auf der Vorlesung vom Sommer 1878. 

Aus diesen Feststellimgen dürfte hsrvorgehen, daß Weierstraß in 
bezug auf die Entstehung seiner Theorie der analytischen Funktionen 
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vor Ch. Meray einen erheblichen Vorsprung besitzt, da dessen Nouveau 
precis d'analyse infinUesimcde, in welchem er zum ersten Male seine Ideen 
entwickelt, erst 1872 erschienen ist. Und, obschon ja auch seine Methode 
die Potenzreiben und deren analytische Fortsetzung zum Ausgangspunkt 
nimmt, so gelangt er meines Wissens niemals zu einer präzisen Defini- 
tion des Begriffes einer monogenen analytischen Funktion, auch nicht 
in seinem erheblich später publizierten vierbändigen Werke: Legons nou- 
veiles sur Tanalyse infinitesimale et ses applications geomäriques (1894 — 98). 

Die Anfänge der (7auc%schen Funktionentheorie finden sich (abge- 
sehen von dem urspünglich für ganz andere Zwecke bestimmten yßauchy- 
sehen Integralsatz'' von 1814 bzw. 1825 (vgl. [36], S. 39, Fußn. 1) in zwei 
1831/2 nur lithographisch publizierten Turiner Abhandlungen (verkürzter 
Wiederabdruck in den Exerc. d’anal. 2 [1841], p. 41/108. Daselbst ins- 
besondere S. 50/2 der erste Beweis des „Cawc%-Tayforschen Satzes" mit 
Hilfe des „CawcÄyschen Randintegralsatzes" [der „(7at«o%schen Integi*al- 
formel"]). Biemanm berühmte Dissertation: „Grundlagen für eine allge- 
meine Theorie der Funktionen einer veränderlichen komplexen Größe" 
(*= Werke, S. 3/43) erschien 1851. 

Einige weitere auf die Gegenüberstellung der beiden funktionen- 
theoretischen Methoden sich beziehende Bemerkungen s. [41], S. 152/6. 

Zu § 28, Nr. 5, 6 (S. 231/5). 

1. Näheres über den in'f33] von mir eingeführten Typus der punkt- 
weise gleichmäßigen Konvergenz findet man in [40]. Insbesondere werden 
daselbst Beispiele^) von Funktionen angegeben, welche wirklich nur 
„punktweiset^j nicht „umgehungsweisef^ (d. h. in der ümgetmng oder Nahe 
des betreffenden Punktes: vgl. Nr. 4, S. 230) gleichmäßig konvergieren, 
während im Gegensatz dazu in dem hier vorliegenden Zusammenhänge 
(S. 231/2) gerade gezeigt wird, daß die zur Definition der punktweise 
gleichmäßigen Konvergenz dienlichen Voraussetzungen schon zwangs- 
läufig die sMechthin (also umgebungsweise) gleichmäßige Konvergenz nach 
sich ziehen, falls sie für alle Punkte eines abgeschlossenen Bereiches er- 
füllt sind. 

2. In Fußn. 1, S. 234/5 habe ich eine Fnnktionenfolge {F^(x)) mit 
der Grenzfunktion F{x) als einfach gleichmäßig konvergent in der Nähe 


1) Bei dem Beispiele von Nr. 8 (a. a. 0. S. 434) könnte man, um im Rahmen 
der vorläufig hier zur Verfügung stehenden Hilfsmittel zu bleiben, die dort mit 
bezeichnete Funktion durch die in Fufin. 1, S. 68 dieses Bandes, beschriebene, 
auf S. 126, Fußn. 2 auch durch einen arithmetischen Ausdruck dargestellte ersetzen. 
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Ton Xq bezeichnet, wenn zu jedem £ > 0 ein gehört, derart daß: 


(•^o + A)i< 3 - für 0£h<^ 


Inzwischen habe ich bemerkt, daß man nach dem Vorgänge von ü. Dini 
unter einfach gleichmäßiger Konvergenz zumeist die wesentlich stärkere 
Forderung versteht: 


\F{x, + h)-F„Jx, + h)\<l 


(für unendlich viele ^ 
\0£h<Q. 


Um die hieraus erwachsende Kollision zu vermeiden, ziehe ich vor, die 
oben erwähnte Bezeichnung fallen zu lassen und einem Vorschlag des 
Herrn A. Bosenthal folgend (D. Enc. II C 9c, S. 1165) durch den Aus- 
druck einfadist^) gleichmäßige Konvergenz zu ersetzen. Dabei erweist es 
sich als zweckmäßig, auch hier die durch die Beiwörter y^umgeiung^^ und 
jfPunlctweise^^ charakterisierten Unterscheidungen einzuführen Ich ersetze 
infolgedessen in der ersten der obigen Ungleichungn q durch also: 

(1) lF(x, + h)-F^^(Xo + h)\<l für O^IäKp., 

und bezeichne eine dieser Ungleichung genügende konvergente Folge 
(F^{x)) als eine für x ^ Xq umgebungs- bzw. punktweise einfachst gleich 
mäßig konvergente^ je nachdem 9 , für £ — ► 0 eine Zahl (> > 0 oder die Null 
zur unteren Grenze hat.®) 

Man erkennt dann unmittelbar, daß die Ungleichungen (9) — il2), 
S. 234, wenn man n durch n,, q durch ersetzt, auch für den Fall der 
nur punktweise einfachst gleichmäßigen Konvergenz (geradeso wie in dem 
a. a. 0. in Fußn. 1 erwähnten Falle, jetzt als demjenigen der umgcbungs- 
weise einfachst gleichmäßigen Konvergenz zu bezeichnenden) erhalten 
bleiben und daß somit die punktweise einfachst gleichmäßige Konvergenz 
für x^Xq (in Verbindung mit der Stetigkeit der einzelnen F^{x)) als eine 


1) Man lasse sich durch diesen Superlativ nicht zu der irrigen Annahme ver- 
leiten, daß eine einfachst gleichmäßig konvergente Folge „erst recht** auch einfach 
gleichmäßig konvergieren müsse. Genau das Umgekehrte ist der Fall: die wesent- 
lich geringeren Forderungen, welche die einfachst gleichmäßige Konvergenz cha- 
rakterisieren, sind für die einfach gleichmäßige a fortiori erfSllt; eine einfach 
gleichmäßig konvergente Folge ist also in diesem Sinne stets auch eine einfachst 
gleichmäßig konvergente. Ebenso ist eine schlechthin gleichmäßig konvergente Folge 
auch einfach gleichmäßig und schließlich (sog^r punktweise) emfachst gleichmäßig 
konvergent. 

2) Selbstverständlich kann nur dann mit Sicherheit behauptet werden, daß 
die Konvergenz wirklich eine nur punktweise einfachst gleichmäßige ist, wenn 
in Ungl. (1) die obere Grenze der Umgebungsradien vorstellt, für welche Ungl. (1) 
«rfüllt ist Vgl. Nr. 4, Beispiel 2) 
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hinreichende Bedingung für die Stetigkeit der Grenzfiinktion F(x) an der 
Stelle rth erscheint. 

Die besondere Wichtigkeit dieses Ergebnisses besteht nun aber darin, 
daß dieselbe Bedingung sich auch als eine notwendige erweist. Wird näm- 
lich jetzt die Stetigkeit von F{x) vorausgeselet, so hat man zu- 

nächst: 

( 2 ) I + h) — JP(a;o)l < -3 etwa für 0 ^ |/t| < p,'. 

Sodann gibt es infolge der Konvergenz von F^(x^ gegen die Grenzfiiuk- 
tion F{x^ eine Zahl derart daß: 

(3) l■F(®o)-^;.(*o)l<Y> 

und man findet daher durch Kombination der beiden letzten Unglei- 
chungen: 

(4) für 0^|Ä|<(»;. 

Andererseits folgt aus der Stetigkeit von F^^{x) an der Stelle x^y daß: 

(5) + A) - < Y ^ ^ 1^*1 < 

Bezeichnet man mit die nicht größere der beiden Zahlen p/, p/', so 
ergibt sich durch Kombination yon Ungl. (4) und (5) die Beziehung: 

( 6 ) |F(*o-f Ä)-i^,^(a:o 4 -Ä)|<c für 0£\h\<f„ 

also (vgl. Ungl. ( 1 )) die (mindestens) punktweise einfachst gleichmäßige 
Konvergenz der Folge (F^{x'{) f&i x = x^ und somit der Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Stetigkeit der GrenzfunMion einer für stetigen Feige (F^{x)) 
an der Stelle x^ besteht in der punktweise einfachst gleich- 
mäßigen Konvergenz der Folge für x-~x^. 

3. Bei dem vorstehenden Beweise wurde die ja in der Voraussetzung 
liegende Konvergenz der Folge {F^(,x)) an der Stelle lediglich in Form 
von Ungl. (3) für eine einzige bestimmte Zahl n, benutzt. Andererseits 
muß sich aber eine Zahl n, auch so aus wählen lassen, daß an die Stelle 
von Ungl. (3) die folgende tritt: 

(30 l■^(«o) — -f’.(®o)l< Y für jedes v^n„ 

und daher durch Kombination mit der Voraussetzung (2) statt der Un- 
gleichungen (4) die folgenden sich ergeben: 

(40 |i^(aro + A)-J’.(*o)l<T ^ 0 ^ |A|< <*.'• 
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Da ferner jedes einzelne F^{x) für x^Xq stetig ist, so bestellt nach Ana- 
logie von Ungleichung (5^ eine solche von der Form: 

(50 |F,(^o + ä)--F,(®,)|<-|- etwa für 0^|Ä|<p;„ 

wo > 0 für jedes £ > 0 und jedes einzelne v, im übrigen aber wie 
schon durch die Bezeichnung angedeutet wird, außer von s auch wesent- 
lich von V abhängt. Da es überdies freisteht, von vornherein ^ 
anzunehmen, so besteht Ungl. (4') geradeso wie Ungl. ( 5 ') für 1*1 <9. V 
und man findet daher durch Kombination von Ungl. (40 und (50: 

(60 |i^(a:o + — {x^ + h)\<e für n„ 0 ^ [Äj < 

Die Tragweite dieser Ungleichungen hängt wesentlich von der Be- 
schaffenheit der positiven Zahlen p' ab, in erster Linie von deren Ver- 
halten bei festem s und v—>cx>. Ist für jedes einzelne s: ]^m p' „ = (».>0, 

»->00 

so läßt sich in Ungl. (6') die Gültigkeitsbedingung |Ä| < p, ^ durch die 
folgende: |Ä| < p, ersetzen, d. h. in diesem Falle findet geradezu gleich- 
mäßige Konvergenz statt und zwar umgehungs- oder punktweise^ je nach- 
dem lim p, > 0 oder * 0. 

»-►0 

Ist dagegen lim p' „ = 0 für irgend ein a — a' und sodann eo ipso 

r ->00 * 

für jedes a < a', so besteht immerhin noch die Möglichkeit, daß die Zahlen 
V ^ w, eine Teilfolge (wj enthalten, für welche lim p' p^ > 0. Als- 
dann findet also noch einfach gleichmäßige Konvergenz in dem oben an- 
gegebenen Sinne statt, wenn noch lim p, «= p > 0, oder, wie wir nach der 

*->ö 

hier prinzipiell eingeführten Unterscheidung sagen können, umgehungs- 

oder punktweise einfach gleichmäßige Konvergenz, je nachdem lim p,>0 

«->0 

oder = 0. 

Tritt die eben besprochene Eventualität nicht ein und setzt man in 
Ungl. (6') speziell i/ — w,, so folgt: 

(,6'0 |F(:r, + Ä)-j;^(a:, + Ä)|<« für |Ä|< 

also die definierenden Ungleichungen für (umgebungs- oder punktweise) 

einfachst gleichmäßige Konvergenz, die insbesondere den Charakter 

weis^^ besitzt, wenn Km p' ^ = 0.*) Y)'\^ punktweise einfachst gleichmäßige 
«->0 ’ • 

Konvergenz erscheint somit als das Mindestmaß der in der unbegrenzten 
Folge von Ungleichungen (6') enthaltenen Konvergenzeigenschaften. 


1) Trotz lim^'^*— 0 für jedes einzelne v, könnte immerhin lim^'„ >0 

f-^O * «->-0 * * 

ausfallen. 
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Umgekehrt zieht aber ("wohlgemerkt, immer unter der Voraussetzung, 
daß die einzelnen F^{x) an der Stelle stetig sind^)) die eine Ungleichung 
(6") die ganze Folge der Ungleichungen (6') nach sich. Denn Uiigl. (6") 
hat sich ja in Nr. 2 schon als hinreichende Bedingung für die Stetigkeit 
der Grenzfunktion an der Stelle ergeben, während andererseits aus 
dieser, wie bewiesen, die ganze Folge der Ungleichungen (6') resultiert. 
Man kann also auch diese letztere geradezu als notwendige und hinreichende 
Bedingung für die Stetigheit der Grenzfunktion au der Stelle x^ ansehen 
und daher, wenn man etwa den durch die Ungleichungen (6') umschrie- 
benen Konvergenzcharakter nach dem Vorschläge des Herrn A, Rosen- 
thal (a.a. 0. S. 1164) als pseudo^ gleichmäßige Konvergenz bezeichnet, dem 
Satze von Nr* 2 auch die folgende Fassung geben: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Stetigkeit der GrenzfunMion einer für x Xq stetigen Folge 
{F^{x)) an der Stelle x^ besteht in der pseudo-gleichmäßigen 
Konvergenz der Folge für x =*> x^. 

In einer Fassung, die (bei Beschränkung auf reelle x) inhaltlich sich 
mit der vorstehenden deckt, wurde der Satz zuerst von J7. Dini bewiesen 
(Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali [1878], § 96, 
p. 109 = Dini-Lüroth, Grundlagen ... § 96, S. 145/6). Gewöhnlich wird 
dieser erste Beweis C, Arzelä zugeschrieben, der aber selbst unter aus- 
drücklichem Hinweis auf die soeben zitierte Stelle Dini als den Urheber 
des Satzes angibt (Rend. Ist. Lomb. 1883, p. 17 [in dem mir vorliegen- 
den mit eigener Paginierung versehenen Sonderabzug]). Über die Be- 
weise des Satzes in der am Schlüsse von Nr. 2 angegebenen Form s. 
A. Rosenthal y a, a. 0. S. 1165, Fußn. 998. Der betreffende Enc.- Artikel 
enthält übrigens in den Nummern 49, 49 a und 50 (S. 1137/43 und 1163/6) 
eine äußerst sorgfältige kritische Zusammenstellung der sehr umfang- 
reichen, die Fragen der gleichmäßigen Konvergenz und ihrer Spielarten 
betreffenden Literatur. 

4. Beispiele. 1). Wir setzen: 


FM 


= 2vx 

= 0 


für 


ZV ' * V 


X 


1^1 


1) Sollte die Stetigkeit der Fy{x) erst bei einem Index m]>0 beginnen, so 
muß nur von vornherein n^>m vorausgesetzt werden, dann bleiben alle Schlüsse, 
wie zuvor. Dagegen werden sie hinfällig, wenn die Folge der F^{x) unendlich 
viele für x^x^ unstetige Funktionen enthält. 



Literaturnachweise, Anmerkungen und Ergänzungen. 


603 


Jede dieser drei Definitionsformen liefert für das ihr zugewiesene Gebiet 
-eine stetige Funktion von x. Für |j?| ^ liefern die 

beiden ersten denselben Funktionswert: ebenso die beiden 

letzten für | also x «= den gemeinsamen Wert: f{^ ^ 

Jede der Funktionen F^{x) ist also ausnahmslos stetig^ insbesondere auch 
an der Stelle a: « 0, woselbst jedes F^ifS) « 0. 

Wegen: F^{x) — 0 für |a;l ^ ~ findet man für die Grenzfunktion 
F{x) den Wert: l^(a;) = lim jPy(a;) == 0 für |a;|>0. Außerdem wird: 
FiO) «* 0 (wegen F^(0) =« 0 für jedes v). Hiernach ist F{x) gleichfalls 
stetig an der Stelle a: =» 0. 

Nichtsdestoweniger ist die Folge {F^{x)) an der Stelle a; = 0 ww- 
gleichmäßig konvergent^ wie ja unmittelbar daraus erkannt wird, daß 

=* 1 für jedes noch so große v. Sie muß dann aber nach dem 

Satze von Nr. 2 für a; = 0 mindestens punktweise einfachst gleichmäßig 
konvergieren. 

Um festzustellen, daß dies wirklich nur der Fall ist, hat man mit 
Beibehaltung der in Nr. 2, Ungl. (1) benützten Bezeichnungen für x^ == 0, 
«, = 1 : 

|i5’(A)-^;(A)|^|i?;(Ä)|-=2|Ä| für 0^ 1*1^1 

für IÄKp.- ; 

(wo von vornherein £ < 3 zu nehmen ist). Da | F^ (&) | > ^ für | ä | > ® , 
so ist =» die obere Grenze für den Geltungsradius der obigen Un- 
gleichung, und da sodann liin ^ 0, so erweist sich die Folge {F^{x)) als 
möglicherweise einfachst oder einfach gleichmäßig konvergent. 

Des weiteren findet man im Anschluß an Nr. 3 Ungl. (6') für jedes 
beliebige v: 

|F,(ä)I-2Hä|<v far 

Dabei wird: Im — 0 für jedes s (und ebenso: lim , =“0 für jedes v), 
woraus zu entnehmen ist, daß die Folge punktmise einfachst (nicht etwa 
einfach) gldtkmäßig konvergiert 

2). Die Folge mit dem allgemeinen Oliede: 

vx 

1 + |var|* 


F,(x)^ 
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besitzt^ wie bereits auf S. 235 gezeigt wurde^ ebenfalls die ausnahmslos 
stetige Grenzfiinktion F{x) = 0 trotz ungleichmäßiger Konvergenz an der 
Stelle Man hat hier zunächst, wenn wir (als etwas bequemer für 

das folgende) ^ statt dos bisherigen ^ schreiben: 


< 1^1 < y 1*1 < i' 

Obschon hieraus 1^ folgen und die Anwendung derselben Schluß- 

weise auf (h) bei v ^ 2 den noch kleineren Geltungsradius 
ergeben würde, so darf man daraus doch noch nicht schließen, daß die 
Folge nur punktweise einfachst gleichmäßig konvergiert, da ja p/ =- ^ gar- 
nicht die obere Grenze für die Gültigkeit der Ungleichung |i^i(Ä)| < 


sondern nur diejenige von jA( < | bedeutet. Um wirklich die erstere 
zu bestimmen, findet man durch Auflösung der quadratischen Gleichung: 

also; = 

die beiden Wurzeln: 


I 


1 

s 


(1 ± yi _ £*) = 


s 

iqiyi-iT* 


und erkennt, daß, £ < 1 vorausgesetzt, in dem Intervall zwischen den 

t g t j 

beiden Wurzeln > ~o 7 a'ißerhalb desselben r j Ti < o ausfallt. 

Man findet also insbesondere: 


WO jetzt die obere Grenze für den Geltungsradius der betreffenden Un- 
gleichung bedeutet und lim = 0. 

Analog ergibt sich für jedes v\ 


\Fm 


1+>Ä|* 


,<Y für lA|<p;,. 




-T*/ 


WO wiederum: lim p' , “ 0, lim p' ^ = 0. Die Folge (2^,(a:)) ist also wirk- 

y 00 * •'■♦0 * 

lieh nur punktweise ein fachst gleichmäßig konvergent. 


Zu § 31, Nr. 3 (S. 249/52). 

Das erste Beispiel einer auf dem Eonvergenzkreise ausnahmslos nur 
bedingt konvergierenden Potenzreihe findet man in [31], S. 419, einen 
vollkommneren Typus, dem das im Text gegebene Beispiel als spezieller 
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Fall angehört in [17], S. 71/6, ebendaselbst auch S. 69 ein auf prinzipiell 
ganz anderer Grundlage beruhendes Beispiel. Man erkennt leicht, daß 
alle diese Reihen, insbesondere diejenige Yon § 31, Nr. 3 längs jedes die 
Stelle rr » 1 nicht enthaltenden Bogens des Einheitskreises gleichmäßig 
konvergieren; ob das gleiche auch für einen die Stelle 1 enthaltenden 
Bogen stattfindet, ist zur Zeit unentschieden geblieben. Ein von Herrn 
Hardy herrührendes Beispiel einer gleichfalls längs des Einheitskreises 
ausnahmslos nur bedingt konvergierenden Potenzreihe, nämlich die bino- 
mische Reihe für (1 — a:)"*, konvergiert daselbst auch ausnahmslos gleich- 
mäßig (reproduziert in: E. Landau j Darstellung und Begründung einiger 
neuerer Ergebnisse der Punktionentheorie [1916], S. 61). Ein weiteres 
Beispiel der nämlichen Art gibt Herr L. Fe^er in den Münch. Sitz.-Ber. 
1917, S. 49/53 und ebendaselbst S. 38/9 ein anders geartetes Beispiel, 
bei welchem ceteris paribus an der Stelle 1 ungleichmäßige Konvergenz 
ein tritt; ferner auch Beispiele von Potenzreihen, die trotz Stetigkeit der 
Grenzfunktion an einzelnen Stellen des Konvergenzkreises divergieren 
oder in Tceinem eine gewisse Stelle enthaltenden Bogen gleichmäßig kon> 
vergieren (S. 33 flf.). Generell sei noch bemerkt, daß das Verhalten von 
Potenzreihen auf dem Konvergenzkreise in enger Beziehung zur Theorie 
der JPbMrierschen Reihen steht (vgl. z. B. [17], S. 79/100 und [35a], 
S. 337/64). 

Zu § 32 (S. 252/60). 

Eine noch etwas allgemeinere Fassung des Abd^chea Grenzwert- 
satzes (für welche übrigens die in Nr. 4 gegebenen Beweismittel voll- 
ständig ausreichen) s. Stoljs-Gmeiner^ Einl. in die Funktionentheorie 2, 
S. 287. Weitere Ausführungen nebst Literaturangaben zum Äbehchen 
Grenzwertsatz findet man in meinen Arbeiten [38] (S. 344/51), [17] 
(S. 38/54), [19] (S. 511/5), [44] (S. 1/30). Über die Umkehrung des frag- 
liehen Satzes, den sog. Tate&erschen Satz (Monatsh. f. Math. u. Phys. 8 
[1897], S. 273/7) und dessen Verallgemeinerungen vgl. insbesondere das 
in der vorigen Note zitierte Buch von E. Landau, S. 40/56. 

Zu §35 (S. 269 flf.). 

Zu den in [34], [35] enthaltenen Literaturangaben über frühere 
Benutzung von Mittelwerten zur Herleitung der Taj/Zorschen (genauer: 
Mac Zraurmschen) Reihenentwicklung wäre hinzuzufügen, daß Cauchys 
Abhandlung aus den Exerc. d’anal. 2 (1841) schon abgedruckt ist in den 
Par. C. R. 10 (1840), p. 640/57 (— Oeuvres 5, p. 150/72) und im wesent- 
lichen auch in das bekannte Lehrbuch von Cauchy-Moigno 1, p. 150/72 
übergegangen ist. Vgl. auch den Schluß der folgenden Anmerkung. 
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Zu § 36, Xr. 2, 3 (S. 276/8), § 37, Nr. 2 (S. 250). 

Der Satz von S. 277 rührt von A. Gutzmer her (Math. Ann. 32 [1888], 
S. 596/9), auch die daran geknüpfte Herleitung des Cauchy%Q\aea Koeffi- 
zientensatzes in der Form: < P(r) (mit Ausschluß der Gleichheit). 

Recht umständliche Beweise dieser Fassung als Ergänzung zu der ge- 
wöhnlichen (mit dem Zeichen ^ findet man bei Meray, Le 9 ons 3, p. 188 
und Stolz-Gmeiner, Einl. in die Funktionentheorie, S. 203/6. 

Literatur über die Beweise des Satzes in jener unvollkommneren 
Form s. D. Enc. II C 1, S. 12, Fußn. 34; Enc. fr. II 7, p. 18, 48 en note. 
Hinzuzufügen eine Bemerkung von A. Gutzmer (Vivanti- Gutzmer , Theorie 
der eind. anal. Funktionen [1906J, S. 75, Fußn.), wonach Weierstraß 
(dessen frühere Beweise auf der ausschließlichen Anwendung von Un- 
gleichungen beruhten: s. Pincherle, a. a. 0. S. 334/6, auch Werke 1, S. 67/8) 
seit 1880 hierbei mit Mittelwerten operiert habe. 

Zu § 39, Nr. 4, 5 (S. 297/301), § 45, Nr. 4 (S. 343/4), § 49, Nr. 2 (S. 373/4). 

Bis zum Erscheinen des sog. Weierstraßsa^ieii Doppelreihensatzes 
(Berl. Monatsber. 1880, S. 723/6 == Werke 2, S. 205/9) bildete der Cauchy- 
sehe das einzige Hilfsmittel, um die Umordnung einer aus unendlich 
vielen Potenzreihen gebildeten Reihe in eine einzige Potenzreihe zu legi- 
timieren. Eine in Weierstraß Werken 1, S. 67 fiF. abgedruckte, zuvor nicht 
veröffentlichte Abhandlung aus dem Jahre 1841 enthält zwar auf S. 70/4 
jenen vervoUkommneten Doppelreihen satz (sogar für Funktionen beliebig 
vieler Veränderlichen) mif der einzigen Mehrbelastung, daß außer der 
gleichmäßigen Konvergenz der aus unendlich vielen Potenzreihen bestehen- 
den Reihe deren unbedingte Konvergenz vorausgesetzt wird. Demgegen- 
über ist hervorzuheben, daß in der Abhandlung über die analytischen 
Fakultäten (Journ. f. Math. 51 [1856]) nur von der (7attCÄyschen Schluß- 
weise Gebrauch gemacht wird (a. a. 0. S. 41 «« Werke 1, S. 199/200). 
Auch scheint Weiersiraß in seinen Vorlesungen zum mindesten bis 1878 
(vgl. Pincherle, S. 337/8) sich ausschließlich jenes CauchyBchen Satzes be- 
dient zu haben. Der in der Abhandlung von 1841 enthaltene bereits voll- 
kommenere Satz gewann erst seine geradezu fundamentale Bedeutung 
nachdem ihn Weierstraß noch von der Beschränkung der unbedingten 
Konvergenz befreit hatte. (Vgl. die Bemerkung zu § 49). 

Der vorliegende Beweis des Ft^Ztschen „Satzes^' bzw. des als Haupt- 
bestandteil anzusehenden „Doppelreihensatzes" stammt in der Hauptsache 
von Herrn JE. Linddöf: Bull. Soc. Math, de France (1913.), p. 171. Nicht 
wesentlich davon verschieden ist der Beweis von 22 . Jentzsch: Dissert. 
Berlin, 1914. Über den ursprünglichen FiZaZeschen Beweis vgl. [41]^ 



Lifceratnrnachweise, Anmerkungen und Ergänzungen. 


607 


S. 146, Fußn. Anderer Beweis des Satzes nebst Verallgemeinerungen 
und ausführlichen Literaturangaben bei C, Carath^dory und JS. Landau: 
Berl. Ber. 1911, S. 587/613 (s. insbes. Satz VI, S. 573). Eine andere Ver- 
allgemeinerung s. W.Blasclikey Leipz. Ber. 1915. S. 194/200; Vereinfachung 
des Beweises durch E. Landau: Ebendas. 1918, S. 156/9. Sonstige Lite- 
ratur: D. Enc. II C 4 (Z. Bieherlach), S. 494/5. Weitere Verallgemeine- 
rungen gibt A. Ostrowski, Jahresb. d. D. M.-V. 32 (1923), S. 185^^4, 
286/95. 

Zu § 41, Nr. 3, 4 (S. 31 ly©). 

Ausführliche Literaturangaben über rekurrierende Reihen s D Enc. 
II C 1, S. 16/9; Enc. fr. II 7, p 28/33. 

Zu § 47, Nr. 4 (S. 359). 

Bezüglich der Definition des regulären Verhaltens einer analytischen 
Funktion finden sich in den verschiedenen Ausgaben der grundlegenden 
Weierstraßsehen Abhandlung „Zur Tlieorie der eindeutigen analytischen 
Funktian&n^^ zwei verschiedene Versionen, deren ztveite, wie mir scheint, 
zu gewissen Bedenken Anlaß gibt. Ich habe bereits im Jahre 1896 hier- 
auf hingewiesen (s. [34], S. 122, Fußn.), in der Hoffnung, aus dem zu 
jener Zeit ja noch ungemein großen Kreise derjenigen, welche die Weier- 
straßsehen Vorlesungen gehört haben, irgendwelche Aufklärungen zu er- 
halten. Da diese Hoffnung sich nicht erfüllt hat, andererseits der frag- 
liche Gegenstand mir ein allgemeines Interesse zu verdienen scheint, so 
erlaube ich mir, an dieser Stelle nochmals darauf zurückznkommen. 

In der ersten Ausgabe jener Abhandlung, enthalten in den Abh. 
der Berl. Akademie von 1876, drückt sich Weierstraß auf S. 11, Abs. 2, 
folgendermaßen aus: 

Ich will von einer eindeutigen Funktion f{x) sagen, sie ver- 
halte sich in der Umgebung einer bestimmten Stelle a regulär, 
wenn sie für alle Werte von x innerhalb des Bezirks, in welchem 
der absolute Betrag von (x — a) kleiner als ein gewisser Grenz- 
wert ist, in Form einer Reihe 

Aq + A^{x---a) + Ag(x - «)* H , 

deren Koeffizienten bestimmte von x unabhängige Werte haben, 
dargestellt werden kann. 

In der zweiten Ausgabe derselben Abhandlung, erschienen 1886 in 
dem Buche: Abhandlungen aus der Funktionenlehre, wird diese Definition 
auf S. 1 (=- Werke 2, S. 77) durch die folgende ersetzt: 

Ich will von einer eindeutigen analytischen Funktion f{x) 
der komplexen Veränderlichen x sagen, sie verhalte sich regulär 



608 


Abschnitt 1. Anhang^. 


in der Umgebung einer bestimmten Stelle {x = a), wenn sie 
innerhalb eines gewissen Bezirks^ dessen Mittelpunkt a ist, über- 
all einen endlichen und mit x stetig sich ändernden Wert hat. 
Nach einem bekannten Satze existiert dann eine Potenzreihe 
5ß(a;|a), welche innerhalb des genannten Bezirks die Funktion 
darstellt. 

Über die yermeintlichen Vorzüge dieser neuen Definition habe ich 
kein Urteil, empfinde es aber als einen prinzipiellen Mangel, daß deren 
endgültiges Verständnis von der Berufung auf einen nicht näher bezeich- 
neten „bekannten^^ Satz abhängig gemacht wird, zumal es mir bisher 
nicht gelungen ist, etwa auf Grund der folgenden Überlegung darüber 
volle Klarheit zu gewinnen, inwieweit die Hilfsmittel der von Weiet'straß 
geschaffenen Funktionentheorie ausreichen, um die obige Definition zu 
einer einwandfreien zu machen. 

Abweichend von der ersten Fassung wird jetzt die eindeutige Funk- 
tion f(x) ausdrücklich als analytische bezeichnet (was dort nicht erforder- 
lich war, da ja der analytische Charakter von f{x) auf Grund der vorausge- 
setzten Darstellbarkeit durch eine ^(a;|a) von vornherein feststand). In- 
folgedessen muß ein Funktionselement 5ß(j|x') vorhanden sein, welches 
den Funktionsweri f{a) erzeugt ^ d. h. a muß entweder im Innern oder 
mindestens auf der Grenze des Konvergenzbereiches von liegen. 

Ist das erstere der FalU), so läßt sich ^{x\x') ohne weiteres in eine 
^(x\Xy d) umformen, deren vorläufiger kreisförmiger Konvergeuzbereich 
denjenigen von 5ß(a;|a;') von Innen berührt und (sofern nicht ein weiter- 
hin noch zu besprechendes Hindernis eintritt) nach einem wirklich „be- 

1) Ich halte es nicht für unwahrecheinlich, daß Weterstraß in dem vorliegen- 
den Zusammenhänge nur diesen Fall im Auge gehabt hat. In einem seiner Briefe 
an Sonja Kowalewslcy (s. G. Mittag -Leffler, Weierstraß et Sonja Eowalewsk}' 
Acta Math 39 [1924], S. 194) schreibt er, „daß bei einem analytischen Gebilde zu 
unterscheiden sei zwischen den Stellen, die dem Gebilde angehören ^ und denen, 
die als Grenzstellen sich ihm zugesellen.*^ Versteht man sodann unter den einer 
analytischen Funktion f{x) angehorenden Stellen nur diejenigen, die im Innern 
des Konvergenzbereiches irgendeines zur Definition von f{x) dienlichen Funktions- 
elements liegen, und bezieht die obige Definition nur auf derartige der Funktion 
f{x) angehöi'ende Stellen, so wird man in der Tat auf den an der vorliegenden 
Stelle des Textes bezeichneten Fall als den einzig möglichen geführt. Dabei bliebe 
aber die an sich wichtige Frage ^unerledigt, ob im Innern eines Bereiches, der im 
übrigen aus lauter der Funktion f{x) angehörenden Stellen besteht, nicht auch 
Grenzstellen a von der Beschaffenheit existieren können, daß limf{x) einen be- 

X-Vä 

stimmten endlichen Wert hat und daher Stetigkeit von f{x) besteht, sobald man 

f{a) durch den Grenzwert lim f(x) definiert (welcher ja, falls irgendein Funktions- 
x->a 

element ^(x\x) für die auf dem Konvergenzkreise liegende Stelle a konvergieren 
sollte, nach dem Abelschen Grenzwertsatze mit ^{a\x') übereinstimmen würde;. 
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kannten^' Satze (s. den letzten Satz von § 55, S. 419) anf den ganzen 
(sc. kreisförmigen) „Bezirk mit dem Mittelpunkte of*' (kürzer: den Kreis 
^^) ausgedehnt werden kann. 

Man muß aber auch mit der Möglichkeit rechnen, daß a nicht nur 
auf der Grenze des Eonvergenzhereiches jenes einen Funktionselementes 
liegt, sondern daß zu jedem in hinlänglicher Nähe von a gelegenen 
Punkte X ein Funktionselement gehört, dessen Eonvergenzkreis durch 
den Punkt a geht (niemals ihn umschließt)^ mit anderen Worten, daß a 
ein CrrenzpunJct des Begularitätsbereiches („Regularität" hier und weiter- 
hin im Sinne der ersten Definition verstanden) von f(x) sein könnte. Daß 
dieser angenommene Fall in Wirklichkeit niemals eintreten kann, läßt 
sich allerdings mit Hilfe eines „bekannten^^ Satzes leicht beweisen, näm- 
lich des Laurentschen (vgl. § 52, S. 386, Satz I und § 57, S. 429, Erster 
Fall). Da aber dieser Satz innerhalb der WeierstraßBchen Theorie, soweit 
meine Kenntnisse reichen, nicht existiert^), so bleiht zum mindesten die 
Frage offen, welcher den WeierstraßsckeTL Vorlesungen angehörige Satz 
das entsprechende leisten solle. 

Aber selbst hiervon abgesehen, wäre durch die vorstehende Schluß- 
weise noch nicht endgültig bewiesen, daß für f{x) eine Entwicklung von 
der Form ^{x\a) existieren müsse, vielmehr nur festgestellt, daß a kein 
isolierter CrrenzpunJct des Regularitätsbereiches von f(x) sein kann — 
ein Ergebnis, das sich überdies in analoger Weise auf jeden Punkt x im 
Innern von ausdehnen ließe. Immerhin müßte dann noch die Mög- 
lichkeit ins Auge gefaßt werden, daß die Stelle a einer innerhalb ver- 
laufenden, aus lauter GrenzpunJcten des Regularitätsbereiches bestehenden 
Linie angehören könnte, z. B. einer Strecke ^ von der Beschaffenheit, 
daß die Eonvergenzkreise aller an sie heranreichenden Funktionselemente 
entweder durch einen der Punkte p, q gehen oder die Strecke ^ tangieren. 
Um auch hier die Unzulässigkeit einer derartigen Annahme festzustellen, 
erweisen sich die in der vorliegenden Abteilung entwickelten Hilfsmittel 
als unzureichend. Dagegen läßt sich dieses Ziel unschwer erreichen, wenn 
man die komplexe Integration zu Hilfe nimmt. Nach bekannter Methode 
(auf die ich, da hier die Prämissen fehlen, an dieser Stelle nicht näher ein- 
gehe) beweist man, daß die gemachte Annahme die Gültigkeit des „Cauchy- 
sehen Integralsatzes^^ innerhalb nicht beeinträchtigt. Bedeutet dann 

1) Dem widerspricht nicht, daß Weierstraß in einer in Bd. 1 der Math. Werke 
znm ersten Male abgedruckten Arbeit aus dem Jahre 1841 (d. h. noch zwei Jahre 
vor der entsprechenden Xawrentochen Publikation) den Satz mit Hilfe der Reduk- 
tion eines komplexen Ereisintegrals auf ein reelles zwischen den Grenzen — <x> 
und -f- oo bewiesen hat. Dieser Beweis liegt ganz außerhalb der Weier stsraßechea 
Theorie der analytischen Funktionen. 

Pringshsim, Vorletungen 11, 1. 
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«g eine daselbst beliebig, aber fest angenommene, x jede davon verschie- 

X 

dene Stelle innerhalb so stellt das Integral ff(js)dz eine in ein- 

»o 

deutige Funktion mit der stetigen Derivierten f{x) dar, ist also durchweg 
nach der TayZorschen Reihe entwickelbar, und das gleiche gilt dann f&r 
die Deriyierte f{p^y insbesondere an der Stelle a. 

Die vorstehende SchluBweise behält ihre Gültigkeit, wenn man an 
die Stelle ^ einen j,rektifizierbaren^‘ Jordansdien Kurvenbogen treten 
läßt. Inwieweit sie noch anwendbar bleibt bzw. erweiterungsfähig ist, 
wenn man den letzteren durch ein linienhafles Kontinuum ersetzt, dem 
mindestens eine jener beiden charakteristischen Eigenschaften fehlt, ent- 
zieht sich zurzeit meiner Kenntnis. 

Wie dem auch sei, jedenfalls wird man zugeben müssen, daB jene 
zweite Definitionsform des regulüren Verhaltens einer analytischen Funk- 
tion der wünschenswerten Einfachheit und Klarheit zu ermangeln scheint, 
und daB man daher wohl besser tut, auf die von Weierstraß aus nicht 
recht ersichtlichen Gründen aufgegebene erste Definition zurückzugreifen 
(wie auch hier auf S. 359 geschehen ist). — 

Die meines Wissens ganz allgemein angenommene Weier siraßsdie 
Definition der singulären Stellen als Grenzstellen des BegtdaritätAereiches 
ist von Herrn £. Bieberhach (D. Enc. II C 4, S. 401/3) angefochten und 
durch eine andere nur sieben Druckzeilen umfassende ersetzt worden. 
Mir würde es wenig zweckmäßig erscheinen, einen so fundamentalen, 
schon bei den ersten Schritten in das Gebiet der analytischen Funktionen 
unentbehrlichen Begriff durch eine solche Definitionsbelastung von vorn- 
herein zu diskreditieren. Und ich möchte annehmen, das Herrn Bieiber- 
hach vorschwebende Ziel könnte besser erreicht werden, wenn man, unter 
Beibehaltung der jetzigen klaren Terminologie, innerhalb der Klasse der 
singulären Stellen nach Bedarf Differenzierungen einführte, sie z. B. in 
erreichbare und nicht erreichbare oder echte und unechte oder wirkliche 
und scheinbare oder, falls man mehr Kategorien brauchen sollte, in solche 
l**r, 2**', . . . w*®* Gattung unterschiede. 


Zu § 49 (S. 371/8). 

Durch den auf dem TFeier^ra^schen Doppelreibensatze beruhenden 
Satz von Nr. 1 und die im Gegensatz zu einer irrigen Annahme Biemanns 
(Dissertation § 20 =« Werke, S. 39, letzter Absatz) in Nr. 3 daran ge- 
knüpfte scharfe Trennung zwischen den Begriffen „arithmetischer Aus- 
druätf^ und „analytische Funktion*^ hat Weierslraß dem letzteren erst seine 
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endgültige Abrundung gegeben (Berl. Monatsber. 1880^ S. 728/9 » Werke 
2, S. 210). 

Über die Provenienz von Beispielen^ wie das in Nr. 3 behandelte^ 
vgl. [30]. 

Zu § 52, Nr. 1 (S. 386/9). 

Andere elementare (d. h. nicht auf der komplexen Integration be- 
ruhende) Beweise des ixiuren^chen Satzes sind von Herrn G. Mittag- 
Leffler (Acta Math. 4 [1884], S. 80/8) und L, Scheeffer (Ebendas. S. 375/80) 
gegeben worden. Dieselben setzen aber eine Reihe von Yorkenntnissen, 
insbesondere aus der Theorie der mehrdeutigen Funktionen voraus, die 
es von vornherein unmöglich machen, den für die Theorie der eindeu- 
tigen Funktionen fundamentalen Satz an der ihm zukommenden Stelle 
erscheinen zu lassen, und obschon sie der Auffassung des Lesers weit 
größere Schwierigkeiten zumuten, als der hier mitgeteilte (aus [34], [35] 
entnommene), so ist ihre Tragweite erheblich geringer. Denn diese er- 
streckt sich ausschließlich auf analytische Funktionen im Weier straßBchen 
Sinne, nicht, wie der vorliegende, auch auf solche Funktionen, von denen 
zunächst nur feststeht, daß sie die Eigenschaft der gleichmäßigen Differen- 
eierbarJceit besitzen (deren „analytischer^* Charakter dann gerade erst aus 
dem fraglichen Satze hervorgeht). Das gleiche gilt übrigens auch von 
demjenigen Beweise des LaurentBchen Satzes, der sich in den A, Hwrwitz- 
sehen „Vorlesungen über allgemeine Funktionentheorie und elliptische 
Funktionen^^ (herausgegeben von JB. Courant y 1922) auf S. 92/5 findet, 
obschon er auf der komplexen Integration und zwar unter Beschränkung 
auf Potenareihen beruht. In diesem Zusammenhänge erscheint es einiger- 
maßen irreführend, daß daselbst (S. 89) der Satz über die Unabhängig- 
keit derartiger Integrale vom Integrationswege schlechthin als „der 
Cauc&ysche Satz^^ bezeichnet wird, während es sich doch in Wirklichkeit 
nur um einen ganz speziellen, man darf sagen, trivialen Fall davon han- 
delt, der erst dann die obige Bezeichnung verdient, wenn man zuvor die 
Begularität jeder (allenfalls mit der Beschränkung „gleichmäßig^^ oder 
„stetig^^) differmzierharen Funktion erwiesen hat (vgl. [37], S. 178/9; 
[41], S. 173/6). 

Zu § 53 (S. 393/401). 

Durch den Nachweis der Äquivalenz von gleichmäßiger und stetiger 
Differenzierbarkeit^) wird derjenige für die Gleichwertigkeit des Weier- 
straßschen und des Oaticftyschen Ausgangspunktes erst zum Abschluß 

1) Vgl. [B6a], S. 296/808. Daselbst wird auch gezeigt (S. 302/3), daß man, 
ohne wie hier in Nr. 2 den Weg über die TaylorBche Entwicklung zu nehmen, 
ans der Voraussetzung der gleichmäßigen Differenzierbarkeit die Stetigkeit der 
Derivierten unmittelbar erschließen kann. 
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gebracht. Dazu ist noch zu bemerken, daß in den verschiedenen Ar- 
beiten Caudhys über diesen Gegenstand seine Ansichten betreffs der Not- 
wendigkeit, die Stetigkeit der Derivierten unter die Yoraussetzungen 

anfzunehmen, mehrfach gewechselt haben. Ausführliche historische No- 
tizen hierüber findet man in [43], S. 471/7. Die von Camhy in seinen 
späteren Arbeiten behauptete, aber niemals bewiesene Entbehrlichkeit 
jener Voraussetzung wurde erst durch E. Goursats zweiten Beweis des 
CatwhysGhen Integralsatzes (Amer. Math. Soc. Transact. 1 [1900], p. 14) 
sicher gestellt. Bei dem hier befolgten Gange gestaltet sich nach Ein- 
führung der komplexen Integration der entsprechende Beweis überaus 
einfach (vgl. [41], S. 136/8). 

Zu § 56 (S. 419/28). 

Der von Weierstraß herrührende Satz über den eindeutigen Verlauf 
einer im Innern eines einfach zusammenhängenden Bereiches durchweg 
regulären Funktion wird häufig kurz als der Monodromiesatz bezeichnet. 
Der in seinen Vorlesungen vorgetragene Beweis (s. Stolz -Gmeiner, Einl. 
in die Funktionentheorie 2, S. 320/3) beruht auf der sukzessiven Reduk- 
tion eines hdiängen Weges für die analytische Fortsetzung auf einen 
speziellen. Gewisse dabei nicht berücksichtigte Möglichkeiten wurden 
von W. F. Osgood hervorgehoben und erledigt (Bull. Am. Math. Soc. (2), 
10 [1904], p. 29^/9). Verhältnismäßig kurze, aber indirekte Beweise geben 
G, Fdber (in der 5. Aufi. von Ä Burkhardts Einführ, in die Theorie der 
analyt. Funktionen [1921], S. 264/6) und ähnlich L. Bieberhaeh (Lehrbuch 
der Funktionentheorie [1921], S. 217/8). Der hier mitgeteilte erheblich 
umständlichere, aber direkte Beweis dürfte den eigentlichen Eem des 
Satzes, nämlich die aus der Voraussetzung sich ergebende Möglichkeit, 
den in Frage kommenden Bereich systematisch mit einem Netz inein- 
andergreifender, eine daselbst eindeutige analytische Funktion erzeugen- 
der Potenzreihen zu überziehen, am deutlichsten zur Anschauung bringen. 
Einige weitere Ausführungen zu der in Fußn. 3, S. 419/20 enthaltenen 
Bemerkungen über unzulängliche Fassung des vorliegenden Satzes findet 
man in [39], S. 69/61 und daran anschließend (S. 63/6) ein vollständig 
durchgeführtes Beispiel von der am Schlüsse der Fußnote erwähnten Art. 

Zu § 57, Nr. 4, 2 (S. 433). 

Da jede Häufungsstelle von singulären Stellen einer eindeutigen ana- 
lytischen Funktion (bzw. eines eindeutigen Zweiges einer mehrdeutigen) 
auf Grund der hier gegebenen Definition singulärer Stellen (S. 359) wieder- 
um eine singuläre Stelle ist, so bilden die letzteren eine abgeschlossene 
Menge (s. § 8, Nr. 2, S. 63). Wenn nun dieser charakteristische Satt 
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durch die am Schlüsse der Anmerkung zu § 47 (s. S. 610) erwähnte Bisher- 
bcunhsche Definition der singulären Stellen hinfällig wird^ so möchte ich 
darin lediglich ein neues Argument für die Unzweckmäßigkeit jener De- 
finition erblicken. 

Zu § 63 (S. 471/85). 

Zu Nr. 1 (S. 471/4). Über die ersten (auf Kettenbruch entwicklungen 
beruhenden) Beweise der Irrationalität von e {Euler) und % {Lambert) 
vgl. [15]. Der übliche auf der Reihendarstellung der Zahl e beruhende 
Beweis für deren Irrationalität (s. I^, § 33, Nr. 4, S. 205) wird Fourier 
zugescbrieben (nach Stainvilley Melanges d^analyse algdbrique, 1815). Der 
hier mitgeteilte Beweis für die Irrationalität von n stammt von Hermite 
(s. den lithographierten Cours de M. Hermite, 4^^“* ed. [1891], p. 74/5). 

Zu Nr. 2, 3 (S. 474/9). Die Vereinfachungen des recht verwickelten 
Hermiteschen Beweises für die Transzendenz von e (Paris C R. 77 [1873], 
p. 22/4, 77, 291) von D. Hilbert und A. HwrwitZy zuerst publiziert in den 
Gött. Nachr. 1893, finden sich, samt einer Modifikation der beiden Be- 
weise durch Gordan, wieder abgedruckt in Bd. 43 der Math. Ann. (1893). 
Von Hurwitz stammt insbesoiidere die (auch für die endgültige Form 
des Transzendenzbeweises von % grundlegende) Zerlegungsformel (s. Gl. 
(18)) für e* (abgesehen von einem unerheblichen formalen Unterschied, 
der in der Umformung des Restgliedes mit Hilfe des Mittelwertsatzes 
der Diff.'Rechnung besteht). 

Zu Nr. 4, 5 (S. 479 flf.). Der Lindemannsche Beweis für die Tran- 
szendenz von % (Math. Ann. 20 [1882], S. 212/23) wurde zuerst von Weier- 
straß (Berl. Sitz.-Ber. 1885, S. 1067/85), sodann durch die zuvor erwähnten 
Aufsätze von Hübert und Gordan vereinfacht. Eine möglichst elemen- 
tare, für weitere Kreise berechnete Gesamtdarstellung des Beweises (im 
wesentlichen auf Hilbert und Hurwitz beruhend) dürfte zuerst H. W(ber in 
seiner Encykl. der El.-Math. gegeben haben (Bd. 1, 1903). Anderweitige 
Beweise: F. Mertens (Wiener Ber. 105, 2 [1896], S. SSQjbby, Th. Vahlen 
(Math. Ann. 53 [1900], S. 457/60). Eine kritische Zusammenstellung und 
Analyse der verschiedenen Beweise gibt Hessenberg in der Schrift: Tran- 
szendenz von e und x (Leipzig 1912). 

Zu § 64, Nr. 3 (S. 489/92). 

Die Bestimmung des Exponentialfaktors dürfte aus einer Weier- 
s^aySschen Vorlesung herrühren. 

Zu § 66—68 (S. 500 ff.). 

Zahlreiche Entwicklungen und Literaturnachweise aus dem Gebiete 
der Bemoullischen und Eulerschen Zahlen s. L. Saalschütz, Vorlesungen 
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über die Bemoullischen Zahlen, ihren Zusammenhang mit den Sekanten- 
koeffizienten und ihre wichtigeren Anwendungen (Berlin 1893). 

Zu § 69 (S. 525 ff.). 

Zu Nr. 3 (S. 529/33). Der Beweis des „Hauptsatzes" von Nr. 3 
stammt vermutlich aus einer TFeiers^a^schen Vorlesung. Die Methode, 
derartige Eonvergenzbeweise durch Majorantenbildung zu erledigen, wird 
von 0. Stde (Yorl. über allg. Arithmetik 1 [1. Aufi. 1885], S. 297) auf 
eine (1835 lithographierte, 1840 in Bd. 1 der Exerc. d^anal. abgedruckte) 
Abhandlung von Cauchy über Integration von Differentialgleichungen 
zurückgeführt (a. a. 0. S. 355 ff.). 

Zu Nr. 6 (S. 536/8). Die daselbst gegebene Eoeffizientenbestimmung 
für die Iki^an^esche Reihe rührt von Jacobi her: Joum. f. Math. 6 (1830), 
S. 6 (» Werke 6, S. 38). Andere, gleichfalls elementare (nämlich auf 
Anwendung von Mittelwerten beruhende) Herleitung bei Ca/uchy (s. die 
in der Note zu § 35 angeführte Abhandlung), besser bei E. Rouche (Joum. 
^c. Polyt. T. 22 [1861], p. 199/201; auch: Serret, Cours d^alghbre sup^ 
rieure, 5'^“- ed. [1885], p. 466/81). 

Zu § 71, Nr. 6 (S. 561). 

Die betreffende Bemerkung von AJbd befindet sich in seiner Ab- 
handlung über die binomische Reihe: Joum. f. Math. 1 (1826), S. 316, 
FuBn. (<- Oeuvres 1, p. 224/5 en note); der auf der irrigen Annahme, 
daß jede in der Umgebung einer Stelle überhaupt konvergierende Funk- 
tionenreihe daselbst eo ipso nach heutiger Ausdrucksweise gleichmäßig 
konvergieren müsse, beruhende Couchysche Satz: Anal, algdbr. p. 131 
(— Oeuvres (2), 3, p. 120). 

Zu § 74, Nr. 1, 2 (S. 583/6). 

0. Stolz (Allg. Arithmetik 2 [1886], S. 213; Stolz-Omeiner y Einl. in 
die Funktionentheorie 2, S. 370) bezeichnet den Wert: 

Arcsin a; — (1 ^*)^) 

als zweiten Hauptwert des ^Arcussinus. Mir erscheint die hier durchge- 
führte Beschränkung auf den einen Hauptwert: 

arcsin a; — i lg(a?t + (1 — a?*)^) 

zweckmäßiger, da jener angeblich zweite bei Zerlegung der unendlich 
vieldeutigen Funktionen Arcsin a: in eindeutigCy nach dem Muster von 
arcsin a; gebildete und sich stetig aneinander schließende Zweige zwei 
verschiedenen Zweigen angehört (s. S. 589). 



Sachregister. 

Die Ziffern besiehen sich auf die Seitenzahlen. 

F (nach Bedarf mit einem Nnmmexindex) bedeutet Fufinate. 


Abbild, geometrisches (Bildpunkt) einer 
reellen Zahl 21/2 ; eines reellen Zahlen- 
paares 29; einer komplexen Zahl 184. 

Abbildung eines Bereiches 23^ bzw. der 
x-Ebene auf einen Bereich 9i bzw. 
die y-Ebene durch y*=>^f(x), wo: 
ss»|-|-i 2 ty 161; kongruente, gleich- 
stimmig ähnliche 162; notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür 
168/4; ungleichstimmig ähnliche 166; 
konforme (winkeltreue, in den klein- 
sten Teilen ähnliche) 161 ; umkehrbar 
eindeutige 162; einer Halbebene auf 
das Innere (Äußere) eines Kreises 166 : 
konforme dnrch (ezkl. a;i»0) 

168. 

AbeU(dkw SaU betr. Potenzreihen an der 
Eonvergenzgrenze 262; erweiterter 
264 ^ 17 . 

Abgeleitete Menge (Ableitung) a— Menge 
der BLäufungszahlen (-punl^) 7, 63; 
— Potenzreihen 881, s. FotenereQim. 

Abgeechloseene Menge 7, 63. 

Ableitung einer Menge, s. abgeleitete; 
einer Funktion s. Derivierte. 

Abechneiden eines Rechtecks von einem 
Treppenpolygon 69; eines Breien ein- 
fachen bzw. Doppelendstücks von ei- 
nem Tieppenwege 72/8; eines freien 
Endstücks von einem Treppenpolygon 
426. 

Abebtuiter Betrag (Absolutwert) einer 
komplexen Zahl, geometrisch Ab- 
stand vom Nullpunkt (Radius Vektor) 
186; der Summe zweier komplexer 
Zahlen — Diagonale eines Parallelo- 
gramms 186, der Differenz — Abstand 
der Bildpunkte 187; von e* 449. 

Ahetand (Entfernung) zweier Punkte 
einer Giemden 18 ; zweier Punktmengei^ 
68; 8. auch eibeoluter Betrag, 


Abweichung (Amplitude, Argument) 470 F. 

Abseieee 29. 

Achse, reelle, imaginäre 186. 

Addition komplexer Zahlen, geometrisch 
186/6. 

Additionetheorem von JE(j;) = >41/2; 

^ von C{x), 8(x) 447 ; von cos £, sin | 466. 

Mnlichkeit s. Abbildung. 

Äquivcdenz von gleichmäßiger Differen- 
zierbarkeit und regulärem Verhalten 
886/7 F; von gleichmäßiger und stetiger 
^ Differenzierbarkeit 400. 

Äußere Berandung eines Bereiches 90; 
— 8 eines Treppenpolygons 69. 

Allgemeines Konvergeneprineip 41. 

Amplitude (Abweichung, Anomalie, Ar- 
gument) einer komplexen Zahl 8 4“ 
470 F; explizite Darstellung als Funk- 
tion von C, 71 668. 

Analytische Fortseteung einer Potenzreihe 
181; als grundlegende Methode für 
die Theorie der analytischen Funk- 
tionen 182, 866/6; dazu erforderliche 
Ausdehnung des Bereiches der Ver- 
änderlichen auf das komplexe (^biet 
132; — Funktion, vorläufige Definition 
123; endgültige 866 (vollständige Be- 
stimmtheit durch jedes Funktionsele- 
ment); eindeutige, mehrdeutige, un- 
endlich vieldeutige 866; durch ein 
einziges Element voUstBudig darge- 
stellte, Beispiele 860/2; durch arith- 
metische Ausdrücke in Form gleich- 
mäßig konvergenter Reihen dargestellte 
872; eindeutige und im Endlichen re- 
g^äre — ganze (rationale oder tran- 
szendente), falls absolut unter einer 
festen Schranke bleibend Konstante 
892; eindeutige ohne wesentlich sin- 
guläre Stelle — > rationale 436. 

Anomalie Amplitude 470 F. 
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Anachauung, unzureichend für die Fest- 
stellung eines „Äußeren'* und „Inneren“ 
bei einem beliebigen Treppenpoljgon 
69. 

Anaetaen eines freien Endstücks an einen 
Treppenweg 77. 

Approximation der Berandung eines ab- 
geschlossenen Bereiches durch Treppen- 
poiygone: von außen 90, von innen 94. 

Arcuaainm als Umkehrung des Sinus 
683; unendlich vieldeutige Funktion 
Arcsin o; und Hauptwert arcsin rc 684; 
Zurückführung auf einen Logarithmus 
686; Erzeugung von Arcsin rr durch 
analytische Fortsetzung von arcsin o; 
690/1; die Yerzweigungspunkte +1 
691/2. 

Arcustangena als Umkehrung des Tangens 
661; unendlich vieldeutige Funktion 
Arctg^ und Hauptwert arctgrr 661/2; 
Darstellung des letzteren als Logarith- 
mus 662, als ^(x) 662, als 

666 ; Erzeugung von Arctg x durch ana- 
lytische Fortsetzung von arctg x 666/8 ; 
die Yerzweigungspunkte ± i 657; der 
erweiterte Hauptwert arctg (13 1 J) 668/9. 

Argument 470 F. 

Anihmetiacher Auadruck zur Definition 
einer Funktion 27 ; überraschende Trag- 
weite dieses Begrififs 120 ff.; in 
zur Darstellung von £ und 73 120; in 
zusammenhängendem Bereiche eine 
analytische Funktion, in getrennten 
möglicherweise verschiedene darstel- 
lend 872/4 (vgl. auch 123 ff.) 

Aufhau eines Treppenpolygons aus 
Rechtecken 69, 427. 

Aufiengebiet 66 ; eines (gewöhnlichen) 
Treppenpolygons 78/9, eines asym- 
ptotischen 92. 

Aufienpunkt 64; eines Rechtecks („A- 
Punkt“) 66; eines Bereiches 82. 

AußerweaenÜich singpiläre Stelle (» ra- 
tionaler Pol) 480. 

Axiom, Archimediachea 12 ; Canior-Dede- 
kvndachea (» Stetigkeitsaxiom) 20. 

Berandtmg (Begrenzung, Rand) einer 
Menge 64; äußere 90, innere 96 eines 
Bereiches. 

Bereich einer reellen Yeränderlichen 26 ; 
zusammenhängender einer ebenen 
Punktmenge (zweidimensionaler ste- 
tiger »» Gebiet), abgeschlossener, of- 


fener 66; einfach (n-fach) zusammen- 
hängender 97 ; beschränkter (unbe- 
schränkter) 140; Abbildung (Transfor- 
mation) eines Bereiches 161. 

Bemotdliache Zahlen 601 ; Rekursions- 
formeln 602, 624 und Anfangswerte 
603; Zusammenhang mit den Tau- 
gentenkoeffizienten 2\ 612; indepen- 
dente Darstellung 620/2. 

Beachränkte Menge reeller Zahlen (nach 
oben, unten) 2, komplexer Zahlen 140 ; 
ebene Punktmenge 61; Funktion einer 
reellen 31, 88, zweier reellen Veränder- 
lichen 106, Reihen teilsummen (x) 29 i. 

I Bildpunkt s. Abbild. 

I Binomischer Satz für negative ganze 
Exponenten 346/8; — e Reihe für den 
Exponenten ^ 626 ; für beliebigen Ex- 
ponenten 677/8. 

Bogen, primärer 93. 

C{x\ Definition 438 

Cauchyaeher Eoeffizientensatz 278, 280; 
— Doppelreihensatz, auf Potenzreihen 
angewendet 292; — sehe (* Cauchy- 
Biemannaehe) Differentialgleichungen 
393 F^, 396; als hinreichende Bedin- 
gungen für den analytischen Charakter 
einer Funktion 401/2. 

Cauchy - Rtemannscher Ausgangspunkt 
für die Theorie der analytischen Funk- 
tionen 160. 

Cauchy- Tayloracher Satz 386/93. 

coa X = C{x) 469. 

coaecx 606; Partialbruchreihe 609; Po- 
tenzreihe 613. 

cotx 506; Partialbruchreihe 506/8; Po- 
tenzreihe 611. 

Ihdekindacher Schnitt 24; —sehe Irra- 
tionalzahltheorie 24/5 

Definitionabereich einer reellen Funktion 
f{x) 26, fix^y) 106; einer Funktion 
der komplexen Yeränderlichen o; 141 

Derivierte (erste bzw. v**) einer ganzen 
rationalen Funktion g(x) 176; einer 
Potenzreihe ?ß(a;) 317 (Yerhalten auf 
dem Konvergenzkreise 321); einer Po- 
tenzreihe $(x — x^) 823/4; der Summe 
mehrerer bzw. unendlich vieler Potenz- 
reihen 324/6; rationaler Yerbindungen 
von 326/7; von $^($(0; — rc^)) 

828; einer gleichmäßig konvergenten 
Reihe regulärer Funktionen 372/4; als 
Differentialquotient (»= Grenzwert des 
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Differenzenqnotienten) von g(x) 177/9, j 
von — x^) 328/30. 

Differentialgleichungen s. Gauchy,Laplace, 

Differeniialquotient (im komplexen Sinne) 
unabhängig von dem Begriffe der De- 
ri vierten 379; als Bedingung für kon- 
forme Abbildung 380; partielle — en 
einer reellen Funktion f{i , ij) 396 ; 
Schreibweise der Differentialrechnung 
396 F, 407 F; im übrigen s. Derivterte. 

Differentiationsfolge: ihre Vertauschbar- 
keit 408 F,. 

Differentiationsweg 178. 

Differengierharkeit (= Existenz eines 
Differentialquotienten im komplexen 
Sinne) als Ausgangspunkt der Cauchy- 
i^iemannschen Funktionentheorie 160; 
gleichmäßige 380/1 , äquivalent mit 
stetiger 400, mit regulärem Verhalten 
386/7 F, 393. 

Differenzenquotient 178, 329; gleichmä- 
ßige Konvergenz gegen die Derivierte 
378, gegen einen Grenzwert (Differen- 
tialquotienten) 379/80. 

Dirichletsche Definition des Funktions- 
begriffs 27; — Punktion 28, 111; ihre 
Darstellung durch arithmetische Aus- 
drücke 127/8 F. 

Diskontinuitatspunkt (Unstetigkeits- 
punkt) einer reellen Funktion f{x) 48 

Doppellimes einer reellen Funktion /*(aj, y) 
106. 

Doppelpunkt 99 

Doppelreihensatz für Potenzreihen (exak- 
ter: Satz über die Darstellung der 
Summen unendlich vieler Fotenzreihen 
durch eine Potenzreihe): Caucfvyscher 
292, Weierstraßscher 301, Ft^aZtscher 
343. 


E{x) 8. Expo^ienttalfunkUon, 

Ecken eines Treppenweges, erster und 
zweiter Art 7 1 ; gleichartige, ungleich- 
artige 72/3; konvexe, konkave eines 
Treppenpoljgons 79 

Eckenfolge 72 

Eindeutigkeit einer Funktion, die sich 
in einem Rechteck durchweg regulär 
verhält 419; desgl. in einem Treppen- 
poljgon 423, 428. 

Einfach (n-fach) zusammenhängender 
Bereich 97; — es Endstück 72; — e 
Periodizität 462. 

Einheitsfaktor e 269; ev* von + 464. 


Einheitskreis 166; Abbildung auf eine 
Halbebene 161. 

Einheitsstrecke 9. 

Einheitswurzeln 196, 462; primitive 673; 
für den Exponenten 2” 264 ff. 

Element einer analytischen Funktion 366. 

Elementare ganze transzendente Funk- 
tionen 469; gebrochene 606. 

Elementare Periode (*= wahre, primitive 
Periode) 462. 

Endstück eines Treppenweges, freies ein- 
faches 72, Doppel- 73; eines Treppen- 
polygons 426 ; s. auch dbschneiden, an- 
setzen. 

Entfernung zweier Punkte Abstand 18. 

Eülersche Zahlen E^ (Sekantenkoeffizien- 
ten), Rekursionsformel und Anfangs- 
werte 516; Zusammenhang mit den 
Tangentenkoeffizienten und gemein- 
same Rekursionsformel 617/8. 

Eanstenzbereich einer analytischen Funk- 
tion 360, 431 

Explizite (implizite) definierte Funktion 
27 

Exponentidlform einer komplexen Zahl 
467. 

Exponentialfunktion c* 444 (ursprüng- 
liche Schreibweise E{x)^ einfachste 
ganze transzendente Funktion ohne 
Nullstelle 439); für rein imaginäres x 
449; ihr absoluter Betrag 449; ihr 
Verlauf 464 ff., Umkehrung 639 ff.; 
allgemeine — jh)® 576 

Fundamentalsatz der Algebra 188; neuer 
Beweis 437/8. 

Funktion einer reellen Veränderlichen, 
ein- und mehrdeutige (-wertige), ex- 
plizite, implizite definierte 27 ; in einem 
Bereich beschränkte 31, 33; stetige 
nach rechts (vorwärts), nach links 
(rückwärts), schlechthin 46; unstetige 
48; an einer Stelle nicht definierte 
48/9; in einem Intervall stetige 62, 
alsdann daselbst gleichmäßig stetige 
54, 696. 

zweier reellen Veränderlichen, ein- 
und mehrdeutige 105; in einem Be- 
reich beschränkte 105/6; stetige in 
Bezug auf beide VerSuderliche 113, 
äquivalent mit: gleichmäßig stetige 
in bezug auf je eine der beiden Ver- 
änderlichen 116; Darstellbarkeit jedes 
arithmetischen Ausdrucks 4^(6»^) durch 
einen solchen in S + ijf 147/9. 
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FitnJUion einer komplexen Yerftnderli- 
chen, ein und mehrdeutige 141 ; stetige 
142; gleichmäßig etetige 146; nn einer 
Stelle uneigentlich definierte 148/4; 
zurfickfuhrbar auf reelle Funktionen 
zweier reellen Yeränderlichen 144/7; 
■. im übrigen analytische, ganee, ge-- 
brochene, harmonische^ lineare^ reguläre, 
trigonometrische Funktion, 

Funktionenfolge 224, Eonyergenzbereich 
und Grenzfunktion 224/6; gleichmäßige 
und punktweise gleichmäßige Eonver- 
genz 227/81, einfach und einfachst 
gleichmäßige 698/9, pseudo-gleichmä- 
ßige 602; Stetigkeit der Grenzfhnktion 
288/6, notw. u. hinr. Bedingung 600/2. 

Funktionenreihe 286; absolute, unbe- 
dingte, bedingte Eonvergenz 287; 
gleichmäßige und punktweise gleich- 
mäßige Eonvergenz 287/8; Weierstraß- 
Bches M%j Orantenkriterium für gleich- 
mäßige Eonvergenz 289; maximale 
Eonvergenz 240; Stetigkeit der Reihen- 
Bumme 240 (auch bei nicht gleich- 
mäßiger Eonvergenz 241). 

Funktionselement 866; — e, zusammen- 
hängende 868. 

Ckinse Funktionen » ganze rationale 
120, 172, 216 F; charakterisiert durch 
reguläres Yerhidten im Endlichen und 
den rationalen Pol 486; — , 

transzendente 860; ohne Nullstelle 
488/41. 

Gebiet 66, 141; oberes, unteres (Ober-, 
Unter-) eines Treppenweges 76, 102. 

Geibrochene rationale Funktionen 120; 
echt, unecht 216; Partialbruchzer- 
legung 220; deren Beziehung zur 
Xopronpeschen Interpolationsformel 
221 ; Entwicklung in eine rekurrierende 
Potenzreihe 812; — transzendente 
Funktionen 606, s. im übrigen elemen- 
tare. 

Gegenüberliegende Seiten eines Treppen- 
polygons 492. 

GdJtungsradius r{x) 868; als stetige Funk- 
tion von X 864; unter Umständen iden- 
tisch mit dem Eonvergenzradius 866. 

Gemeinteiler, größter, zweier ganzen ra- 
tionalen Jhinktionen 218. 

Geometrische Ausdrucksweise 197; — s 
Bild riner reellen Funktion y » f (o?) 
80. 

„OUkhmäflig beschränkt^' 294 F. 


Gleichmäßige Differenzierbarkeit s. Dif- 
ferenzierbarkeit. 

Gleichmäßige Konvergenz des Differenzen- 
quotienten s. Differenzenqmtienten; im 
übrigen s. Funktionenfolgen, -reihen, 
Potenzreihen. 

Gleichmäßige Stetigkeit 64, 117, 146, s. 
auch Funktion. 

Gleichstimmige Ähnlichkeit s. Abbildung-, 
— Übergänge 71. 

Gleichwertigkeit von ^((sldPo), ¥i(x|s^) 
834; von P{x — x^), P^{x — a^ 864. 

Grenze, obere (untere) einer reellen 
Zahlenmenge 4; einer reellen Funk- 
tion fix) 81, fix, y) 106. 

Grenzfunlkion einer Funktionenfolge 226 ; 
Stetigkeit 288; Umformung in eine 
konvergente Reihe 286. 

Chrenzpunkt 21 F; als Bildpunkt einer 
Zahl 22. 

Ghrenzwert (Limes) einer reellen Funk- 
tion, rechtsseitiger (rechter, vorwärts 
genommener): lim /‘(d?) = /"(a -f- 0) 34; 

endlicher, unendlicher 86; linkssei- 
tiger (linker, rückwärts genommener): 
lim fix) = fia — 0) 86 ; schlechthin 

39; auf Grenzwerte von Zahlenfolgen 
zurückgeführt 40; einer Funktion /’(jr,y) 
8. Doppellimes, iterierte Limites-, einer 
Funktion fix) bei komplexem x (end- 
lich oder oo ohne Yorzeichen) 142/8. 

Grenzwerte rationaler Funktionenfolgen, 
nach Belieben in Beihenform 121; 
durchgreifende Yerschiedenheit ihres 
Charakters von demjenigen der ratio- 
nalen Funktionen 129; in verschiede- 
nen Intervallen bzw. Gebieten ver- 
schiedene, insbesondere willkürlich 
vorgeschriebene rationale Funktionen 
darstellend 123 ff, 874; — iterierte, 
zur Darstellung der reellen Yeränder- 
lichen £, 72 als arithmetische Ausdrücke 
in { + 72» 147/9. 

Grundeinheitewurzel 197, 266, 463, 469. 

Hänfungskordinuum, Definition und Bei- 
spiele 91/8. 

Häufungspunkt, einer ebenenPunkt- 

menge 61 ; von Bandpnnkten 66; (-zahl) 
einer Menge komplexer Zahlen 140 ; 
von außerwesentlich singnlfiren Stellen 
oder Nullstellen 488; von wesentlich 
singulären Stellen 486. 
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HäufungazM (endliche oder ± oo) einer 
Menge reeller Zahlen 7. 

Harmoniaehe Funktion 409 F^. 

Hauptaufgabe der Funktionenlehre („Ana- 
lysis«) 27. 

HauptdarateUung einer komplexen Zahl 
in Exponentialform 467; in trigono> 
metrischer Form 470, 658. 

HaupÜimitea einer reellen Zahlenmenge 
2; einer reellen Funktion f(x) 44. 

Hauptwert von Lgrr 540; von Arctgre 
651; erweiterter des Arenstangens: 
arc1g(ijl4) 658; von 662; von 

Vh 469/70; von Cl+a:)“ 678; von 
Arcsin d? 586/6. 

Hebbare Unstetigkeiten 49. 

Holomorph =« regulär 430 F. 

Identität zweier ganzer rationaler Funk- 
tionen 193; von *P^(a5— a?o)i — ^o) 

289, 33Ö; von Fi(x — x^) 

Sbi/b. 

Innenpwnkt 64 ; — eines Rechtecks („2- 
Punkt“) 66. 

Innenwinkel-Summe eines Treppenpolj- 
gons 80. 

Innerea eines Treppenpoljgons 69. 

Innerlich euaammenhangend 66. 

In aich dichte Menge 7, 63. 

Interpölationaformd v Lagrange 1 98/200 

Intervallachachtelung 20. 

Irrationalität von c 471; von n 471/4. 

Irrestionaleahlen nach Dedekind 24/6. 

laogonal 161. 

Isolierte Menge 7, 63; — wesentlich sin- 
gulare Stelle «transzendenter Pol 434. 

Herierte Limitea einer reellen Funktion 
f{x^y) 110; Beziehungen zum Doppel- 
limes 111/3. 

tJbrdanschd Kurve 98; — scher Euiven- 
satz 101; insbesondere gültig für ein- 
fach geschlossene Polygone und Kurven 
der analytischen Geometrie 104. 

Kettenbruch für den Quotienten zweier 
ganzer rationaler Funktionen 213. 

Klaaaen s. Zerlegung. 

Kombinationasummen der Wurzeln einer 
ganzen rationalen Funktion 201. 

Komplexe Zahlen als Punkte einer Ebene 
134; geometrische Darstellung ihrer 
Rechnungsoperationen 136/9; Darstel- 
lung in transzendenter Form 467, 470, 
668 . 


Komponenten (Koordinaten) yj einer 
komplexen Zahl re « £ -f- ij»; ihre Dar- 
stellung durch arithmetische Aus- 
drücke in X 147/9. 

Konkav s. konvex. 

Konstanten 27. 

Konstanz des MitteJ wertes 9kjp(er) 382/6; 
einer absolut unter einer festenSchranke 
bleibenden, im Endlichen regulären 
Funktion 392. 

Kontinuum, linienhaftes 66; flächen- 
haftes (zweidimensionales) « zusam- 
menhängender (sc. zweidimensionaler, 
stetiger) Bereich 28 « Gebiet 65, 141 ; 
s. auch Zahlenkontmuum. 

Konvergenz einer reellen Veränderlichen 
^ gegen einen gewissen Wert a 26; 
Bezeichnungen x-ra-\-0, x-ra — 0 
x--^a 34/9; im übrigen s. Funktionen- 
folgen, -reihen, Fotenzrehen, Differen- 
zenquotienten. 

Konvergenzbereich s. Funktionenfolgen, 
-reihen, Potenzreihen. 

Konvergenzgrenze, -intervaU, -kreta, -ra- 
dtua s. Potenzreihen 

Konvergenzprinzip, allgemeines 41 

Konvexe (konkave) Ecken eines Treppen- 
polygons 79; Überschuß der konvexen 
über die konkaven 80. 

Koordinaten, -achae, -ebene 29. 

Kreiaverwandtachaft 162. 

Kurve 30 F,; Jordanache 98. 

Lagrangeache Interpolationaformd 
198/200; deren Beziehung zur Partial- 
bruchzerlegnng 221; — Reihe 638. 

Länge s. Maßzahl. 

Laplaceache Differentialgleichung 409. 

Laurentacher Satz 388/92. 

IC 

Leibnizache Reihe für — 496; Umformung 

in wesentlich rascher konvergierende 
496/6. 

Limea einer reellen Zahlenmenge : oberer, 
unterer (Hauptlimites), schlechthin 2 ; 
positiv (negativ) unendlicher 6 ; oberer, 
unterer einer reellen Funktion 44/6; 
Bedeutung der Schreibweise Hm 111; 
im übrigen s. Grenzwert, Doppellimea, 
iterierte Limitea. 

Lineare Funktion, allgemeinste 161 ; ihre 
Abbildung (Kreisverwandtschaft) 162 ff. 

Logarithmua (natürlicher) als Umkehrung 
der Exponentialfunktion 539 ff. ; Haupt- 
wert Igx 540; unendlich vieldeutige 
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Funktion Lgrc 640, 648; Stetigkeits- 
sprung von lg x 642, von Lg„ x 647/8. 

Lückenlosigkeit einer Geraden 20; der 
Menge der reellen Zahlen 22; einer 
stetigen reellen Funktion (als Folge 
der Stetigkeit, aber als nicht ausrei- 
chende Bedingung derselben) 68, 128 

Ludolfsche Zahl n = Maßzahl für die 
halbe Länge des Einheitskreises 464/6 ; 

ursprüngliche Definition : ~ als kleinste 

£ä 

positive Nullstelle von C{x) 460; Dar- 
stellung durch iterierte Quadratwurzeln 
466, durch Grenzwerte rationaler Zah- 
lenfolgen 494/6; Irrationalität 471/4; 
Transzendenz 479/85. 

Mac Laurinsche Formel für eine ganze 
rationale Funktion 179; — Beihe für 
$(a;) 318 

Majorante 239 F,, 633 P. 

Maß, gemeinsames zweier Strecken 11. 

Maßeinheit (Einheitsstrecke) 9. 

Maßzahl einer Strecke 9 ; der Länge des 
Einheitskreises 268, 465 ; für die Größe 
eines Winkels 466/6. 

Maximale Konvergenz von Reihen 240. 

Maximum, reales von |?P(a:)| für \x\^r 
und \x\Kr 283. 

Maximum und Minimum, reales und 
ideales einer reellen Zahlenmenge 4/6; 
reales einer reellen stetigen Funktion 
62, 117; reales der Absolutwerte einer 
komplexen stetigen Funktion 146; von 
j^ß(a5 — rCo)! 832; einer im Innern eines 
Bereiches ^ eindeutigen regulären 
Funktion 366 

Menge, beliebige reeller Zahlen 2; im 
übrigen s Punktmenge, 

Mengenpunkt (Nichtmengenpunkt) 64. 

Meromorph 430 P„ 606. 

Methode der analytischen Fortsetzung 
182; der Funktionentheorie nach M6~ 
ray -Weierstraß verglichen mit der 
Cauchy-Biemannschon 160; schließ- 
liche Äquivalenz der grundlegenden 
Voraussetzungen 887 F. 

Mittelwert 3R/*(er) 269 ff.; von |P(fr)J* 
276; Konstanz von ^F{tr) in ring- 
bzw. kreisförmigen Bereichen 882. 

Mittelwertdarstellung der Koeffizienten 
und der Summe von P{x) 278/81. 

Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
396/8. [weg 71. 

Monotone Funktionen 42; — er Treppen- 


Fatürlicher Logarithmus s. Logarithmus, 

Newtonsche Formeln für die Potenz- 
Bummen 202/8. 

Nullstelle (Wurzel) einer ganzen ratio- 
nalen Funktion: Existenz 189; Anzahl 
192; n- fache {n^^ Ordnung) 196; von 
^(x) 288; einer analytischen Funktion 
fix), zugleich (w — l)-fache Nullstelle 
von f'{x) und Pol n^^ Ordnung von 
(fix))- ^ 432. 

Oberer, — e, — es s Limes, Grenze, Gebiet. 

Offener Bereich 66. 

Orthogonale Trajektorien 169. 

Oszillierende Funktionen, Beispiel 128; 
zugleich stetige 129. 

Parabeln, Schar konfokaler 167. 

Parameterdarstellung einer Jordanischen 
Kurve, Parameterkurve 99 

Partialbruchzei legung einer gebrochenen 
rationalen Funktion 220; von coinx 
606/8; tajignx, coBecnx 609; sec nx 

610; 519. 

Perfekte Menge 7, 63. 

Periode, wahre (primitive) 462 

Periodenstreifen von e® 468; von C{x), 
S(x) 469. 

Pol, schlechthin == rationaler Pol 434 F. 

Polar Winkel 470 

Polynom = ganze rationale Funktion 129. 

Positive Durchlaufung eines Treppen- 
polygons 79. 

Potenz, (S + Tji)” stetig 146 P^; allge- 
meine { 65 ® und Hauptwert 6® 662/8; 

1 

Hauptwert von 6" = Hauptwert von 

Vb 669/70; allgemeine Jai])® 676; 
Reihenentwicklung und analytische 
Fortsetzung des Hauptwertes x® 680. 

Potenzreihe, „gewöhnliche'* in x, typische 
Bezeichnung $(a;) 241; absolute und 
gleichmäßige Konvergenz 241 ; bestän- 
dige Konvergenz und Divergenz 248; 
Konvergenzkreis 243; Formel zur Be- 
stimmung des Konvergenzradius 246; 
Überlegenheit des CauchyscAien. Krite- 
riums erster über dasjenige zweiter Art 
246; Verhalten von $(a;) auf demKon- 
vergenzkreise 247 ff.; Möglichkeit be- 
dingter Konvergenz, sogar ausnahms- 
los 260/1; gleichmäßige Konvergenz 
(und Stetigkeit der Reihensumme) an 
der Konvergenzgrenze auch bei be- 
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dingter Konvergenz (J.66focher Satz) 
262/7; Grenzwert von ?ß(a;) für Stellen 
eigentlicher Divergenz auf dem Eon- 
vergenzkreise 268; Darstellung der 
Eoeflüzienten und der Summe von 
durch Mittelwerte 279/81; Verhalten 
von $(rc) für relativ große und kleine 
X 282; reales Maximum von |^ß(^)| 
für I a: I ^ r 288, 332 ; | $ (0) | kein Ma- 
ximum und, falls ^(0)4^0, auch kein 
Minimum 266, 832 ; Identitätssätze für 
Reihen ?ß(a;), ?P(a; — x^) 289, vervoll- 
ständigt 886; Identität (bis auf eine 
Konstante) schon bei Übereinstimmung 
des reellen bzw. imaginären Teils 387 ; 
Summen unendlich vieler — aj^) s. 
Doppelreihensatz; Produkte und ganze 
Potenzen von Potenzreihen 803; Dar- 
stellung von (^ix)) durch eine (x) 
306/7 ; rekurrierende Potenzreihen 312; 
Derivierte 317, 328; Differentialquo- 
tient 329; abgeleitete Potenzreihen: 
^(®)i ^i)i • • • 331; 

durch Vermittelung von Zwischen- 
stellen 340; längs verschiedener Wege 
856; ursprünglicher und wahrer Kon- 
vergenzbereich einer abgeleiteten Po- 
tenzreihe 833 ; Rückbildung von $ (a:|aJo) 
in ¥(a?la:oi » • • • ^o) 341; Umfor- 
mung von ^ in ?P, (x--x^) 348/62, 

Ton ^,(« — * 0 ) in 866/71; 

— nach gebrochenen Potenzen 683; 
Umkehrung einer Potenzreihe s. Um- 
kehrung. 

Potenzreihe nach positiven und negativen 
ganzen Potenzen von x^ typische Be- 
zeichnung P{x) 261 ; ringförmiger Kon- 
vergenzbereich 262; Produkte und 
ganze Potenzen 803/6; Identitätssatz 
290, vervollständigter 864; Transfor- 
mation von P{x — x^ in eine ^(aj — x^ 
863; P{x — x^ im Innern des Konver- 
genzbereiches eine analytische Funk- 
tion regulären Verhaltens darstellend 
877. 

Potenzsymhol 6", Notwendigkeit einer 
eindeutigen Definition 661/2. 

Potenzsummen 201. 

Primärer Bogen 98; als Bestandteil einer 
Jordansehen Kurve 100. 

Primitive (wahre) Periode 462; — Ein- 
heitswurzel 678. 

Ptodukte, unendliche, von der Form 


17(1 -fara?) 486; für sino; 492, cosa; 
493, c* ± 1 494. 

Punkt, als Äquivalent eines reellen 
Zahlenpaares 29; einer komplexen 
Zahl 134; uneigentlicher 00 141. 

Punktmenge, lineare (= reelle Zahlen- 
menge) 22; ebene 60; im«übrigen s. 
beschränkte, abgeschlossene, in sich 
dichte, perfekte, isolierte, zusammen- 
hängende, innerlich zusammenhängende 
zyklisch zusammenhängende, überall 
dichte 

Punktweise gleichmäßige Konvergenz s 
Funktionenfolgen, -reihen. 

Quadratschachtelung 62. 

Querschnitt eines Treppenweges 72 ; eines 
Treppenpolygons 425 

Quotient zweier ganzer rationaler Funk- 
tionen als Kettenbruch 213; zweier 
Potenzreihen als Potenzreihe 308/11. 

Radius Vektor 135. 

Rand Berandung == Begrenzung 64. 

Mandpunkt 64; eines Rechtecks („12- 
Punkt) 66; „nächstgelegener** 84; „aus- 
gezeichneter** 85; -freie Quadrate 
Quadrate**), -haltige (9i-Quadrate“) 82 

Rationale Funktion, gelegentlich im 
Sinne von „gebrochene rationale Funk- 
tion** gebraucht 216 F; Stelle, in deren 
Umgebung f{p[) den Charakter einer 
rationdien Funktion besitzt — ratio- 
naler Pol 430; im übrigen s. ganze, 
gebrochene rationale Funktion. 

Rationaler Ausdruck („begrenzter**), 
nächstliegendes Mittel zur Definition 
einer Funktion 27; als vorbildlicher 
Typus einer analytischen Funktion 123. 

Rationaler Pöl (= außerwesentlich sin- 
guläre Stelle) 430; — n^^ Ordnung 
von /’(x), zugleich Pol (w + !)*•’' Ord- 
nung von f {x) und n-fache Nullstelle 
von {f{x))-^ 431. 

„Realef* Bedeutung der komplexen Zahlen 
136. 

Reales Maximum (Minimum) s. Maximum. 

Rechenvorschrift, in letzter Linie unent- 
behrlich zur Definition einer Funk- 
tion 27. 

Rechteck, die Ebene in zwei getrennte 
Gebiete zerlegend . 66/8. 

Reeller und imaginärer Teil einer Funk- 
tion + 14r4; Beziehungen zwi- 
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gehen beiden bei einer analytigeben 
Funktion f{x) 896, 411 ff. 

Begulären Verhalten einer anaJjtigehen 
Funktion an der Stelle x' bzw. oo 869, 
607/8; notwendige u. hinreichende Be- 
dingung dafür 429; — e Funktion zu 
gegebenem reellen Teil 411. 

BegtUarüätsbereich 869 ; unendlich großer, 
endlicher (Beispiele) 860/1. 

Beihe nach Polynomen ale Daretellungg- 
mittel für eine beliebige gtetige Funk- 
tion 129; bei kongtanten Koeffizienten 
» Potenzreihe 180; gleichmäßig kon- 
vergente regulärer Funktionen alg 
Dargtellunggmittel einer analytischen 
Funktion 372 (s. auch Vitäliseher Satz 
874); hypergeometrische (speziell bi- 
nomische), Verhalten auf dem Konver- 

genzkreise 248/9; LeibnizBche für ~ 

496; logarithmische 649; binomische 
für den Exponenten | 626/7, für be- 
liebigen Exponenten a 678; Summa- 
tion der letzteren 679. 


OD 

Bethensummen S^^^ 


als' rationale Multipla von bzw. 


«11+ 1 601/8 bzw. 614/6. 

Bekursionsformeln für die (rationalen) 
BemouUiBclien Zahlen B^ 502, 524; 
für die (ganzzahligen) Tangentenkoef- 
fizienten 512 ; für die (ganzen) Bukr- 
schen Zahlen (Sekantenkoeffizienten) 
El 616; gemeinsame für 
El **** ^S2 617/8. 

Belativ prime (teilerfremde) ganze ratio- 
nale Funktionen 211. 

BolUzcher Satz 397 F, 

Bückk^seite eines Treppenweges 72. 


8(x), Definition 438. 

SdtniU, Dedekindacher 24; zwischen 
gegenüberliegenden Seiten eines Trep- 
penpolygons 423; 0, — oo als Begren- 
zung des Regularitätsbereiches von 
lgJ?i 6d7; analog t, oo» und 

— », — oo» für arctgoE 652bzw. Arctg„x 


666/8; 1, -f oo und — 1, — oo für 
arcsin je, Arösina; 689/91. 

SehnittzM 25. 

Schwankung D Differenz der oberen 
und unteren Grenze einer reellen Funk- 
tion f{x) 81, 47/8; einer reellen Funk- 
tion /‘(je, y) 105; absolute einer kom- 
plexen Funktion f{x) 147. 

s»n re » S{x) 459. 

Singuläre Steüe einer analytischen Funk- 
tion 895; außerwesentliohe (« ratio- 
naler Pol) 480; wesentliche 482; iso- 
lierte wesentliche (»-> transzendenter 
Pol) 484; Verhalten von f{x) in der 
Nähe einer solchen 436; Häufungs- 
stelle von singulären Stellen als we- 
sentlich singuläre Übertragung 

auf die Stelle jcnoo s. uneigentliche 
SteUe; — Linie 485. 

Stelle (Punkt) des Bereiches einer reellen 
Veränderlichen 26; zweier reellen Ver- 
änderlichen 105 ; einer komplexen Ver- 
änderlichen 140 ; regulären Verhaltens 
(reguläre Stelle) 359; singuläre s. un- 
mittelbar zuvor; x^ooB, uneigentliche 
SUlle, 

Stetigkeit der Geraaen 20; der Menge 
der reellen Zahlen 21; von Funktionen 
einer bzw. zweier reellen und einer 
komplexen Veränderlichen s. Funk- 
tionen; des absoluten Betrages stetiger 
Funktionen 50, 116, 146; einer reellen 
Quadratwurzel 170; einer ganzen ra- 
tionalen Funktion 172/4; einer Potenz- 
reihe im Innern und an der Grenze 
des Konvergenzkreises 252, 257; der 
geometrisch definierten Funktionen 
cos£, sin£ 467; s. auch Funktionen- 
folgen, -reihen- 

Stetigkeiteaxiom 20. 

Stetigkeitesprung von Igo; 642. 

StirUngsdhe Formel für n! 496/9. 

Strecke « begrenztes Geradenstück 8; 
— n, gleiche, ungleiche 8; rationale 10; 
irrationale 14; Summe zweier ratio- 
nalen 11, irrationalen 14; in der Be- 
deutung Maßzahl eines Geradenstücks 
19 F. 

Streekenmesiung 8. 

Symmetrische Funktionen (ganze) 208. 

Tangx, Definition 606; Partialbruch- 
reihe 608/9; Potenzreihe 611. 

Tangentenkoeffizienten T^, Bekursions- 
formel und Anfangswerte 512; Zu- 
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sammenhang mit den Sekantenkoeffi- 
zienten (J^ulerschen Zahlen) 517; 
independente Darstellnng 622. 

Taylorgehe Formeil fOr eine ganze ratio- 
nale Funktion 189; — Beihe für 
'^(x + h) 817 

Teiler einer ganzen Funktion 189; größ- 
ter gemeiuBamer zweier 213. 

Jeder fremd s. relativ prim. 

Trajektorien, orthogonale 169. 

Transformation eines Bereiches 23^^ in 
einen anderen 23y (»= Abbildung) 161; 
reziproke 166. 

Transzendenter Fol s. singuläre Stelle. 

Transzendenz von e 476/9; von n 479/86. 

Treppenpolygon, sukzessive aus Recht- 
ecken zusammengesetztes 68; beliebig 
gegebenes 69; asymptotisches 92; im 
übrigen s. Ahschneiden, Auf hau, End- 
stuck, Querschnitt, Innenwinkel, Appro- 
ximaJtion. 

Treppenweg 70; monotoner 71; oberes* 
unteres (Ober-, Unter-) Gebiet 76, 102 ; 
s auch Ahschneiden, Ansetzen, End- 
stück. 

Trigonometrische (transzendente) Form 
einer komplexen Zahl 470, 658; — 
Funktionen 466 ff. 

Überall dichte Menge 7; 8.uf dem Ein- 
heitskreise, gebildet von den Punkten 
(1)® = cSr^tfo bei irrationalem a 
674/6. 

Übergänge bei einem Treppen wege ; xy-, 
yx-, gleichstimmige, ungleichstimmige 
71. 

Umgebung einer Stelle im Innern eines 
Intervalls 26 ; eines Punktes einer 
ebenen Punktmenge 61 ; von der Form 
1«-— aK^ für eine Stelle a eines 
komplexen Gebietes 140; vollständige, 
teilweise 142. 

Umgehung einer für die analytische Fort- 
setzung kritischen Stelle durch Aus- 
dehnung des Bereiches der Veränder- 
lichen ins komplexe 184 

Umkehrung einer Potenzreihe 626/39; 
Blauptsatz 629; verschärfte Form des 
Hauptsatzes 638; Koeffizientenbestim- 
mung für die umgekehrte Reihe 636 ff. ; 
Lagrangescho Form derselben {La- 
pran^esche Reihe) 688; Vervollstän- 
digung des Hauptsatzes für den Fall 

-«0 581/8; — der Funktion 


ymmx^ 169; der Funktionen: x^^ 
689ff. , X — > taug y 661 ff. , « sin y 
688 ff. 

UneigenÜiehe Stelle (Zahl, — r Punkt) 
x^oo 141 ; als reguläre 869, als sin- 
guläre 486/6; Unterscheidung von ^(oo) 
und lim f(x) 148; — Definitionen: 

*-►00 

f(a) lim f(x), wenn f(a) nicht defi- 

niert, 144 und: f(d)^ 00 , wenn a ein 
rationaler Pol, 481 

Unendliche Produkte s Produkte. 

Unendlich viele Maxima und Minima 
einer reellen Funktion Oszillationen 
128. 

Unendlich vieldeutige analytische Funk- 
tion 357 ; B. auch Logarithmus, Arcus- 
sinus, Arcustang^. ^ 

Ungleichstimmige Ähnlichkeit s. Abbil- 
dung; — Übergänge 71. 

Unstetigkeitsstelle 48. 

Unterei, —e, — es s. Limes, Grenze, Ge- 
biet. 

Unvollkommene Gleichungen 566. 

Variable s Veränderlttüie. 

Vektor (« Radius Vektor) 470 

Veränderliche (Variable), reelle 26; kom- 
plexe 189; Anlaß zur Einführung der 
letzteren 134 

Vereinigungsmenge 1^ { P^jf ^ } der zy- 
klisch zusammenhängenden Mengen 

(»> = 0. 1, 2 ) 81, 90. 

Vertauschbarkeit der Differentiationsfolge 
408; der Seiten einer vollkommenen 
Gleichung 566. 

Vitalischer Doppelreihensatz 343 ; — Satz 
374. 

Vollkommene (unvollkommene) Gleichun- 
gen 566. 

Vollständige (teilweise) Umgebung einer 
Stelle X 142 

Wahrer Konvergenzbereich von {x) 
418 ff.; — Eonvergenzradius von $(a;), 
bestimmt durch das Nullwerden der 
unteren Grenze für die wahren Eon- 
vergenzradien aller aus ^(x) ableit- 
baren Sl^{x\x) 346, 418. 

Waltissche Formel für ~ 494. 

Weg eines veränderlichen Punktes {x, y 
(as tTbfdanscher Eurvenbogen) 107 
der analytischen Fortsetzung 856. 
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TTetersfrajSscher Doppelreihematz 801 ; 
— sches Kriterium für gleichmäßige 
Konvergenz 839 

WeaenÜich sin^läre Stelle s. singuläre 
Stelle. 

Wurzeln einer algebraischen Gleichung: 
Existenzbeweise 189, 487/8; — , mehr- 
fache (gleiche) 192, 196; der Gleichung 
*^ = 1 864/9. 

Zahlen, komplexe und deren Rechnungs- 
Operationen in geometrischer Darstel- 
lung 184/9; in trigonometrischer (tran- 
szendenter) Form 470, 568; 

Zahlenkontinuum, reelles 22. 

ZcMenmenge, reelle 2 ff. ; » lineare Punkt- 
mengg 22. 

Zahlenpaar als Äquivalent eines Punktes 
der Ebene 29; umkehrbar eindeutig 
entsprechend einer komplexen Zahl 
184. 

Zahlenvorrat der beiden Seiten einer 
Gleichung 566. 


Zerlegung der Punkte bzw. der ratio- 
nalen Punkte einer Geraden in zwei 
Klassen 20/1 ; Übertragung dieses Prin- 
zips auf die Menge der rationalen 
Zahlen 24. 

Zuordnung einer Zahl y zu jedem x einer 
gewissen Zahlenmenge {d?} als all- 
gemeinste KDirichletsche) Definition 
einer (eindeutigen) Funktion 26/7. 
Zusammenhängende ebene Punktmenge 
64; innerlich — 66 ; Funktionselemente 
368 ; 8 . auch einfach zusammenhängend 
Zweig einer mehrdeutigen analytischen 
Funktion 368, 872 F^; — e der Funk- 
tion x=^'^y 170; der unendlich viel- 
deutigen Funktionen: Lg x 546/8, 
Arctga; 656, Arcsin rr 589/91 
Zweiteilung der Ebene durch ein Trep- 
penpolygon 78 ; durch eine geschlossene 
Jordansche Kurve 101. 

Zwischenwert 56; — satz für reelle Funk- 
tionen fix) 57/8, für f{x, y) 119/20 
Zyklisch zusammenhängende Punktmen- 
gen 80/1. 











